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Introducao

Introducao

Muitas situa¢des do nosso dia-a-dia podem ser modeladas
utilizando equacdes diferenciais ordinarias.

Talvez a mais conhecida equacgao diferencial ordinaria seja a
Segunda lei de newton

F=ma=mx".

Também podemos incluir aqui a férmula da velocidade instantanea
(velocidade = taxa de variagdo da posicdo) e tantas outras
presentes nos nossos estudos desde o Ensino Médio.
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contaminadas com HIV, bem como a evolugdo de contaminados
por COVID-19 em uma populacdo. Em todos estes modelos
estaremos interessados em estudar protocolos de
tratamento/isolamento que s3o intermitentes, ou seja, algumas
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Introducao

Na modelagem de fenémenos biolégicos, as Equagdes Diferenciais
Ordindrias (EDOs) podem ser usadas para descrever a taxa de
variacdo de determinadas populacbes no decorrer do tempo. Com
isso, podemos antever o seu comportamento futuro a longo prazo
do modelo que é um sistema dinamico.

Ao longo desta palestra veremos alguns modelos de EDOs que
determinam como se dd a evolucdo de células cancerosas e
contaminadas com HIV, bem como a evolugdo de contaminados

porEQQMLD-lg em uma populacdo. Em todos estes modelos
estaremos interessados em estudar de

tratamento/isolamento que sdg/intermitentes, ou seja, algumas
vezes o sistema estad sendo submetido a um tratamento e outras
vezes n3o estarad sendo submetido a este tratamento. Tais
interrupcoes visam possibilitar uma recuperacdo, de determinada
variavel, de efeitos colaterais promovidos pelo tratamento.
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o organismo do paciente possa se recuperar dos debilitantes efeitos
colaterais do tratamento quimio ou radioterapico (o modelo que
estudaremos também contempla um tratamento inumoldgico via,
por exemplo, aplicagdo de células tronco).

e No estudo de HIV-AIDS estaremos estudando protocolos
recentes de tramento onde se possibilita periodos onde o paciente
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A saber:

e No estudo de COVID-19 existem periodos onde o
isolamento/distanciamento social é diminuido para que a economia
possa girar, ou mesmo, para que as pessoas possam ter diminuigcdo
no nivel de estresse.

e No estudo de cancer existem periodos sem tratamento para que
o organismo do paciente possa se recuperar dos debilitantes efeitos
colaterais do tratamento quimio ou radioterapico (o modelo que
estudaremos também contempla um tratamento inumoldgico via,
por exemplo, aplicagdo de células tronco).

e No estudo de HIV-AIDS estaremos estudando protocolos
recentes de tramento onde se possibilita periodos onde o paciente
ndo precisa tomar nenhuma medicacdo. Isso é possivel devido ao
grande avanco dos medicamentos utilizados e possibilita uma

melhor qlw@da aos pacientes.

T. de Carvalho Di

ica de modelos de EDOs



tiagocarvalho
Lápis


COVID-19
HIV-AIDS

Modelos Cancer

Modelos — juros

Antes de iniciar o estudo dos modelos biolégicos, vamos entender
como se dd o comportamento dindmico de um modelo de evolucao
de um capital submetido a um regime de juros compostos.
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Considere um capital !Co’aplicado com uma remuneracdo constante

de 1 por cento. Logo, apés um més, teremos
—_——

&): Co(1,01),
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Considere um capital Gy aplicado com uma remuneracdo constante
de 1 por cento. Logo, apés um més, teremos

G = Go(1,01),

apds 2 meses teremos

—

G = Cy(1,01) = c0(1,01)2]
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Considere um capital Gy aplicado com uma remuneracdo constante
de 1 por cento. Logo, apés um més, teremos

Q:@@m%

Co = C1(1,01) = Go(1,01)?

apds 2 meses teremos

e repetindo o processo por n meses teremos

.

Co = Go(1,01)".

A sequéncia (C,) diverge paraﬂ—koo)}a portanto temos o
entendimento determinado do que acontecera com o capital.
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Agora, considere um capital Cy que é aplicado, ingenuamente, com
uma remuneragao constante e negativa. Logo, apds um més,
teremos, por exemplo

G = 2((37_9)a
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Agora, considere um capital Cy que é aplicado, ingenuamente, com
uma remuneragao constante e negativa. Logo, apds um més,
teremos, por exemplo

G = ((0,9),

apds 2 meses teremos

G = C1(0,9) = Go(0,9)?
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Agora, considere um capital Cy que é aplicado, ingenuamente, com
uma remuneragao constante e negativa. Logo, apds um més,

teremos, por exemplo =
Cl 0) 9)’
v/

apds 2 meses teremos
Co = G1(0,9) = Go(0,9)°
e repetindo o processo por n meses teremos

Co = Co(0,9)". |

A sequéncia (C,) converge para 0,e portanto temos o
entendimento determinado do que acontecera com o capital.
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Todavia, alguma aplicagbes ndo possuem um carater previsivel
(exemplo: bolsa de valores) ou ndo possuem remunera¢io
constante.
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Todavia, alguma aplicagbes ndo possuem um carater previsivel
(exemplo: bolsa de valores) ou ndo possuem remunera¢io
constante. Assim, pode ser que

Cl - C0(07 9)7
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Todavia, alguma aplicagbes ndo possuem um carater previsivel

(exemplo:[bolsa de valores) ou ndo possuem remuneracdo
constante. Assim, pode ser que

G = G(0,9),
apds 2 meses teremos -
G = Gi(1,01),
apds 3 meses teremos
G = ((0,95)
——
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Todavia, alguma aplicagbes ndo possuem um carater previsivel
(exemplo: bolsa de valores) ou ndo possuem remunera¢io
constante. Assim, pode ser que

q:@pm, e

G = Gi(1,01), —) ©

apds 3 meses teremos — m A
)

G = C»(0,95)

e assim por diante. 9

Caso a remuneragdo seja determinada e n3o constante, o
comportamento dindmico do capital pode ser bastante variado,

podendo apresentar comportamento [periodicd, convergente a um
. ;. . . . 2 -
ponto estacionario, divergir para infinito ou ¥fmesmo_ser cadtico.*
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Todavia, alguma aplicagbes ndo possuem um carater previsivel
(exemplo: bolsa de valores) ou ndo possuem remunera¢io
constante. Assim, pode ser que

G = G(0,9),
apds 2 meses teremos

G = Gi(1,01),
apds 3 meses teremos

G = ((0,95)

e assim por diante.

Caso a remuneragdo seja determinada e n3o constante, o
comportamento dindmico do capital pode ser bastante variado,
podendo apresentar comportamento periédico, convergente a um
ponto estaciondrio, divergir para infinito ou mesmo_ser cadtico.
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Covid-19

Um dos primeiros estudos apresentando alguns resultados sobre a
dindmica de transmissdo do coronavirus (2019-nCoV) aparece no
artigo Maier, Benjamin F. and Brockmann, Dirk, Effective
containment explains subexponential growth in recent
confirmed COVID-19 cases in China, Science, 368, 6492,
pages 742-746, 2020, doi = 10.1126/science.abb4557
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Covid-19

Um dos primeiros estudos apresentando alguns resultados sobre a
dindmica de transmissdo do coronavirus (2019-nCoV) aparece no
artigo Maier, Benjamin F. and B_r_cwirk, Effective
containment explains subexponential growth in recent
confirmed COVID-19 cases in China, Science, 368, 6492,
pages 742-746, 2020, doi = 10.1126/science.abb4557 da
revista Science.
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O sistema de EDOs a ser estudado é o seguinte modelo SIR-X:
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| sdo os individuos infectados, S os suscetiveis e R os removidos
(i.e., mortos ou curados), de modo queS + 1+ R =1, a populagdo
total. Os pardmetrosa e 3 correspondem as taxas de transmissdo e
de recuperacio, respectivamente. Além disso, o isolamento da
populacdo é feito a uma e 0s in_dj;u’_du@s sdo
isolados a uma taxa.x,. A variavel X ndo afeta as 3 anteriores e
corresponde aos individuos sintomaticos que estdo em quarentena.
A varidvel R também n3o afeta a variacdo de S e /. Desde modo,
teremos que resolver um sistema de 2 (e ndo 4) EDOs.
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O modelo acima torna-se descontinuo (intermitente) pois, a
principio, kK = kg = 0 €, a medida que o virus é disseminado na
populacdo e atinge um valor limite /,, de infectados, as medidas
restitivas sdo impostas e assim k e kg ndo sdo mais nulos. Mais
ainda, poderemos ter, assim como vivenciamos mo Brasil,
mudancas de regimes de confinamento, dando origem a mudancas
nos valores de ko (que admitimos ser constante em cada parte
deste regime de confinamento).

T. de Carvalho Di ica de modelos de EDOs




CovID-19
HIV-AIDS

Modelos Cancer

A pergunta natural neste sentido é:

Questdo: Se o sistema de salude suporta uma quantidad@de

infectados, qual os valores d e de kg para os quais ndo ocorre o
colapso do sistema de satde *
—_—
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Para responder a esta pergunta, antes de mais nada precisamos
estabelecer o nimero basico de reproducao do virus com e sem
o isolamento.
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Para responder a esta pergunta, antes de mais nada precisamos
estabelecer O@Wdo virus com e sem
o isolamento.

De fato, o niimero basico de reproducdo sem o isolamento é dado
por

e é maior do que o niimero basico de reproducdo com o
isolamento, que é dado por
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QuandorRo,free < 1, a doenga se extingue naturalmente.
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Quando Ry free < 1, a doenga se extingue naturalmente. Portanto,
estudaremos o caso em que Rp free > 1.
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Quando Ry free < 1, a doenga se extingue naturalmente. Portanto,
estudaremos o caso em que Rp free > 1.

Nas figuras abaixo iremos comentar a dindmica obtida em cada
perspectiva para os valores de Ry free € R eff -
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Repare que e a reta pontilhada / = /,, representa o X 7
limite de infectados " permitidos” que faz com que tenhamos ou

ndo o isolamento e confinamento. /_/
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Para a situacdo onde Rp free > ﬁ = Ro,eff temos a dinamica
representada na figura abaixo. Repare que trajetérias com
condi¢des iniciais abaixo da reta /| = [, ndo vao para a regido
acima desta reta e, muito menos, atingem o limite do sistema de
saude em | = Iy.

-

gn/ (.f _

Lar — k4t

7

I Iml
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1 , . . .~
Para Ry err = =, Jaé possivel que trajetérias com condicoes
iniciais abaixo de I = /,,; passem para a regido superior. Porém o
sistema de salide permanece sem riscos.

l—,
1
Iy Roerr K

I Im_

(C) Para Ro,eff = ﬁ
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Nesta nova configuragdo, Ry s cresceu e, se a condigdo inicial
estiver abaixo de | = [,,, ainda n3o estaremos com o sistema de
saude colapsado. Porém, existe uma pequena regido acima de

| = I, onde trajetorias iniciando nesta regido colapsam o sistema
de sadde.

1
Iy A 1
.

I I’Nl—

d) Para Rp.eff >
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Neste cendrio, Ry . cresce ainda mais e, se a condicdo inicial
estiver abaixo de | = [,,, ainda n3o estaremos com o sistema de
saude colapsado. Porém, existe uma regido maior acima de | = I,
onde trajetorias iniciando nesta regido colapsam o sistema de

salide.

1
Iy Roesy

e) Para Ryt >
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Neste Gltimo cendrio vemos Ry . ainda maior e o sistema de
salide sendo colapsado mesmo tendo-se iniciado o protocolo de

isolamento antes de | = /,,.
(i)

N

<A

H>

Ro,free S
1
(f) Para Roer > - e colapso mesmo para

condicdes iniciais abaixo de | = I,.
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HIV-AIDS

Devido aos avangos dos medicamentos, hoje em dia é possivel que
o paciente portador do virus HIV possa ter momentos onde o
tratamento com o coquetel de medicamentos é interrompido, sem

que isso comprometa sua saude.
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Conside um tratamento intermitente no qual os pacientes
continuam sua terapia antirretroviral até que a contagem de
células de defesa do organismo subam até um certo valor limite
Cr,
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Conside um tratamento intermitente no qual os pacientes
continuam sua terapia antirretroviral até que a contagem de
células de defesa do organismo subam até um certo valor limite
C+, momento em que o tratamento serd interrompido até que
diminuam novamente até Cr,
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Conside um tratamento intermitente no qual os pacientes
continuam sua terapia antirretroviral até que a contagem de
células de defesa do organismo subam até um certo valor limite
C+, momento em que o tratamento serd interrompido até que
diminuam novamente até C7, quando novamente inicia-se o
tratamento.
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Conside um tratamento intermitente no qual os pacientes
continuam sua terapia antirretroviral até que a contagem de
células de defesa do organismo subam até um certo valor limite
C+, momento em que o tratamento serd interrompido até que
diminuam novamente até C7, quando novamente inicia-se o
tratamento. Deste modo, temos um sistema descontinuo onde
podemos utilizar todas as ferramentas da teoria qualitativa e de
campos descontinuos para seu entendimento.
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Baseado no artigo S. Tang, Y. Xiao, N. Wang and H. Wu,
Piecewise HIV Virus Dynamic Model with CD4*T Cell
Count-Guided Therapy: |, Journal of Theoretical Biology,
308, 7, 123-134, 2012, consideramos os seguintes sistemas que
descrevem a dindmica do virus HIV
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£, V) T+T% ¢

/
gj—fs—ﬁ CfiD - R

T. de Carvalho Dindmica de modelos de EDOs


tiagocarvalho
Lápis

tiagocarvalho
Lápis

tiagocarvalho
Lápis


COVID-19
HIV-AIDS

Modelos Cancer

onde T denota a populacio de células de defesa T-CD4+
nio-infectadas; T* a populacdo de células T-CD4™ infectadas; V,
concentracdo de particulas virais infecciosas; nrT € 1p;
correspondem a eficicia dos antiretrovirais RT e Pl; s é a
quantidade de células saudaveis gerada pelo organismo; d é a taxa
de mortalidade de células ndo-infectadas; § é a taxa de mortalidade
das células infectadas; k é a taxa de infeccdo de células T CD4 +
pelo virus; ¢ é a taxa de morte ou elimina¢do do virus livre e A é a
taxa de producdo de virus pelas células infectadas.
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Ou seja, temos o campo descontinuo

s [ X(T. TS V), s T+T*>Cr
Z(T’T’V’)_{Y(T,T*,V,), s« TiT <cp )

em que X e Y representam os respectivos campos sem tratamento
e com tratamento,
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Ou seja, temos o campo descontinuo

* X(T, T*,V/), se T+ T Z CT
Z(T,T,V/)Z{ Y(T,T* V), e T+T <Cr (7)
em que X e Y representam os respectivos campos sem tratamento
e com tratamento, a fun¢do controle é
f(T, T*,V}) =T + T* — Cy e a variedade de descontinuidade é
dada pelo plano inclinado
Y={p=(T, T V) eR3: f(p)zO}.]

L
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Ao realizar um estudo qualitativo do modelo descrito acima
obtemos que as tangéncias dos campos X e Y coincidem e que o
campo tangencial deslizante possui um tnico equilibrio atrator, sob
certas condi¢des, de modo que a dindmica é descrita pela Figura 1
abaixo.
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Figura: Curva de tangéncia simultdnea, tanto de X quanto de Y/, sobre ¥.
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Em artigo recentemente publicado, conseguimos mostrar a
existéncia de parametros que fazem com que as trajetdrias
convirjam para o ponto de pseudo-equilibrio p. ou para um ciclo
limite atrator que circunda o ponto pe.

T. de Carvalho Di ica de modelos de EDOs




COVID-19
HIV-AIDS

Modelos Cancer

Em artigo recentemente publicado, conseguimos mostrar a
existéncia de parametros que fazem com que as trajetdrias
convirjam para o ponto de pseudo-equilibrio p. ou para um ciclo
limite atrator que circunda o ponto pe. Isso estd de acordo com o
observado na prética, onde a doenca é controlada em niveis
aceitdveis de viruléncia mas sem a possibilidade de cura;
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Em artigo recentemente publicado, conseguimos mostrar a
existéncia de parametros que fazem com que as trajetdrias
convirjam para o ponto de pseudo-equilibrio p. ou para um ciclo
limite atrator que circunda o ponto pe. Isso estd de acordo com o
observado na prética, onde a doenca é controlada em niveis
aceitdveis de viruléncia mas sem a possibilidade de cura; cura
esta, que estaria representada pela convergéncia a zero da variavel
V).
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Nas simulagdes a seguir, consideramos § = 0.45, o = 0.01,
a=k\=2.4x107%x 3000 = 0.0072, s = 15, np; = nrT = 0.8,
Cr =350 and ¢ € {0.4,0.4963,0.8}.
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Nas simulagdes a seguir, consideramos § = 0.45, o = 0.01,
a=k\=2.4x107%x 3000 = 0.0072, s = 15, np; = nrT = 0.8,
Cr =350 and ¢ € {0.4,0.4963,0.8}. O ponto vermelho é o
pseudo-equilibrio, pontos rosa sdo pontos de clspide, a linha verde
é formada por pontos de dobra-dovra invisiveis e o ciclo limite est3d
destacado em azul.
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(a) c=0.4 (p<0)
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(b) ¢ =0.4963 (1 =0)
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(c) c=0.8(u>0)
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Poder-se-ia implementar uma nova modelagem do problema no
seguinte sentido: ao invés de termos um valor limite Ct onde
deixamos de considear o campo X para considerar o campo Y e
vice-versa, podemos estabelecer que o tratamento (dado por uma
dindmica governada por um campo vetorial X;) é aplicado até que
se atinja um valor limite C; e entdo passamos a considerar que o
tratamento € suspenso (e a dindmica é governada por um campo
vetorial X3) até que se atinja um limite G, # C;.
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Let Sx (respectively, Sy) be the set of all tangential singularities of
X (respectively, Y). In the case those sets coincide we can define
a new vector field at the tangential singularities when X° U X¢ = ().
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Definition

When Sx = Sy = S and the dimension of S is nonzero, we define
a motion on S in the following way. Given a point p € S C ¥, we
define the tangential sliding vector field at p as the vector field
ZT(p) = m — p with m being the point of the segment joining
p+ X(p) and p + Y(p) such that m — p is tangent to S (see next
figure).
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Figura: Tangential sliding vector field.
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In the case where the switching manifold ¥ is a plane in R3 and
S C X is a curve depending on one variable, let us say w(x), the
tangential sliding vector field Z7 in a point p € S is given by

2705y — D)X (P) — (X(p) V(o) -
Yw(p) — Xw(p) ’
where Xw(p) is the Lie derivative of X restricted to the curve w
given by Xw(p) = X(p) - W(x), with W(x) a vector in the tangent
space of X and normal to w(x) at the point x.
In this scenario, the trajectories of Z are the concatenation of
trajectories of X, Y, Z*> and Z7.
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In order to define the PSVF associated with the systems (5) and
(6), following the theory of discontinuous vector fields and Filippov
conventions, let us consider the function f(p) =T + T* — Cr,
where p = (T, T*,V)) and Cr is the threshold value of T CD4"
cells.
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The piecewise smooth vector field Z associated with the systems
(5) and (6) is given by

X(T, T, V), if T+T">Cr,

Z(T’T’V’):{Y(T,T*,V,), f T < O

Observe that 7 = {p € R3 : f(p) > 0},
¥~ ={peR3 :f(p) <0} and the switching manifold is given by
the angled plane ¥ = {p € R} : f(p) = 0}.
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co=2 10
T P ( )
~, s o' 1 s ¢(d—a)
=—|1—-(1—-=)(|1—=— || == 11
Cr o [ ( 5) ( Ro)] ) + kx (11)
~_ s a 1 s c(0 — a)
Cr=—|1—-(1—-=)(1——=— ]| ==+ )
T a { ( 5> ( Rc)] 6 k(nrr — 1)A(npr — 1)
(12)

that are the sum of the two first coordinates of the equilibria of (5)
and (6), py = py . p; and p;, respectively.
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The cusp point Cx divides S in two semi straight lines. A semi
straight line ry = {(T, T*,V}) € S|V, < Cx 3} filled by visible
fold points and a semi straight line

r)’< ={(T,T*,Vi) € 5|V, > Cx 3} filled by invisible fold points,
see the next figure.
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Let ¢x(ry) be the saturation of ry using the vector field X, given
by (5). Since pf is an equilibrium globally attractor placed below
¥, it is well defined the curve S(ryY) = ¢x(ry) N E. Note that
Closure(S(ry)) N Closure(ry ) = {Cx}. Call A C X the region
bounded by S(ry) U {Cx} U rk.
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T

Figura: The global dynamic of Z.
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The cusp point Cy divides S in two semi straight lines. A semi
straight line ryy = {(T, T*,V)) € S| V) > Cy 3} filled by visible
fold points and a semi stra|ght line

rl, = {(T T V))eS|V, < Cy 3} filled by invisible fold points.
Let gby(ry) be the saturation of ry using the vector field Y, given
by (6). Since p, is an equilibrium globally attractor placed above
¥, it is well defined the curve S(ry) = ¢y (ry) N E. Note that
Closure(S(ry)) N Closure(ry) = {Cy}. Call B C T the region
bounded by S(ry) U {Cy}uUrl.
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Ifa < 8,R>1and Cf < Cr < min|C7, €Y then [AUB] C ¥
is a globally asymptotically stable set for (15).
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The second theorem considers the local dynamics around the
equilibrium of the tangential sliding vector field. We characterize
the local stability of the equilibrium according to the system

parameters and the birth of a crossing limit cycle, like a Hopf
bifurcation.
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Theorem

Assume that o < § and
Cf < Cr < min|C7, €3 (13)

. Consider Ly, p, p and k new parameters depending on the

parameters of the system (the expressions are complicated and will

be omitted at this presentation). The following statements hold.

(a) If u <0 thenp € Ly is a pseudo-equilibrium locally
asymptotically stable. If u > 0 it is unstable.

(b) Assume r # 0 and p € (—e,¢) for e > 0 arbitrary and small.
Then, for p = 0 a bifurcation occurs at p and a crossing limit
cycle arises for ux < 0. In addition, if k < 0 (resp. k > 0) this
limit cycle is locally asymptotically stable (resp. unstable).
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= {=T+T" =Cp}

ot

y=kV y=kV;

' . 3 s $ A
y=kV; K

r=T

c) >0
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A zool
Rt

360+

10 -\/{ 15
5

60 340
320300 280 260 o Vi,
T x 10
(8) n<0
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(h) p=0
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A aplicacdo de campos de vetores suaves por partes em cancer é
uma area de pesquisa nova, mas promissora. Aplicamos a teoria de
campos de vetores suaves por partes em um sistema de equacdes
diferenciais em R3 que modela o tratamento da‘Ieucemia.,
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Exploramos a transicao entre o modelo sem tratamento e com o
tratamento, dado pela quimioterapia e/ou imunoterapia, e
exibimos um comportamento interessante préximo a variedade de
separacao devido a existéncia de singularidades tipicas.
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Exploramos a transicao entre o modelo sem tratamento e com o
tratamento, dado pela quimioterapia e/ou imunoterapia, e
exibimos um comportamento interessante préximo a variedade de
separacao devido a existéncia de singularidades tipicas. As
estratégias de tratamento on-off sdo definidas em termos de uma
varidvel independente do tempo, como o niimero de células
cancerigenas ou imunes.
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No tratamento quimioterapico o paciente é submetido a sessoes de
quimioterapia, que é um tratamento bastante agressivo e repleto
de efeitos colaterais. Tal tratamento é capaz de reduzir a
quantidade de células doentes, porém, também destréi células
sauddveis. Por conta deste efeito agressivo, o paciente sujeito a
quimioterapia deve ficar um certo periodo de “quarentena”’ entre
uma sess3o e outra de ministracdo do quimioterapico.
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Para a terapia imunoldgica, pode-se utilizar a transfusdo de células
da medula éssea de um doador. No caso geral, em outras doencas
do tipo cancer, pode-se pensar em uma terapia imunoldgica via a
transfusdo de células tronco ou outro procedimento que “fortalega”
o sistema imune do individuo e o ajude a combater o problema
instalado.
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sistema estudado é dado por:

«
— N - Q@
+ ? b+Q

(14)

DA I
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N é o nimero de células cancerosas, | é o nimero de células
imunes (células de defesa do organismo) e Q é a quantidade do
agente quimioterdpico.
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Um estudo mais detalhado deste tema pode ser encontrado em

L. G. de Pillis, A. Radunskaya, A mathematical tumour
model with immune resistance and drug therapy: an optimal
control approach, J Theor Med, 3, 2001, 79-100.

Rodrigues, D.S. ; Mancera, P.F.A. ; Carvalho, T. ; Goncalves,
L.F.. A mathematical model for chemoimmunotherapy of
chronic lymphocytic leukemia. Applied Mathematics and

Computation, v. 349, p. 118-133, 2019.

Rodrigues, D.S. ; Mancera, P.F.A. ; Carvalho, T. ;
Gongalves, L.F.. Sliding mode control in a mathematical
model to chemoimmunotherapy: the occurrence of typical

singularities, Accepted
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Iremos restringir o estudo ao octante positivo. Além disso,

@ k é a capacidade de suporte de células cancerosas;

g O Ve
@ r € a taxa de crescimento das células cancerosas;

@ c1 e ¢ correspondem a iteracdo entre células imunes e
cancerosas, afetando a populacdo de ambas;

@ sp é a producdo natural de células imunes do organismo;
@ d a taxa de morte natural da células imunes;

@ p é a taxa de producdo de células imunes, estimulada pelo

cancer;
In?2 , .. ~
0o y= %/2 onde t;/; € o tempo de eliminacdo de metade da

droga (meia-vida do agente quimioterapico);
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@ 4 e 0 sdo as taxas de mortalidade das células cancerosas e
imunes, devido a acdo do quimioterapico;

@ a e b sdo as quantidades de drogas para que tenhamos a
metade do efeito do quimioterdpico nas populacdes de células
cancerosas e imunes;

Além dos pardmetros descritos acima, ainda temos s(t) e q(t)
representando a imunoterapia e a quimioterapia, respectivamente.
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Estes tratamentos podem ser feitos de modo descontinuo, ou seja,

‘ FIN,1,Q) > ‘fN,I,Q
s(t) =

7 (NalaQ) 7 (Nava)

A func3o de controle f ird determinar se iremos ou n3o aplicar o
tratamento.
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Dessa forma, obtemos um CVSP da forma: L‘Z
Z(N,1,Q) = { )\im ; g; (15)
onde
X(N,I1,Q) = (rN <1—I/Y> —clNI—;_,'\_I%, (16)
so—dl—l—fyp_i_NlN—czNI—b(S_(_QQ, —)\Q)

= (N, 1,Q), X%(N, 1,Q), Xs(N, 1, Q) )
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Y(N,I =(rN{1—— ) —c Nl - —— 1
( 9 7Q) (r ( k) 1 a+Q7 (7)

NI 51Q
—dl 4+ ——— — NI — ——— - A
Seo t S0 +’Y+N (&) b+ Q do Q

= (M, 1,Q), Va(N,1,Q), Y3(N,1,Q)),
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Os campos vetoriais definidos em cada uma destas partes é um
campo suave. Vale assim, a teoria cldssica quando observamos
cada um destes campos separadamente. No acoplamento dos dois
campos suaves € que podem aparecer situa¢des ndo previstas pela
teoria classica (como a n&o unicidade de trajetérias). Faz-se entdo
necessario o desenvolvimento de novas ferramentas para
estudarmos este acoplamento.
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Parametro Valor Unidade

r 1072 day™!

k 10%2 cell

a 5x 1071 cell"lday~!
o)) 1x10783  cell"tday~!
S0 3x10°  cell day™!
d 1073 day~!

p 10712 day~?

v 102 cell

U 8 day~!

) 10* day™!

a 2 x 103 mg

b 5 x 109 mg

A 4.16 day~?
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O campo X sem tratamento possui 3 equilibrios no primeiro
octante, que s3o:

p1 = (0,3x1080);
p2 = (5.07654 x 10°,1.98985 x 108,0) ;
ps = (9.84923 x 10%,3.01531 x 10°,0) .

Analisando a matriz Jacobiana, concluimos que p; e p3 sdo
atratores e p, do tipo sela. O campo Y com tratamento, onde
tomamos sy, = 0 e goo = 300, possui um tnico equilibrio atrator
no primeiro octante, que é ps = (0,2.0657 x 10°,72.1154).

T. de Carvalho Dindmica de modelos de EDOs



COVID-19
HIV-AIDS

Modelos A
Cancer

Consideraremos os campos dados anteriormente de modo que o
tratamento é implementado quando a quantidade de células
cancerosas é maior que um valor N = Np, com 0 < Ny < k. Neste
caso, temos

I, N < No
/

Q)
Q) NN (18)

)

Z(N, 1, Q) = { );E’,t’,
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Observe que f(N, I, Q) = N — Np e a variedade de descontinuidade
¢Y =f10)={(N,/,Q) € R®: N = Np}.

Proposicao

O sistema (18) possui apenas regides de costura e pontos de
tangéncia. Os pontos de tangéncia de X e de Y com ¥ coincidem
e sao dados pela curva

—acikl + akr — alNgr

= .
QU = ik Nor + ki ©
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Quando Ny = 109, g, = 300 e sem imunoterapia, ou seja,
Sso = 0, obtemos a seguinte dindmica:

Figura: Campo tangencial Z7.

Neste caso, apenas o atrator p; e a sela p> sdo equilibrios reais
para Z.
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Quando Ny = 109, gso = 300 e s5 = 0, a dindmica fica ainda mais
interessante pois aparece um ponto de contato ctibico sobre a
curva de tangéncias. Neste caso, a sela py é também virtual, o que
afeta o contato do campo X com a nova curva de separagdo.
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Podemos alterar a estratégia de controle de modo a analisar o
tratamento de acordo com a quantidade de células imunes / do
paciente.

p/mMm [es <
1 2

: wx,ﬁ:
(e 7 it
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Podemos alterar a estratégia de controle de modo a analisar o
tratamento de acordo com a quantidade de células imunes / do
paciente. Assim, se a quantidade de células imunes estiver abaixo
de um certo patamar devemos suspender o tratamento até que sua
quantidade volte a crescer. A dindmica neste caso para

f(N,I,Q) =1 — 107, goo = 300 e sem imunoterapia é descrita na
figura abaixo:
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Ao analisar o tratamento de acordo com a quantidade de células
imunes e admitirmos que seja implementada imunoterapia, ou seja,
f(N,I,Q) =1 — 107, goo = 300 e so, = 4 x 10°, temos que as
curvas de tangéncias de X e Y nao coincidem, donde uma regido
de escape é obtida.
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