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Abstract

O interesse principal do trabalho esta na proposta de uma abordagem Bayesiana
adequada para a estimac@o dos parametros das distribuigoes Beta BurrXII (BBXII)
e Beta Weibull Exponenciada (BEW). Essas distribuigbes pertencem a classe de dis-
tribuigoes Beta Generalizadas (Beta-G). Sendo a distribuigado Beta uma parte inte-
grante da distribui¢oes BBXII e da BEW, constatou-se que a sua reparametrizacao,
proposta por Ferrari e Cribari-Neto (2004), fornece vantagens computacionais para a
convergéncia das estimativas Bayesianas. Foram propostas duas abordagens Bayesianas
para a estimacao dos parametros da distribuicao BBXII e uma abordagem para a
distribuicao BEW. Para a BBXII, a primeira abordagem considera prioris e funcoes
geradoras de candidatos Beta, para o parametro u, e Qui-Quadrado para os demais
parametros. A segunda abordagem considera transformagoes logit para u e log para
os demais parametros. As prioris e funcgoes geradoras de candidatos adotadas foram
Beta para e Gama para os demais parametros. Nessa abordagem, obtém-se um ve-
tor de candidatos Gaussianos de acordo com uma adaptacao da proposta Gaussiana
de Gray(2001). Para a BEW, considerou-se as transformagoes, prioris e fungoes
geradoras de candidatos equivalentes a segunda proposta da BBXII, diferindo na
obtencao de candidatos, que somente puderam ser obtidos de forma univariada para

cada parametro.

Palavras-chave: Beta BurrXII, Beta Weibull Exponenciada e Abordagem Baye-

siana.

*Autor para correspondncia: e-mail: afelipe;@Qhotmail.com.

ORGANIZACAO

(e, agurs Shbadr

Nicleo de Apoio em Estatistic Consuuona EstahShca



1 Introducao

A familia de distribui¢oes Beta-G (Eugene et al., 2002) tem motivado um extenso
nimero de pesquisas no desenvolvimento de novas distribui¢oes de probabilidade desde sua
criagao. Eugene et al. (2002) postularam que, para a fungao distribuigao acumulada G de
uma dada varidvel aleatéria (em que a fungao de densidade de probabilidade e acumulada
sao denotadas por g(x) e G(z), respectivamente), a funcdo distribuigdo acumulada beta-G

é definida por

G(z)
F(zx) = B(clz, ) /0 w1 — w)* Vdw (1)

e, consequentemente, sua funcao de densidade de probabilidade é dada por

) = o Fla) = s Gl (1 = G, )
em que B(a,b) é a fungao Beta.

Tahir e Nadarajah (2015) fazem uma compilagao dos artigos de desenvolvimento rel-
ativos a distribuicao Beta-G. Esta relacao inclui, entre outras, a distribuicao Beta Burr
XII (Paranaiba, et. al., 2011) e a distribui¢cao Beta Weibull Exponenciada (Cordeiro et
al., 2013), que foram descritas ao considerar-se, respectivamente, as funcoes distribuigao
G relativas a distribuigdo Burr XII (Burr, 1942) e a distribuigdo Weibull (Weibull, 1951),
que sao de interesse central nesta dissertacao.

Apesar de haver uma extensa literatura sobre as distribui¢oes na familia Beta-G e sobre
os procedimentos frequentistas, via maxima verossimilhanca, adotados na estimacao dos
parametros dos modelos propostos, sao escassos os trabalhos que utilizam o paradigma
Bayesiano no processo inferencial. Uma das vantagens do uso da abordagem Bayesiana é
a obtencao de intervalos de credibilidade para os parametros do modelo beta-G em estudo
sem a necessidade do uso de argumentos assintéticos.

Neste trabalho de dissertagao objetiva-se o desenvolvimento de metodologia Bayesiana
adequada para a estimagao dos parametros dos modelos Beta BurrXII (BBXII) e Beta
Weibull Exponeciada (BEW). Mas, primeiramente, serd apresentado as defini¢oes dos
modelos BBXII e BEW, além dos procedimentos frequentistas para a estimagao dos

parametros das distribuicoes BBXII e BEW e as formas funcionais das respectivas verossim-
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ilhancas para o caso de dados censurados com censuras ao acaso.

2 Distribuicao BBXII

A distribui¢ao BBXII foi proposta por Paranaiba et.al (2011). Ela é uma com-
posicao da distribuicao Beta generalizada com a distribuicao Burr XII. A primeira foi
proposta por Eugenne et. al. (2002), que definem uma classe de distribui¢oes beta gen-
eralizadas (beta-G), que consiste numa generalizagdo da distribuicao Beta. Considere
G(z) denotando uma fungao de distribuigdo acumulada (fda) de uma varidvel aleatéria
continua e @ > 0 e b > 0 (parametros de forma) da distribui¢ao beta. Tem-se que a fda
da beta-G é dada por

1

Flx) = B(a,b)

G(x)
/ w1 —w)*Vdw, (3)
0

em que B(a,b) = I'(a)I'(b)/T'(a 4+ b) é a funcao beta e I'(.) é a funcdo Gama. Pelas pro-
priedades de probabilidade tem-se que a funcao densidade de probabilidade fdp associada
a F(x) é dada por:

d g(x)

J(@) = LF @) = g Gy (1= G@) ™, )

onde g(x) = dG(x)/dz ¢é funcao densidade da distribuigdo de probabilidade (fdp) a ser
definida.

Dessa forma, a distribuigao BBXII é obtida ao assumir G(z) e g(x) sendo a fda e fdp
da distribuicao BurrXII, respectivamente. A distribuicao BurrXII foi proposta por Burr

(1942), possui 3 parametros (s > 0,k > 0 e ¢ > 0) e tem a seguinte forma:

Gloss he)=1-[1+ (f)] ) (5)
e
g(x;s,k,c) = cks™® [1 + (%)C} - a7t x> 0. (6)

Diante disso, assumindo G(z) a fda da BurrXII e substituindo na fda da beta-G,
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tem-se que a fda da distribui¢ao BBXII ¢é dada por (z > 0)

1 G(z)=1-[1+(z/s)°]~F - -
F(x) = In_fi4/s)e)-+y(a, b) = m/ w1 — w)" dw
e sua fdp é
F@) = 7 1 (o (L= (L s
s¢B(a,b)

Na Figura 1 ilustra-se algumas formas possiveis da distribuicao BBXII.
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Figure 1: Grafico da densidade BBXII
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3 Distribuicao BEW

A distribuigao BEW foi proposto por Cordeiro et al (2011). Ela é uma composicao
da distribui¢ao Weibull com a distribuicdo Exponencializada (ou Exponenciada) e a Beta
generalizada. A primeira é uma distribuicdo muito conhecida e tem sido amplamente
utilizada em estudos nas areas médicas, engenharia e confiabilidade.

A distribuigdo Exponencializada é obtida quando a distribuigdo acumulada (G(x))
é elevada a um expoente arbitrario (« > 0). Entdo a nova distribui¢do acumulada é
dada por F(z) = G(x)* e pode ser chamada de distribuicdo G exponencializada (ou
exponenciada). Logo, a fda dessa distribuicao é f(z) = aG(z)* 'g(z).

Assumindo que G(x) seja a fda da distribui¢ao Weibull, tem-se a fda da distribuigao
Weibull Exponencializada (EW), que foi proposta por Mudholkar e Srivastava (1993) e é
dada por

Groclx) ={1 —exp[-(\2)]}*, x>0, (9)

onde a > 0 e ¢ > 0 sao parametros de forma e A > 0 é parametros de escala. Nota-se que
um caso particular da distribuicao EW ¢ a distribuicao Exponencial, quando a@ = ¢ = 1.

A distribuicao Beta-G foi proposta por Eugenne et al (2002) e foi definida em (3).
Assumindo G(x) dada em (9) e substituindo em (3) obtém-se a distribuigao Beta Weibull

Exponencializada (BEW) que possui a seguinte forma:

F(z) = ©L_q_c00e)a (a,b)

1 Gxa,c(z)={1—exp[—(Az)“]}*
= / w1 — w)’ rdw, w > 0, (10)
0

e sua fdp é dado por:

b—1

)\C c c\ axa— c\ X
flx) = %xc_le_(m) (1- e~ ) ) ' {1 - (1- e~ ) ) } . (11)

Logo, a Funcao de Risco da distribui¢ao BEW é dada por (z > 0):

AeXeze~te= (A0 (1 — e_(’\z)c)aa_l {1-(1- e—(h)c)o‘}b_l
B(CL b)[ (1—e— ()\I)C)

h(ﬂ?) = ((I, b)> (12)
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Na Figura 2 ilustra-se algumas formas possiveis da distribuicao BEW.

—— Alpha=5, Lambda=1, a=2, b=10 e c=3
----- Alpha=0.05, Lambda=0.10, a=1, b=2.5 e c=2.5
Alpha=1, Lambda=1, a=2, b=2.5 e c=2
~~~~~ - Alpha=2, Lambda=1, a=2.5, b=2.5 e c=2
=
[&]
o
3
5 S ]
“©
o
<
=
)
[
<
£
<
{=2]
g v 7
X
=
]
o
=]
T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5

Figure 2: Grafico da densidade BEW

4 A Abordagem Bayesiana

A seguir, apresenta-se todas as tentativas desenvolvidas para aprimorar o processo
de estimacao dos parametros da distribuicao BBXII utilizando a abordagem Bayesiana.
Em cada se¢ao, apresenta-se uma descricao da metodologia a ser exposta, bem como os
resultados obtidos e uma breve discussao sobre as limitagoes e vantagens do método em
estudo.

Uma primeira implementagao do problema de estimacao Bayesiana da distribuigao
BBXII foi realizada utilizando-se os programas JAGS e WinBUGS, considerando-se prioris
Gama independentes para todos os parametros do modelo. No entanto, nao foi possivel

trabalhar com tais prioris devido a problemas numéricos. Entao aplicou-se a trans-
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formacao log nos parametros, na tentativa de evitar tais problemas numéricos. Com
os parametros expressos na escala log, trabalhou-se com prioris uniformes restritas ao
intervalo (—5,5). O Cdédigo 1 ilustra a sintaxe de inser¢ao dos dados no WinBUGS, a

titulo de exemplo. Para a obtencao dos resultados, os dados foram gerados no software
R.

Cédigo 1: Comandos para insercao de dados no WinBUGS

Data
list (N=10, x=c( 0.7997404 ,0.7836458 ,0.6757031 ,0.8283034 ,0.7734923,
0.8068642 ,0.7907033,0.8234490 ,0.7720038 ,0.7909191)

Como ja mencionamos, trabalhou-se com os parametros do modelo expressos na escala
logaritmica, para evitar problemas numéricos. Além disso, utilizou-se prioris uniformes
independentes. Achcar (2013) obtém estimativas bayesianas dos parametros de uma nova
distribuicao utilizando “zero’s trick” no WinBUGS e considerando prioris independentes
uniformes.

Dentre todas as tentativas, o resultado mais coerente esta apresentado na Tabela 1.
Isso porque foi verificado uma grande sensibilidade na escolha dos hiperparametros das
prioris uniformes. Nota-se que as estimativas dos parametros apresentadas na Tabela 1
nao sao “proximas” dos verdadeiros valores em todos os casos. Ainda foram observados

problemas de autocorrelacao nas estimativas.

Tabela 1: Estimativas do WinBUGS com transformacao log, prioris
Uniformes e dados gerados com a=16, b=8, k=6.0,s=1.0, ¢=5.0
n = 300 H Valor real H Média Desvio Padrao  2,5% 50,0% 97,5%

a 16,0 || 1,702 0,864 0,584 1,502 4,013
b 8,0 || 10,280 5,102 2,259 9,965 19,460
c 6,0 || 23,760 8,017 12,780 22,300 44,510
k 5,0 || 0,524 0,250 0,099 0,522 0,965
s 1,0 || 0,835 0,024 0,800 0,831 0,889

Vale ressaltar que tentou-se implementar no Winbugs os célculos de forma direta
(sem o uso de transformagbes nos parametros), mas isso nao foi possivel na maioria dos
casos. O programa indicava que os resultados nao eram definidos, com a possibilidade de
erros numéricos dos tipos over flow ou under flow. As razoes da ocorréncia de tais erros,

conforme a mensagem no software, estao relacionados a seguir:
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14

e Valores iniciais gerados a partir de uma distribuicao a priori “vaga” podem ser

numericamente extremos - especificar os valores iniciais adequados;
e Valores numericamente impossiveis, tais como registro de um niimero nao-positivo;

e Dificuldades numéricas em amostragem. As solugoes possiveis incluem: melhores
valores iniciais; prioris mais informativas ou utilizacao de prioris uniformes, mas
com a sua gama restrita a valores plausiveis; melhor parametrizacao para melhorar

ortogonalidade; padronizagao de covariaveis a ter média 0 e desvio padrao 1.

Observa-se, de modo geral, que os resultados obtidos nao foram satisfatérios, pois
mesmo com valores iniciais semelhantes aos verdadeiros, as estimativas obtidas sao to-
talmente diferentes dos verdadeiros, ainda com o aumento consideravel do ntmero de
simulagoes. Isso pode estar relacionado com problemas numéricos. Além das prioris
Uniformes, também foram investigadas prioris Gama para todos os parametros. No
entanto, os resultados obtidos foram bastante insatisfatérios.

No JAGS, obedecendo a forma de geracao de dados os resultados podem ser obtidos
através do Coédigo 2. Vale ressaltar que, primeiramente, deve ser instalado o pacote
runjags no R. Utilizou-se 35.000 simulacoes, uma cadeia e burn-in de tamanho 4.000,

que sao as mesmas especificagoes utilizadas no WinBUGS.

Codigo 2: Comandos para inser¢ao de dados e obtencao dos resultados no JAGS

require (runjags)

a<-16

b<-8

k<-5

s<-1

cc<-6

x<-Ger .VA.BURRXII(a,b,k,s,cc,n)

N<-length (x)

const <- 10000

z<-rep(0,N)

dados. jags<-1list(’x’ = x,’N’ = N,’const’=const,’z’=z)
model <- read.jagsfile(string)

results <- run.jags(string, n.chains=1,data=dados. jags,
method="rjags",sample=35000)

summary (results$mcmc)
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Os resultados obtidos no JAGS sao apresentados na Tabela 2. Verifica-se que as
estimativas nao sao proximas dos valores verdadeiros dos parametros em todos os casos,

exceto para o parametro s.

Tabela 2: Estimativas do JAGS com Transformacao log, prioris Uniformes.
n =300 || Valor real | Média Desvio Padrao  2,5% 50,0% 97,5%

a 16,0 || 2,700 0,017 2,653 2,705 2,717
b 8,0 | 2463 0,210 1,935 2516 2,710
c 6,0 || 25,396 19,800 3,857 18,219 69,431
k 50 | 0,038 0,033 0,007 0,026 0,127
s 1,0 || 0,994 0,005 0,978 0,995 0,999

Diante das dificuldades, dos resultados insatisfatorios e de limitacoes dos softwares
WinBUGS e JAGS, no que diz respeito a falta de flexibilidade para implementacao de
modelagens Bayesianas mais complexas, que fogem a certos padroes no uso desses pro-
gramas, optou-se pela implementacao de programas utilizando o software R.

Para isso utilizou-se prioris Gama para os parametros a, b, k e ¢ e distribuicao Gama
inversa para o parametro s, uma vez que todos esses parametros sao nao-negativos. Dessa

forma, as prioris descritas nas equagoes sao tais que

a ~ Gama(ay,b), (13)
b ~ Gama(ag,by), (14)
s ~ Gama — Inv(as, bs), (15)
kE ~ Gama(ay,by), (16)

(17)

¢ ~ Gama(as,bs). 17

Tais prioris auxiliam na obtencao de propostas para a definicao de fungoes geradoras
de candidatos a serem utilizadas nos procedimentos MCMC, para cada um dos parametros
acima.

Para tanto, a estratégia foi utilizar aproximagcoes para as distribuicoes condicionais
completas obtidas com as escolhas mencionadas de prioris que conduzam a distribuigoes
conhecidas e faceis de simular. Implementando-se os desenvolvimentos anteriores num
algoritmo MCMC, verificou-se que as estimativas dos parametros k e s foram ruins, com-

parativamente as obtidas para os demais parametros, que foram, de fato, inaceitaveis.
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A proposta também conduz a forte autocorrelagao entre os valores gerados nas cadeias
de MCMC. Os resultados sao apresentados na Tabela 3

0.8

Tabela 3: Estimativas marginais a posteriori (MCMC) dos parametros da Distribuigao
BBXII com tamanho amostral 300

| Valor Real || Média Desvio Padrao 2,5% 50,0% 97,5% Taxa de Aceitacao(%)

a 16,000 || 568,547 80,494 449,261 562,269 707,222
b 8,000 || 287,621 38,290 218,282 291,223 339,991
s 1,000 0,730 0,017 0,697 0,729 0,767
k 9,000 1,461 0,050  1.3591 1,453 1,568
c 6,000 1,195 0,095 1,015 1,193 1,375

73,859
74,549
12,353
4,906
4,226

Visando um tratamento Bayesiano mais satisfatério dos parametros, em especial dos
parametros a e b associados a distribuicao Beta, numa tentativa de eliminar os proble-
mas apontados nas tentativas anteriores, propoe-se o uso de outra parametrizacao para
a distribuigao Beta. Ferrari e Cribari-Neto (2004) propdem outra parametrizacao da dis-
tribuicao Beta, que consiste em tomar p = a/(a +b) e ¥ = a + b. Dessa forma a = uy e
b=~(1—u). Entao,

E(X)=—==u (18)

ab (1L —p)
ViX) = (@+b2(a+b+1) 147 (19)
Sendo assim, p corresponde a média da variavel resposta e v é interpretado como um
parametro de precisao, de modo que, dado pu fixo, quanto maior o valor de v, menor sera
a variancia de X.
Diante disso, espera-se que essa parametrizacao elimine a dependéncia nas estima-
tivas dos parametros a e b que foram observadas em alguns estudos. Com essa nova

parametrizacao, a densidade da variavel aleatéria Beta é dada por:

1
B (py,v(1 = p))

fBeta—G’(x) = x,uv—l (1 - -’L')’Y(liu)il . (20)
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Nessa nova parametrizacao, a fdp da classe de distribui¢oes Beta generalizada, descrita

pela expressao (4) (Eugenne et. al., 2002) é expressa por:

Foetnc(@) = =2 Glapt (1 - @)t (21)

em que G(z) e g(x) s@o descritos pelas expressoes (5) e (6), respectivamente. Logo, a

distribuicao BBXII nessa nova parametrizacao, ¢ dada por

ckac™t

sB(py, v(1 — p))

flz) = (14 (2/5)c)"F L 1 4 (a/s) 5V (22)

A principio, as prioris foram definidas da seguinte maneira, exceto para o parametro

st

~ Beta(l, 1), (23)

~ Log — normal(0,0,), (24)

log(k) ~ N(0,0%) (25)
e ¢ % (26)

Definiu-se a funcao geradora de candidatos dos parametros do modelo BBXII da

seguinte forma

P(u) ~ Beta (u*= Dy 4001 — =), (27)
P(y) ~ Log— Normal (log('y(t’l)), ‘771) , (28)
P(log(k)) ~ Normal (log(k(tfl)), akl) , (29)
P(log(c)) ~ Normal (10g(c<t’1)), Oer) s (30)

Implementando-se os desenvolvimentos das secoes anteriores num algoritmo MCMC
e com os parametros k e ¢ da distribuicao BBXII na transformacao “log” foi realizado o
estudo de simula¢ao com p = 0.66, obtida por (18), e v = 24, pois v = a+b, onde a = 16,
b=8, k=5 e c=6 sao iguais as definidas nas simulagoes anteriores.

Vale lembrar que, para a realizacao da simulacao, definiu-se os valores dos hiper-

tPara evitar problemas numéricos, assume-se nesse caso s = 1
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parametros da seguinte maneira: o, = 0.08, 0.,, = 2, 0}, = 3, 0}, =

0., =0.055 e o.=3.

Os resultados das estimativas dos parametros sao apresentados na Tabela 4. Nota-se que

ja ocorre uma “aproximacao” entre as estimativas e os valores verdadeiros em todos os

parametros. Embora, a taxa de aceitacao de alguns parametros ainda nao estejam em

niveis aceitiveis.

0.8

Tabela 4: Estimativas marginais a posteriori da Distribuicao BBXII

| Valor Real | Média Desvio Padrao  2,5% 50,0% 97,5% Taxa de Aceitagao(%)

0,666
24,000
5,000
6,000

o LT

0,677 0,005
21,178 1,246
5,730 0,314
6,405 0,252

0,666 0,6775 0,688
18,774 21,145 23,712
5,140 5,718 6,391
9,910 6,399 6,902

6,990
61,031
34,436
26,648

Na tentativa de descrever prioris e fungoes geradoras de candidatos mais flexiveis,

nessa secao as prioris dos parametros da distribuicao BBXII foram definidas da seguinte

maneira:

Beta(ay, by),
Qui — quadrado(asy),
Qui — quadrado(as),

(a2)
(as)
Qui — quadrado(ay),
(as)

Qui — quadrado(as),

e as fungoes geradoras de candidatos dos parametros da seguinte forma

> 2 T
e

o
2

~ Betafut="5) 5001 — ),
Qui — quadrado(y*~Y),

~ Qui — quadrado(k'™V),

Qui — quadrado(c™1).

A Tabela 5 apresenta os resultados das estimativas dos parametros. Observa-se que,

para todos os parametros o intervalo HPD contempla o verdadeiro valor, exceto para o

Nucleo de Apoio em Estatistica
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parametro p, embora o valor estimado deste parametro esteja préximo do valor verdadeiro.
No entanto, o intervalo HPD para p aparentemente exibe amplitude estreita demais, o que
nos motiva a buscar outras possibilidades de efetuar a estimagao Bayesiana da distribuigao
BBXII. Em relacao a taxa de aceitacao, nao foi possivel obter taxas em niveis entre 25%

e 50% para todos os parametros.
0.8

Tabela 5: Estimativas marginais a posteriori da Distribuicao BBXII

Pardmetro || Valor Real || Mediana Média HPD (2,5%) HPD(97,5%) Tx. de Aceitagao(%)

7 0,400 0,344 0,345 0,328 0,364
04 18,000 15,070 16,050 7,010 28,163
k 5,000 5,209 5,784 2,273 10,712
¢ 6,000 6,782 6,839 4,797 9,102

8,487
30,470
7,385
3,471

Outra abordagem considerou a nova parametrizagao da distribuicao BBXII e o paramet
de escala s=1 fixo. Seja © = (u, v, k,c) = (61,02, 03,0,) e admita que os 6;’s sdo indepen-

dentes a priori, com as seguintes distribuicoes:

u ~ Beta(ay,by), (40)
v ~ Gama(ag,by), (41)
k ~ Gama(as,bs), (42)
¢ ~ Gama(ay,by), (43)
ou seja,
['(a; + by) —1 bi—1
P _ a1 1— 1 44
bazfl
P — 2 az2—1 _—bay 4
() Ty ¢ (45)
bgsil 1_—bsk
P(k) = —=——k® e 7" 46
(k) (@3] (46)
P
P(c) = e e 47
( ) 7(a4) ( )
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Sejam as transformagoes:

/’L . , 6771
m = log <1 H) isto é, = Toom (48)
ne = log(y), isto é, v =em, (49)
ns = log(k), isto é, k=e®, (50)
ny = log(e), isto é, c=en. (51)
A distribuicao a posteriori de n = (11, 12,13, n4) ¢ dada por
7Tn<771,772777377]4|X) OCW@(‘91782703794|X) X |‘]|7 (52)

em que 0; = exp(n)/ (14 exp(m)), 62 = exp(n2), 05 = exp(n3) e 04 = exp(ns) e J é o
Jacobiano da transformagao.

A log-posteriori de n é dada por:

e

log(m(n|X)) o [167:;7; — 1] log (G(z)) + T om 11 log (1 — G(x)) +

+ (e —1)log () + (¢™ + 1) log (1 + (:c)em) —

em+mnz e’z T
— log <Beta [1 e Tt em| > + aimy + agme + (ag + )ns +

+ (as+1)my — by [€™] — b3 [e™] — by [e™] —
— (ay +by)log (1 +em). (53)

Implementando-se esses desenvolvimentos num algoritmo MCMC e considerando os
dados gerados utilizando uma amostra de tamanho n=200 de uma distribuicao BBXII
com parametros y = 0.4, v =18, k =5 e ¢ =6, com s = 1 fixo, adotou-se um cadeia de
tamanho 100.000, burn-in de 10.000 amostras e amostra sistemdtica (gap) com periodo
k=100 .

A Tabela 6 apresenta os resultados das estimativas dos parametros. Observa-se que,
em todos os casos, o valor verdadeiro de cada parametro estd inserido no intervalo HPD.
Nota-se que a taxa de aceitagao do vetor de candidatos estd em niveis aceitdveis. Dessa
forma, aparentemente, a proposta desta se¢do é superior a se¢ao ?? (com prioris Chi-

quadrado).
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0.8

Tabela 6: Estimativas marginais a posteriori da Distribuicao BBXII.

Pardmetro || Valor Real || Mediana  Média  HPD (2,5%) HPD(97,5%) Tx. de Aceitagao(%)

7 0,400 0,561 0,557 0,369 0,775 32,700
5 18,000 | 16,607 17,943 8,208 30,901 32,700
k 5,000 6,531 7,216 2,653 15,004 32,700
c 6,000 5424 5467 4,243 6,914 32,700

5 Aproximacoes Gaussianas para os parametros da
distribuicao BEW

Considere a distribuicio BEW dada em (11) e a nova parametrizacao da dis-
tribuicdo Beta-G dada em (21). Logo a distribuigdo da BEW sob a nova parametrizacao
é dada por

cn.c—1 —(Ax)° N
acA’zr e (M) (1 B ei(Ax)c)a,wyfl {1 B (1 B e()\x)c)a}v(l p)—1 | (54)
B(py,v(1 = p))

fBEW(JU) =

Tome © = (u,v,a, A\, ¢) = (01, 605,05,04,05) e admita que os 6;’s sdo independentes a

priori com as seguintes distribuicgoes:

u ~ Beta(ay,b), (55)
v ~ Gama(ag,by), (56)
a ~ Gama(as,bs), (57)
A~ Gama(ay,by), (58)
¢ ~ Gama(as,bs), (59)

15
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ou seja,

R N (R (60
Py) = ?2;;) 2lebe, (61)
Pla) = ﬁ() (62)
P()\) = ?%;:)A“‘* LembeA (63)
I (64)

Considere as transformacoes

I . , e
n = log <m) isto 6, p= o (65)
2 = log (ﬁy) isto é’ v= 6772, (66)
ns = log(a) isto é, o =e™, (67)
ny = log(A) isto 6, X\ =¢e™, (68)
ns = log(c) isto é, c¢=¢em. (69)
Depois de alguns desenvolvimentos a distribui¢ao a posteriori de n é dada por:
e
71-(77|4X) = 67736’7567748”5 - xe775—16—(e774g;)e’75 (1 _ 6—(6"456)6"5)6”3 Hﬁenzfl o
B( Tre e e (1 — 1+em))

L (1 o™ "2 (1= -1 U L T L
x . . edx X _ X
{ ( ¢ ) (1 +em) (1+em)

X [6”2]a2_1 b2 % [6"3]a3_1 e bae™ [e”“]a4_1 e bee™ % [6"5]a5_1 e 0™

y exp(m +m2 +ng +mu + 775) (70)
(1+em)?

Anais do I Seminério de Estatistica Matematica do IME/UFG - ISSN XXXX-XXXX
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A log-posteriori de n é dada por

6771 6771
— M5 _ n e —
g (r(10) = e+ e —log (B (T oemeni- 19 ) )+

en e _(enaz)e™
+ (95 — 1) log(z) — (e™x)"” <e”3 T om e’ — 1) log [1 — g~ (") ] +

em 5\ €7
n2(1 _ _ _ _ p—(eMax)e
+ (e (- 1) log{l (1-e ) }+

+ (a1—1)10g< - )—i—(bl—l)log[

—1 —b
14 em 1+em}+<a2 )2 = battz +
+ (a3 —1)n3 — bse™ + (ag — 1)ny — bse™ + (a5 — 1)ns — bse™ +

o exp(m +n2 + 03+ 04+ 15)
& (1+em)? '

+

(71)

Infelizmente a implementacao do processo MCMC para o vetor n nao apresentou resul-
tados satisfatorios, uma vez que nao obteve-se a convergéncia das cadeias. Implementou-

se, entao, uma estratégia baseada em propostas individuais para cada coordenada de

n.

5.1 Resultados

Implementando-se os desenvolvimentos num algoritmo MCMC para a distribuicao
BEW e realizou-se um estudo para uma amostra gerada com p = 0.66, v = 24, a = 3,
A =5 e c =6 de tamanho 200. Adotou-se uma cadeia de tamanho 50.000, burn-in de
20.000 amostras e amostras sistematicas com periodo 100.

Os valores iniciais foram escolhidos da seguinte maneira: primeiramente gerou-se 100
valores para cada parametro. Depois estimou-se o EMV para cada conjunto e avaliou se
houve ou nao a convergéncia no ponto estimado. Dentre todos os conjuntos que tiveram
convergéncia, o ponto inicial escolhido foi a média desses valores iniciais.

A Tabela 7 apresenta os resultados das estimativas nesse desenvolvimento. Nota-se
que, exceto pelo parametro ¢, os valores verdadeiros dos parametros estao inseridos no
intervalo HPD. Em relacao a taxa de aceitacao, todos os parametros estao em niveis

aceitaveis.
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0.8

Tabela 7: Estimativas marginais a posteriori da Distribuicao BEW utilizando a abor-

dagem

da Secao 5.

Parametro H Valor Real H Mediana

Média HPD (2,5%) HPD(97,5%)

Tx. de Aceitagao(%)

7 0,666 0473 0473 0,428 0,524 24,606
~ 24,000 | 18,670 18,670 14,191 23,584 45,518
a 3,000 2,382 2,394 2,099 2,780 24,860
A 5,000 4592 4,591 4,537 4,645 23,374
c 6,000 7.806 7,929 7,097 8,859 47,154

6 Discussao

Neste trabalho de dissertacao objetivou-se o desenvolvimento de métodos Bayesianos
para a estimacao dos parametros da distribuigoes BBXII e BEW. O desenvolvimento de
metodologia adequada para tal proposito revelou-se bastante desafiador, devido a com-
plexidade de tais modelos.

Tentativas frustradas do uso de alguns pacotes computacionais destinados a estimagao
Bayesiana, tais como o WinBUGS e JAGS (Capitulo 4) motivaram o desenvolvimento
de nossas proprias rotinas em R. Tais pacotes nao sao dotados de flexibilidade suficiente
para permitir a descricao de métodos Bayesianos que nao seguem determinada construcao
padrao.

Uma vez que os modelos BBXII e BEW incorporam elementos da distribuigao Beta,
inicialmente trabalhou-se com os parametros desta ultima distribuicao em sua forma
orginal. No entanto, em nosso estudo constatou-se que o uso da parametrizacao da
distribuigdo Beta, como descrita em Ferrari e Cribari-Neto (2004), traz vantagens com-
putacionais e conduz a convergencia das cadeias de Markov geradas via método MCMC.
No entanto, as distribuicoes geradoras de candidatos de alguns parametros ainda necessi-
tavam de maiores desenvolvimentos de modo a robustificar o método.

De modo a obter estimativas mais precisas dos parametros e cobertura adequada
nos intervalos de credibilidade, foram desenvolvidas métodos baseados em aproximagoes
Gaussianas para a descricao de distribuigoes geradoras de candidatos do parametros, agora
expressos ou na escala log ou logit e, portanto, definidos nos reais.

Alguns estudos de simulacao foram empreendidos de modo a permitir a comparagao
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entre as metodologias Bayesianas que foram propostas nesta dissertacao e as estima-
tivas obtidas através de estimacao por méaxima verossimilhanca. Em linhas gerais os
métodos Bayesianos e de maxima verossimilhanca conduziram a estimativas pontuais
muito proximas.

No entanto, as estimativas por maxima verossimilhanca conduzem a intervalos de
confianca estreitos em demasia, o que nos causa a suspeita de que 0os mesmos sao irre-
alisticamente otimistas, implicando em pequena probabilidade de cobertura. Na pratica
isso significa que, frequentemente os intervalos de confianca construidos nao incluirao o
verdadeiro valor do parametro.

Além dos aspectos acima, no calculo dos intervalos de confianca frequentistas faz-se
necessario a inversao da matriz de informagao observada, que, muitas vezes, nao € positiva
definida, impossibilitando o calculo do desvio-padrao das estimativas, por consequéncia,
dos respectivos intervalos de confianca.

Por outro lado, na construcao dos intervalos de credibilidade, para o método Bayesiano,
utiliza-se simplesmente as amostras MCMC apds a convergéncia da cadeia, pois nao se
utiliza nenhum argumento assintético, tal como no caso frequentista.

Os desenvolvimentos em que se utiliza prioris Qui-Quadrado para varios parametros,
nos parece promissor, no sentido de que o método proporciona boa varredura do espaco
paramétrico.

No Capitulo 7 descreveu-se nossas anélises Bayesianas para o modelo BBXII utilizando
os dados de melanoma de Ibrahim et al. (2001). Utilizando o mesmo conjunto de dados,
Paranaiba et. al. (2011), procedeu a andlises Bayesianas para o modelo BBXII utilizando
prioris gama(0.01,0.01) para todos os parametros (com a e b na sua parametrizagao orig-
inal).

Os autores utilizaram distribuicoes geradores de candidatos gaussianas para todos os
parametros (que sao nao-negativos), tomando-se o valor absoluto dos valores gerados. No
entanto, tais distribuigoes geradoras de candidatos gaussianas foram parametrizadas com
médias fixadas nos valores estimados dos parametros que foram obtidos pelo método de
maxima verossimilhanca. Adicionalmente, para o parametro de dispersao adotou-se um
valor extremamente pequeno, conduzindo a pequena varredura do espaco parameétrico.

Acreditamos que os métodos desenvolvidos nesta dissertacao conduzem a um avanco
em relacao a proposta Bayesiana de Paranaiba et. al.(2011) para a distribuigdo BBXII.

Além disso, propusemos um método Bayesiano (que acreditamos seja o primeiro) para a
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distribuicao BEW.

Os trabalhos futuros envolvem a execucao de mais simulagoes e a escrita de um artigo

para ser submetido a um periédico internacional.
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Discriminante nao linear para dados heterogéneos de
extremos

Evelyn de Castro Cruvinel'*, Cira Etheowalda Guevara Otiniano?

! Instituto Mauro Borges
2 Universidade de Brasilia

Resumo

Este trabalho apresenta o estudo de um discriminante nao linear da mistura
de duas distribuicoes de valor extremo generalizada, conhecidas como GEV, com o
parametro de escala comum. Como o parametro de forma da GEV pode assumir
valor positivo, negativo ou nulo foram considerados seis casos possiveis para mistura
de duas distribuigoes GEV. Para amostras de tamanho n = 100 e n = 50 de uma
populacao com distribuigao mistura de duas GEV sao obtidos os estimadores de
méxima verossimilhanca por meio de simulagoes Monte Carlo, bem como os erros
de classificacao da funcao de discriminante. Também é apresentada uma aplicagao
em dados reais que ilustra a eficiéncia da analise discriminante do modelo de mistura

de duas distribuigoes GEV em situagao bimodal.

Palavras-chave: Mistura; GEV; Discriminante;

1 Introducao

Mistura finita de densidades é uma abordagem matematica de modelos estatisticos
com ampla aplicabilidade por ser tratar de uma ferramenta extremamente flexivel. Tem
sido utilizada principalmente onde hé heterogenidade populacional, para modelar dados
constituidos por uma densidade assimétrica e para aproximacao de densidades complexas,
como as de aspectos multimodais.

Esses modelos sao aplicados em varias areas da estatistica: andlise de agrupamento,
analise discriminante, analise de sobrevivéncia, métodos nao-paramétricos ou semi-paramétricos

e processamento de imagens. Também sao utilizados em vérias outras areas tais como

*Autor para correspondéncia: e-mail: evelyncruvinel@hotmail.com
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astronomia, biologia, genética, medicina, psiquiatria, economia e engenharia. Teoria e
aplicagoes de modelos de mistura finita podem ser encontrados em, por exemplo, McLa-
chlan e Basford (1988), McLachlan e Peel (2000) e Titterington et al. (1985).

A mistura de k densidades (populagoes) é a combinagao convexa de k densidades de
certa familia, sendo cada densidade denominada de componente da mistura e os coefici-
entes chamados de pesos da mistura. O vetor de parametros do modelo de mistura tem
no minimo 2k — 1 parametros a serem estimados, em que k£ — 1 sao referentes aos pesos e
os outros k sao os componentes da mistura. Esses parametros podem ser estimados, por
exemplo, por maxima verossimilhanca via algoritmo EM ou por inferéncia bayesiana.

O modelo de misturas finitas cujas componentes sao a densidade familia de distribuicao
de Valor Extremo Generalizada (GEV) abrangem diversos fenomenos. Escalante-Sandoval
(2007) utiliza misturas das componentes GEV para avaliar dados sobre a frequéncia de
fluidos de rios de uma regiao do Noroeste do México, estimando os parametros por maxima
verossimilhanga. No trabalho de Otiniano e Teixeira (2014) os estimadores dos parametros
da mistura de duas componentes GEV sao obtidos via algoritmo EM, e a aplicacao foi
para dados de energia.

Um problema interessante relacionado aos modelos de mistura de distribuigoes é o
estudo do discriminante, pois ele permite classificar de qual populagao um valor amostral
pertence. O estudo de discriminante para misturas foi introduzido por O’'Neill (1978), que
obteve a funcao discriminante para mistura de normais. Outros autores trabalharam com
esse assunto, entre eles pode-se citar Amoh (1984) (para mistura de duas distribuigoes
gaussiana inversa), Mahmoud e Moustafa (1993) (para uma mistura de duas distribuicoes
gama), Ahmad e Abd-Elrahman (1994) (para uma mistura de duas distribui¢oes Weibull)
e, recentemente, Ahmad et al. (2010) (para uma mistura de duas distribui¢goes Gumbel).

Como nesses trabalhos citados, neste trabalho utiliza-se o classificador de Bayes para
a analise de discriminante nao linear para a mistura de distribuigdoes GEV.

Desta maneira, esse trabalho tem o interesse de descrever os trés tipos de distribuicoes
de valor extremo e a distribuicao GEV, também sao apontar as relacoes entre a GEV e
essas trés distribuigoes. Em seguida, aborda-se os conceitos basicos de mistura finita de
distribuicoes, a propriedade de identificabilidade e a analise discriminante.

Por fim, realizar simulacoes de dados de distribuicoes GEV com intuito de estu-
dar o comportamento e desempenho das estimativas por maxima verossimilhanca dos

parametros e das funcoes discriminantes. Além disso, retratar uma aplicacao para dados
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reais

2 Metodologia

2.1 Distribuicao de valor extremo generalizada

O aquecimento global é uma das causas de eventos climaticos extremos, tais como
grandes inundacoes ou secas extremas, altas temperaturas, furagoes e tsunamis. Por
esse motivo, torna-se importante compreender o comportamento dos valores extremos de
determinadas grandezas ou de determinados processos. Por exemplo, estudar os niveis
maximos e minimos de precipitacao pluviométrica ao longo de um ano em uma deter-
minada regiao geografica, ou as temperaturas maximas mensais em determinada cidade,
velocidades maximas de ventos durante um ano em determinada localidade ou ainda os
méaximos diarios dos niveis de maré em determinado trecho do litoral.

Pensando nesses casos é que desenvolveu-se a teoria do valor extremo, que especifi-
camente, trata do estudo da distribuicao limite das estatisticas do maximo ou minimo
normalizadas de varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.).
Note que, se X1, Xs,..., X, sdo variaveis aleatérias i.i.d. com funcao de distribuigao

comum F(z), a funcao de distribuicdo de X,y = max {X;, Xo,..., X, } é dada por

FX(H)(Z') = P(X1 S [IZ’,XQ S $,...,Xn S 3;') — [F(xﬂn’

F’"(:c)—)ltl'(ar:):{07 S ,n — 00,
1, T > Tg
sendo xy o menor valor tal que F(x) = 1.
A fungao H(z) representa uma fungao de distribuigdo de uma variavel aleatéria dege-
nerada Y, tal que P(Y = z¢) = 1.
Desse modo, a fim de se obter uma distribuicao limite nao-degenerada de X, define-

se uma normalizagao linear da varidvel X,:

. X —by
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em que a, e b, sao sequéncias de constantes apropriadas. Se existem sequéncias de

constantes a,, > 0 e b,, tais que

X n) bn
P (L < :c) — G(z), quando n — oo,
Qp,
em que G(x) é uma funcao de distribuigao nao degenerada, entdo G(x) pertence a familia
de distribuicoes extremais.
Foi Jenkinson (1955) que obteve a distribuicdo GEV na forma padrao, da maneira

como ¢é apresentado a seguir:

Pl o) = exp{—[l—l—v( - )]7}, sey#0el+v(=2) >0,

exp{—exp [— (T“)]}, se v =0.

A distribuicao GEV possui trés parametros: p de localizagao, o de escala e v de forma.
O parametro v é denominado indice caudal e tem relacao com o parametro de forma

«a dada por:
e v =0, tem-se a Distribuicdo Gumbel, com F(x;~, u,0) = A(z; p, 0);
e v =a ! a Distribuicao Fréchet, com F(z;~, u,0) = ®(0 + vya; %’WL’ o);

e v = —a! a Distribui¢io Weibull, com F(z;~, u,0) = ¥(—0 — yx; _71, Vi, 0).

2.2 Mistura de distribuicoes

Misturas finitas de densidades sao modelos de probabilidade que podem ser utilizados
em uma ampla variedade de fenomenos. Tem sido utilizado principalmente onde ha hete-
rogenidade populacional, para modelar dados constituidos por uma densidade assimétrica
e para aproximacao de densidades complexas, por exemplo, as com aspectos multimodais.

Um modelo de mistura finita é uma combinacao convexa das funcgoes de distribuicao
acumuladas. Mais precisamente, se F é uma familia de funcao de distribuicao acumuladas
e [, F;, ..., F, € F, entao

= Zﬂin‘(lE;@i) (1)
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é uma mistura finita de k componentes F}, F5, ..., F}, com 0s pesos

k
m > 0,m >0,...,m >0, tal que Zm =1,
i=1
sendo que © = (01,0, ...,0;) é o vetor de parametros do modelo.

A mistura (1) também pode ser caracterizada por

) :Zﬂifi($§9i)7 (2)

sendo fi, fa,..., fr as densidades correspondentes as Fi, Fy, ..., Fj.

A classe de mistura finita da familia H é dada por:

H= {H H (z;0) Zm Fi(z;6;) (x&)ef}. (3)

Neste caso, as componentes F; podem pertencer a uma mesma familia F, mas em
geral F pode ser a uniao de diferentes familias de fungoes de distribuicao.

O modelo de misturas finitas cujas componentes sao as densidades da distribuicao GEV
tem ampla aplicabilidade. Escalante-Sandoval (2007) utiliza misturas das componentes
GEV para avaliar dados sobre a frequéncia de fluidos de rios de uma regiao do Noroeste
do México, estimando os parametros por maxima verossimilhanca. No estudo de Otiniano
e Teixeira (2014) os estimadores dos parametros da mistura de duas componentes GEV
sao obtidos via algoritmo EM, e também é apresentado uma aplicacao para dados reais.

Na Figura 1 tem-se exemplos da mistura de GEVs para os seguintes casos:
L. m=0er=0;
2. 71 >0e vy >0;
3.1 <0ey <0
4. 1 >0e v =0;
5. 71 <0evy =0;

6. 11 >0e vy <0;
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Figura 1: Curvas de densidade da mistura de fung¢ées GEV: (1), (2), (3), (4), (5), (6)

2.2.1 Mistura de distribuicoes GEV

Seja, portanto, X uma varidvel aleatoria com funcao de distribuicao H, mistura de
duas componentes GEV, com parametro de escala comum, cuja a funcao de densidade de
probabilidade (f.d.p.) é dada por:

1
h(333 @) = ; [plgl(w;’}’l,/ll,a) +p292(333’72a/i270)] ,p1+p2 =1, (4)

sendo g;,7 = 1,2, a i-ésima componente da mistura, dado por

1

,%,1
1+%(l’—m)] eXp{ -

1+%($—M)] }7 % # 0
Qi(ﬂfs%aﬂna) =

}7 Vi = 0
(5)
para 1+ Z(z — p;) > 0.

O modelo (4) possui seis parametros: v; € R de forma, p; € R de locagao, o > 0

de escala, i=1,2, p; e py sao as proporcoes das componentes g; e go da mistura. Dessa

maneira, o vetor de parametros de interesse é dado por © = (p1, V1, ft1, V2, 2, 7).

2.3 Identificabilidade

Identificabilidade é uma propriedade relativa ao modelo que garante a unicidade dos
parametros. Desta maneira, antes de discutir problemas de estimagao ¢ importante inves-
tigar a propriedade de identificabilidade da mistura. Em termos matemaéticos, a classe de
fungoes F = {F(.;0) : F' ¢ distribuigao de probabilidade} é identificavel se para F' € F |
© # O* tem-se que F(x;0) # F(z;0*) para Vz.

A propriedade de identificabilidade para mistura de distribuicoes é definida a seguir.

A classe H, definida (3), de todas a misturas finitas de F é identificavel se, e somente se,

ORGANIZAGAO

*® urG St b Jr
‘.‘ ae ) VAR 29

Nucleo de Apoio em Estatistic:i Consuuona Estahstlca



para H . H € H,

k
H=> mF, H = sz v
=1

a igualdade H = H’ implica k = k' e (m, 1), (w2, F»), ..., (7, F}) s@o permutagoes de
(w1, F1), (w3, ), - - (7, ).

A identificabilidade da classe de mistura de distribuicoes GEV ainda nao é conhecida,

porém a identificabilidade da classe de mistura de distribuigoes extremais, que possui

relac@o estreita com distribui¢ao GEV, foi provada no trabalho de Otiniano et al. (2017).

2.4 Analise Discriminante

A analise discriminante é uma técnica utilizada para classificagdo de elementos de uma
amostra ou populagao em grupos predefinidos, ou seja, conhecidos a priori. Esse conhe-
cimento permite a elaboragao de uma funcao matematica chamada regra de classificagao
ou discriminagao, que serd fundamentada na teoria de probabilidade (Mingoti, 2005).

No livro de Mingoti (2005) sao citadas muitas situagoes nas quais o interesse estd na
discriminacao de grupos, como na agricultura, em que é importante identificar as areas
de maior potencial para plantagao de certa cultura; em marketing, na identificacao de
mercados potenciais e nao potenciais para determinado produto; em financas, diferenciar
se uma pessoa que esta pleitando um empréstimo bancario serd inadimplente ou nao,
no ensino, discriminar os estudantes com maior potencial para concluir um determinado
curso e os com menor potencial.

No entanto, este trabalho trata da analise discriminante no contexto de misturas de
distribuigoes. O estudo de discriminante para misturas foi introduzido por O’Neill (1978),

que obteve a funcao discriminante para mistura de normais.

2.4.1 Funcao discriminante para mistura de distribuicoes

A fungao discriminante de uma mistura de distribuigoes (2) é extremamente 1til para
classificar de qual populagdo (componente) um valor amostral pertence. Suponha que
hé duas populagoes m; e mp com as correspondentes densidades f;(z),i = 1,2. Ahmad e
Abd-Elrahman (1994), Ahmad et al. (2010) e Sultan e Al-Moisheer (2013) utilizaram a
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funcao discriminante para uma mistura de distribui¢oes com duas componentes, descrita
a seguir:
A probabilidade do individuo x de origem desconhecida pertencer a 7;, i = 1,2 é dada

por:

pifi(x)
prfi(z) + pafo(z) ©)

A fungao de probabilidade a posteriori, (6), é expressa em termos da fungao logistica,

Prem) =

com interesse de simplificar a funcao discriminante. Desta maneira, tem-se:

1

P =
(vem) 1+ exp (a — bz)

(7)

exp (a — bz)

1+ exp(a—bz)’ (8)

P(x e m) =

sendo a, b constantes e z uma funcao de x. Se z for uma funcao linear de x tem-se uma
funcao discriminante linear, caso z seja funcao nao linear de z, a fungao discriminante é
nao linear.

Para definir de qual populacao provém um individuo x de origem desconhecida utiliza-
se uma regra de classificagdo. Assim, classifica-se z em m se P (x € m) > P (z € my) ou

a—bz <0, (9), pois as seguintes desigualdades sao equivalentes.

P(xem) > P(xem)

1 L _oxp (a —b2)
1+ exp(a—bz) 1+ exp(a — bz)
exp(a—bz) < 1
a—bz < 0. (9)

De forma anéloga, uma observacao ¢ classificada em 7y se a — bz > 0. Desse modo, a

funcao discriminante de uma mistura de distribuigoes é definida por:

NL(z) =a — bz, (10)
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que permite classificar z em m; se NL(z) < 0 e em 79 se NL(z) > 0. Além disso, pode-se

observar que x serd classificado em 7, se P (x € m1) > %, pois

P(zem)> {1+ exp{NL(z)}} ' > %
1+ exp{NL(z)} <2
exp{NL(z)} <1

NL(x) < 0.

DO | —

L

Analogamente, z serd classificado em 7y se P (z € ) < 1.

2.4.2 Erros de Classificacao

Todo processo de tomada de decisoes traz consigo um possivel erro de decisao. Por-
tanto, é importante definir o erro de classificar uma observacao em uma populagao quando,
na realidade, ela pertence a outra.

Classifica-se uma observagdo = em 7y, primeira populagdo (componente), se a fungao
discriminante é menor que zero, N L(x) < 0. Desta maneira, a probabilidade de classificar
erroneamente uma observagao  para 7y, utilizando a fungao discriminante N L(x), é dada

por:

= P(NL(x) > 0|z € m).

Analogamente, a probabilidade classificar de forma errada uma observagao x para s,

por meio da fungao discriminante N L(z) é obtido por:

ey = P(NL(z) < 0|z € m9).

Para caso de mistura de GEV os erros de classificacao sao obtidos empiricamente,

pois, para calcular de forma analitica sao necessarias muitas restricoes.

Forma empirica

Seja X uma varidvel aleatéria com funcao de densidade de probabilidade h(z; ©) dada

em (4). Com uma amostra aleatdria de tamanho n de X, X3, Xy, ..., X,,, pode-se calcular
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empiricamente ey € eor, Kk =0, m,c:

n

e/l\k = % Z I(NLk(acj)§0|m]-€7r1)>0) (xJ')? (11)
i=1
. J
U
€ok = ﬁ Z I(NLk(xj)<o\xjefr2)(93j)~ (12)
j=1
Sendo que

1, sexe A

Ial@) = { 0, sex¢g A (13)

O erro de classificacao global ponderado pela propor¢ao de mistura, €5 é dado por

€r = P1€1k + D2k (14)

Também pode ser calculado o viés absoluto relativo amostral,

B(ey) = em =%l (15)

€o

3 Resultados

3.1 Simulagoes

Com o interesse de mostrar a utilidade das técnicas propostas neste trabalho, sao

realizados experimentos de simulacao. Os principais objetivos sao:

e Testar o comportamento dos estimadores de maxima verossimilhanca para dois ta-

manhos de amostra, n = 50 e 100;

e Investigar o desempenho da funcdo discriminante nao linear NL;(x), i=m e o, com-

parando os casos amostral (m) e 6timo (o) por meio do erro de classificagao.

Para obter os estimadores de maxima verossimilhanga do modelo de mistura (4) sao

utilizadas amostras de tamanho n = 50 e n = 100. Como na Secao 2.2 a estimagao
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dos parametros contempla os seis casos possiveis para mistura de GEV, sao escolhidos
seis conjuntos de parametros de tal forma a considerar um conjuntos para cada caso.
Na Tabela 1, sao apresentados esses parametros. Sendo que, ©1, O, O3, O4, O5 e Og

corresponde aos casos (1), (2), (3), (4), (5) e (6), respectivamente.

Tabela 1: Parametros para simulacoes

© pi p 2! Yo o O H1 H2
©, 06 04 0 0 1 6 8
©, 05 05 05 1 1
©; 04 06 —-05 —-05 1
O, 06 04 05 0 1 1
1
1

©; 05 05 =05 0
© 04 06 05 =05

_— o W= W

Para a estimagao utiliza-se a fungdo newtonRaphson(.) do software R versao 3.3.1, de

acordo com os seguintes procedimentos:

1. Gera-se uma amostra dos tamanhos n = 100 e n = 50 para cada escolha do vetor

©.

2. A amostra aleatéria da varidvel X cuja densidade é a mistura (5) é gerada da

seguinte maneira:

(a) Gerar duas varidveis uniformes u; e ug no intervalo (0, 1);

(b) Se uy < p, entao usa-se up para gerar um valor de x da varidvel aleatéria X,
sendo que x = Fy *(up) e Fy é a distribuicdo acumulada de f; dada por (5);
(¢) Se uy > py, entdo usa-se up para gerar um valor de = da varidvel aleatéria X,

sendo que © = Fy ' (uy) e Fy é a distribuicdo acumulada de f, dada por (5).

3. Calcula-se interativamente os estimadores de © utilizando as derivadas parciais do

logaritmo de verossimilhanca em relagao aos parametros do modelo.

4. Obtém-se estimativas de © utilizando 100 amostras dos tamanhos n = 100 e n = 50,

entao calcula-se a média e o erro do quadrado médio (EQM) de © por Monte Carlo.
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Os resultados das estimacoes e do EQM sao apresentados nas Tabelas 2 e 3, respecti-
vamente.

Com base nos resultados apresentados na Tabela 2 nota-se que as médias das estima-
tivas para amostra estao proximas aos seus verdadeiros valores. Ainda é possivel verificar
uma pequena tendéncia de sobrestimar ou subestimar os parametros v;, ¢ = 1,2. Na maior
parte dos casos, a sobrestimagao ocorre quando o valor de v; (i = 1,2) é positivo, como
nos casos 2, 4 e 6 (apenas primeira componente). J& a subestimagao ¢ verificada quando
o valor para ~; (i = 1,2) é negativo, como nos casos 3, 5 e 6 (segunda componente).

A Tabela 3 certifica os bons resultados alcancados pelos algoritmo, pois, verifica-se
que o EQM é pequeno para todos os casos. As estimativas de p;, o e u; s@o mais precisas
do que as de ~; por apresentarem valores de EQM menores, para ¢ = 1, 2.

Também, nota-se que os valores do EQM para todos os parametros aumentam para
amostra de tamanho menor, entretanto essas diferencas sao pequenas, o que mostra que

ha pouca alteracao no resultado para amostra menor.

~

Tabela 2: Média de ©

© n_ N P2 gl 72 a [ fi2
©, 50 0.6032 0.3968 - - 1.0020  6.0052  8.0057
©; 100 0.5976 0.4024 - - 1.0057 5.9978  8.0126

O, 50 0.5081 0.4919 0.5707 1.0626  0.9904 1.0160 3.0268
O, 100 0.5007 0.4993 0.5318 1.0065 0.9936 1.0099  3.0064
©; 50 0.3952 0.6048 —0.5064 —0.8226 0.9985 —1.0164 1.0018
O3 100 0.3945 0.6055 —0.5047 —0.5377 0.9919 —0.9943 0.9822

O, 50 0.6036 0.3964 0.5430 - 0.8045 1.0234 3.0114
©, 100 0.5986 0.4014 0.5211 - 0.8251 1.0086  3.0176
@5 50 0.5081 0.4919 —0.7388 - 0.9921 1.9818 0.0585
(:)5 100 0.5019 0.4981 —0.5918 - 0.9956  1.9918  0.0269

O 50 0.4002 0.5998 0.7153 —0.6239 0.9920 —-0.9607 0.9900
O 100 0.3968 0.6032 0.5153 —0.5408 0.9984 —0.9852 1.0038

Os graficos representados na Figura (2) comparam a curva de densidade h(x; ©) com
as curvas de densidade h(z; é) de tamanho n = 50 e n = 100. Em cada grafico a curva
continua representa a densidade h(x;©), os valores de © estao na Tabela (1). J& a curva

tracejada em negrito representa a densidade da estimacao da amostra de tamanho 100.
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Tabela 3: Erro quadratico médio de 5)

© n PN 2 m 7 o fia fi2
©; 50 0.0536 0.0536 - - 0.0774 0.1749 0.1516
©; 100 0.0303 0.0303 - - 0.0618 0.1351 0.0836

O, 50 0.0555 0.0555 0.1881 0.3407 0.0720 0.1362 0.0769
O, 100 0.0344 0.0344 0.0945 0.0890 0.0355 0.0761 0.0322
©; 50 0.0533 0.0533 0.1612 1.9412 0.0358 0.0866 0.1178
©; 100 0.0363 0.0363 0.0274 0.1258 0.0278 0.0658 0.0823

O, 50 0.0523 0.0523 0.2553 - 0.1124 0.1255 0.1634
©, 100 0.0328 0.0328 0.1237 - 0.0966 0.0993 0.0871
(:)5 50 0.0491 0.0491 1.0284 - 0.0608 0.1206 0.1929
(:)5 100 0.0366 0.0366 0.3872 - 0.0420 0.0699 0.1269

O 50 0.0440 0.0440 1.7505 0.5246 0.0696 0.1632 0.1304
O 100 0.0360 0.0360 0.1684 0.0975 0.0410 0.1198 0.0680

E a curva pontilhada representa a densidade da estimacao da amostra de tamanho 50, os
valores estimados estao na Tabela (2).

Nota-se pela Figura (2) que no Caso 1 para ambos os tamanhos de amostra as curvas
estimadas obtém um bom ajuste, assim como para o Caso 2.

Ainda verifica-se que para os casos 3, 5 e 6 a estimativa com amostra de tamanho
maior, n = 100, apresenta um ajuste melhor do que amostra menor, n = 50. Uma
possivel explicagao para esse comportamento é subestimacao do parametro v no Caso 3
e do 1 no Caso 5. J4 no Caso 6 houve sobrestimagao do parametro 7;. Como pode ser
verificado nas Tabelas (2) e (3).

Ja para o Caso 4, observa-se que as curvas estimadas possuem comportamento se-
melhante, sendo que nas regides modais elas se distanciam da curva de densidade dos

parametros.

Figura 2: Grafico das densidades h(z;©)(curva continua), h(z;©) n = 100(curva tra-
cejada e em negrito) e h(x;©) n = 50 (curva pontilhada) para O, Oy, O3, O4, O5 e
Os.

ORGANIZACAO

le, o%usSatedr

Ncleo de Apoio em Estatistici Consuuona EstahShca



Agora com interesse de investigar o desempenho da funcao discriminante nao linear
NL;(x), i=m e o, de acordo com o tamanho da amostra sao calculados os erros de clas-
sificagao. Sao usados dois tamanhos de amostra n = 50 e n = 100.

A Tabela 4 apresenta as estimativas dos erros de classificacao €1y, €ar, €5 € o cdlculo
do viés absoluto relativo, B(e,,), para cada conjuntos de parametros de mistura de GEV,
para k = o e m. Esses erros sao calculados empiricamente conforme é apresentado na
Secao 2.4.2, nas Equagoes (11), (12), (14) e (15).

Tabela 4: Erros de Classificacao de acordo com as Equagoes (11), (12), (14) e (15).
© n e €im €2 €am 2 ém _ B(en)
©; 50 0.2170 0.2187 0.1520 0.1588 0.1910 0.1950 0.0684
©; 100 0.2240 0.2256 0.1519 0.1486 0.1952 0.1946 0.0145
O, 50 0.3146 0.3194 0.0059 0.0123 0.1602 0.1683 0.1664
©, 100 0.3187 0.3211 0.0052 0.0093 0.1620 0.1654 0.0975
O3 50 0.1204 0.1146 0.1509 0.1484 0.1387 0.1350 0.0762
O3 100 0.1222 0.1270 0.1512 0.1480 0.1396 0.1397 0.0044
©4 50 0.2524 0.2439 0.1395 0.1742 0.2072 0.2163 0.1633
O, 100 0.2609 0.2505 0.1321 0.1550 0.2094 0.2121 0.0706
©5 50 0.1570 0.1543 0.2255 0.2248 0.1912 0.1890 0.0354
©5 100 0.1592 0.1593 0.2298 0.2266 0.1945 0.1929 0.0356
O 50 0.2748 0.2636 0.0821 0.0833 0.1592 0.1555 0.0685
O 100 0.2907 0.2949 0.0872 0.0894 0.1686 0.1710 0.0671

Na maior parte dos exemplos, tanto o erro de classificacao ey, quanto o eq, i=m e
0, obtém-se resultados proximos para os casos 6timo e amostral. Do mesmo modo, nota-
se que os erros de classificagao total apresentam valores préximos para os casos 6timo e
amostral, as maiores diferencas sao verificadas quando se utiliza o tamanho de amostra
n = 50, conforme mostra os resultados do célculo dos viés absoluto relativo. Apontando
que ao utilizar as estimativas dos parametros, apresentados na Tabela (2), para calcular
os erros de classificagao nao houve grandes perdas.

Nota-se que no geral os erros de classificacao sao menores para a amostra de tamanho
50, para os erros ey, i=m e o. Enquanto, na maior parte dos casos, 0s erros esy, i=m
e o0, sao menores na amostra de tamanho 100. Sendo que a diferenca diferenca é muito

pequena, demonstrando que o tamanho da amostra nao tem grande influéncia no valor
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do erro de classificacao.

3.2 Aplicacao

O Indice Standard & Poor 500 (S&P 500) ¢ um indice de 500 a¢oes norte-americanas
de maior representatividade no mercado de capitais, pois capta cerca de 80% de cobertura
de capitalizagao de mercado disponivel. E considerado o melhor indicador individual do
mercado acionario americano de grande capitalizacao. Fora coletado para analise, o maior
indice registrado de cada més, no periodo de 01/01/2010 a 31/12/2016, somando portanto
84 observacoes. No histograma da Figura 3.2 vé-se o comportamento bimodal nos dados.
Nota-se na Figura 3.2, por meio do esbogo das curvas de distribuicao GEV, que os dados

adequam-se ao caso da mistura de GEV com um gama positivo e outro negativos.

Figura 3: Histograma dos maiores valores mensais do indice S&P 500 e esbocos das curvas
de distribuicao GEV em cada regiao modal.

As estimativas da funcao mistura de GEV, explicitadas na Tabela 5, concebem uma
curva com caracteristicas muito proximas do histograma dos dados, como pode ser visto
na Figura 4. Com isso, a fungao estimada apresenta um ajuste muito bom, dado que seu
comportamento é muito semelhante ao histograma, principalmente representando as duas

regioes modais com exatidao.

Tabela 5: Estimativa e desvio padrao dos parametros da funcao mistura de GEV para os
maiores valores mensais do indice S&P 500.
p1 P2 20! Yo o [ [l
0,55 0,45 0,11 -0,52 136,06 1289  2011,51
0,0710 0,0710 0,1102 0,8273 13,5744 22,9349 27,7996

Figura 4: Histograma dos maiores valores mensais do indice S&P 500 e sua curva estimada

Também, foi realizado o teste de Kolmogorov-Smirnov para verificar a hipétese nula
de que os dados seguem a distribuicao em questao, obtendo um p-valor de 0.8466, ou seja,
nao rejeita-se a hipotese nula. Portanto, os dados tem distribuicao da mistura de GEV

estudada.
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Tanto o QQ-plot quanto a distribuigao acumulada da funcao estimada, Figura 5,

apresentam bons resultados, com um bom alinhamento dos pontos em ambas situacoes.

Figura 5: (a) QQ-plot e (b) Funcao de distribuigdo acumulada da mistura de GEV esti-
mada.

Nesta aplicagao, como as populagoes nao estavam previamente separadas, nao é possivel
calcular o erro de classificacao. Mas, pode-se comparar o proporc¢ao que foi classificada
para cada populagao por meio da fungao discriminante com os valores estimados para os
parametros p; e po. Assim, hé 84 observacoes, das quais 45 sao classificadas na primeira
populacao e 38 na segunda populacao, obtendo proporgoes de 0,55 e 0,45, respectiva-
mente. Sendo que, pl = 0,59 e p2 = 0,41, logo sdo valores préximos das proporcdes
obtidas pela fun¢ao discriminante.

Ainda, destaca-se que ao aplicar o Teste Ljung-Box, a estatistica de teste rejeitou a

hipétese nula, indicando que os dados podem ser autocorrelacionados.

4 Conclusoes

Neste trabalho foram apresentados os métodos para estimagao dos parametros de
uma mistura de duas distribuicoes GEV e suas respectivas funcoes de discriminante.
Foram analisados os comportamentos das estimativas do modelo e as estimativas da funcao
discriminante. Além disso, como o parametro de forma da GEV pode assumir valor
positivo, negativo ou nulo, foram analisados os seis modelos possiveis de mistura de duas
distribui¢coes GEV, quando se combina cada componente com os diferentes sinais de ;.

Inicialmente, o interesse foi o de comparar o comportamento dos estimadores de
maxima verossimilhanga para dois tamanhos de amostra. Os experimentos de simulagao
mostraram que as estimativas de p;, 0; e i; sao mais precisas do que as de ~y; por apresen-
tarem valores de EQM menores, para ¢ = 1,2. Também, nota-se que os valores do EQM
para todos os parametros aumentam para amostra de tamanho menor, entretanto essas
diferencas sao pequenas, o que mostra que ha pouca alteracao no resultado para amostra
menor.

Outro objetivo era investigar o desempenho da funcao discriminante nao linear, com-

parando os casos amostral e 6timo por meio do erro de classificacao. Com base nos

ORGANIZACAO

e, egurs o)y

Ncleo de Apoio em Estatistici Consuuona EstahShca



resultados dos experimentos de simulacao verificou-se que, no geral, mesmo havendo di-
ferenga nas estimativas do modelo quando as amostras sao de tamanho 50 e 100, os erros
de classificacao para esses diferentes tamanhos de amostras sao bastante proximos. De-
monstrando que o uso de uma amostra menor nao tem grande influéncia no valor do erro
de classificacao. Ainda, na maior parte dos exemplos, o erro de classificacao ey, obteve
resultados proximos para os casos 6timo e amostral, e o mesmo foi visto para o erro de
classificagao es,. Em relacao aos erros de classificagao global, de modo geral, as maiores
diferencas foram verificadas quando se utilizou o tamanho de amostra n=50. Apontando
que ao utilizar as estimativas dos parametros, apresentados na Tabela (2), para calcular
os erros de classificagao nao houve grandes perdas.

Destaca-se que houve dificuldade para a obtencao de expressoes fechadas para os erros
de classificagao, dado que teriam que ser feitas muitas restrigoes. Desta maneira, optou-se
por calcular os erros de classificagao de forma empirica.

A aplicagdo em dados reais ilustraram a eficiéncia do modelo de mistura de duas

distribuicoes GEV para situagoes bimodais.
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Modelos de Crescimento Populacional Estocasticos

Fabiano F. T. dos Santos'*

!Departamento de Matemética e Estatistica, Universidade Federal de Goids

Resumo

O problema de modelar fenomenos econdmicos, fisicos ou biolégicos pode ser
realizado por meio de modelos matematicos deterministicos ou estocasticos. Neste
trabalho consideraremos duas versoes estocasticas do modelo geométrico, que é um

problema de valor inicial associado ao crescimento populacional.

Palavras-chave: Modelos de crescimento populacional; Equagoes diferenciais

estocéasticas; Movimento Browniano.

1 Introducao

Quando se fala em modelos de crescimento populacional, podemos abordar a questao
sob o ponto de vista dos modelos deterministicos ou sob a luz dos modelos estocasticos.
Dentre os modelos deterministicos mais conhecidos estao os modelos exponencial, de
Verhulst e de Gompertz (ver Boyce (2001)). Em cada um desses modelos matematicos
podemos introduzir aleatoriedade com o objetivo de deixar o modelo mais realista. Essa
imprevisibilidade pode ser acoplada ao problema de formas diferentes; como cada modelo é
um problema de valor inicial (PVI), o objeto aleatério, que pode ser uma variavel aleatéria
ou um processo estocastico, pode estar na equacao, governando-a, como um termo mul-
tiplicativo ou pode ser uma condicao inicial. Dependendo de como a imprevisibilidade é
colocada na equagao, as técnicas para se determinar a solugao podem ser muito avancadas.
De uma forma geral, o objetivo deste trabalho é apresentar duas maneiras de trabalhar
com modelos estocasticos. Especificamente, o modelo exponencial serd transformado em
um modelo estocdastico, primeiramente multiplicando um termo da equacao diferencial
que gera o problema por uma variavel aleatoria continua. Num segundo momento, a mul-

tiplicacao sera por um processo estocastico muito importante, o movimento Browniano.

*Autor para correspondéncia: e-mail: fabianoftds@yahoo.com.
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Em ambos os casos a solucao sera apresentada e, quando for possivel, suas proprieda-
des serao exploradas. Na proxima secao, alguns modelos deterministicos classicos e dois

correspondentes estocasticos de um deles serao apresentados.

2 Metodologia

Nesta secao, os modelos deterministicos mais comuns serao apresentados, bem como
suas limitacoes. Fixando a atencao no modelo exponencial, estudaremos duas classes de
PVIs estocasticos. O modelo exponencial prevé que a taxa de variacao da populagao num
instante ¢ é proporcional ao tamanho da populagao neste instante. Matematicamente, se

P(t) é o tamanho da populacdo no instante ¢, temos o PVI:

dP(t)
Cdt

onde a constante k é chamada taxa de crescimento ou declinio, se k& é positiva ou

= kP(t), P(0) = B, (1)

negativa, respectivamente. A solugao deste problema é dada por:

P(t) = Pye™, t > 0.

Na Figura 1 sdo apresentados os graficos de P(t) = Pyek? para valores positivos e
negativos de k e F; = 1. Observe que as curvas crescem, para k > 0, sem limitagao

superior, ou seja, a populacao cresce indefinidamente; isso pode nao ser muito realistico.
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Figura 1: Gréfico de Pye*® com Py =1 e k > 0 (grificos a esquerda) e k < 0 (graficos a
direita)

Este modelo é razodvel se considerarmos periodos de tempo limitados, pois o cres-
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cimento nao pode perdurar indefinidamente; em algum momento, as limitacoes sobre o
espago, suprimento de alimentos ou outros recursos reduzira a taxa de crescimento e aca-
bard inibindo o crescimento. O modelo Logistico ou de Verhulst leva em conta o fato de
que a taxa de crescimento ou declinio depende da populacao; isto pode ser feito substi-
tuindo a constante k£ do modelo exponencial por uma fungao de P, digamos h(P). Dessa

forma, o modelo exponencial transforma-se em

dP(t)
Cdt

Como o objetivo dessa modelagem é proporcionar a h a possibilidade de

— h(P)P(t), P(0) = P, 2)

ficar préoxima de & > 0 quando a populagao for pequena, decrescer quando P crescer
e tornar-se negativa quando P for suficientemente grande (suprindo assim as deficiéncias
do modelo exponencial), a escolha mais de simples de uma fungao com essas propriedades
¢ h(P) =k —aP, onde a > 0 também é uma constante. Posto isso, obtemos o seguinte
PVI:

A constante k é chamada de taxa de crescimento intrinseco e a solucao deste problema

¢ dada por:

P (2
aO(k) kt’ t=20.
P() + (E — P(])e_

P(t) =

Na Figura 2, estao expostos trés graficos da solugao (2) para diferentes valores de a.

o
in

o

Figura 2: Gréficos de (2) com Pp=1,k=1ea=1;1,5;2

Observe que
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lim P(t) =

t—o00

ou seja, a populacao tende a capacidade suporte da populacao, nome pela qual é conhecida
a constante a. O modelo de Verhulst descreve bem o crescimento de tumores sélidos
quando a angiogénese ainda nao ocorreu (ver Forys (2003)).

O modelo de Gompertz utiliza uma taxa de inibicao da variavel de estado, proporcional
ao logaritmo desta variavel; isto significa que a taxa de crescimento é grande no inicio do

processo, mudando rapidamente para um crescimento mais lento. Formalmente, o PVI

que governa esse modelo é:

dP(t) k
Tt P(t)

onde ¢ > 0 e k > 0 sao constantes. A solucao deste problema é dada por:

= cP(t)In [ } , P(0) = P, (3)

P(t) = k() ¢ > 0.

Na Figura 3 apresentamos os graficos da solu¢ao do modelo de Gompertz para Py = 1

e k= ciguais a 2,3 e 4.

Figura 3: Gréficos de (3) com Ph=1,k=c=2,k=c=3ek=c=4
Note que, assim como no modelo de Verhulst,

lim P(t) =

t—o00

No estudo do crescimento de tumores sélidos, a constante ¢ faz o papel da capacidade
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suporte do ambiente; ou seja, o tumor alcancard, no maximo, a quantidade ¢ de células,
com os nutrientes disponiveis (ver Enderling (2014)).

Vejamos agora duas maneiras distintas de transformar os modelos deterministicos em
modelos estocasticos.

Os PVIs apresentados anteriormente podem tornar-se mais realisticos se puderem
carregar alguma parcela de aleatoriedade. Isso pode ser feito substituindo-se a constante
k por uma variavel aleatéria ou por um processo estocastico. No caso de substituirmos &
por uma variavel aleatoria, poderemos estudar o problema utilizando a estratégia adotada
em Dorini (2011). Substituindo & por um processo estocéstico, a escolha natural é o
movimento Browniano (Brzezniak (2005), Kannan (1979), Parzen (1962)) e se justifica por
conta de toda a teoria envolvendo as equagoes diferenciais estocasticas (EDEs) governadas
por este processo (que é um processo de segunda ordem). A teoria citada é conhecida
como Célculo de It6 (Arnold (1974), Klebaner (2005), Oksendal (1998)) e tem aplicagoes,
por exemplo, na Economia, Fisica e Bilogia (Klebaner (2005), Cont (2004)).

Fixemos nosso estudo no modelo exponencial (1). Precisaremos de algum aparato
matematico para nao deixar o trabalho muito informal. Considere um espaco de proba-
bilidade (€2, F, P) e uma variavel aleatéria K : € — R que sé assume valores positivos e
que possui funcao de densidade f e funcao de distribuicao acumulada F'. Substituindo k

por K em (1), obtemos a seguinte EDE:

dP(t)
Cdt

Fixado w, o problema (4) torna-se o problema de valor inicial deterministico

= KP(t), P(0) = P, (4)

%:K(M)P(tﬂﬂ); P(O,U)):Po, (5)

cuja solucao ¢é dada por

P(t,w) = Ppe™ > 0,w € Q.

Algumas trajetdrias desse processo solugao estao expostas na Figura 4.
Podemos agora, calcular o tamanho médio da populacao no tempo ¢, bastando para
isso determinar a fungao de densidade de P(t), ao qual chamaremos de g. Note que se G

é a fungao de distribuicao acumulada de P(t), entao para p > F,
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e entao

o) =12t (11 (5)):

Posto isso, o valor esperado de P(t) é dado por:

E[P(t)] = % /Zf (%m <§0)) dp, p> D

Se, por exemplo, K tiver distribui¢ao uniforme no intervalo (0, 1), teremos

P 1)
t

O estudo agora poderia tomar a dire¢ao abordada em (ver Dorini (2011)) e analisar o

E[P(t)] = > 0.

problema (4) substituindo K por F(K) e depois comparar o valor esperado da solugao (5)
dado por (6). O objetivo é analisar o comportamento das duas solugoes em um mesmo
intervalo. Se K segue o modelo uniforme no intervalo (0, 1), entdo F(K) = 1/2 e assim a
solucdo de (4) é dada por:

P(t) = Py, t > 0.

Os graficos dessas duas fungoes sao apresentados na Figura 5. Veja que as fungoes

estao préximas no intervalo (0,1). Do ponto de vista computacional, é menos trabalhoso
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Figura 5: Gréficos de E[P(t)] (em vermelho) e de P(t) (em azul) com Py =1e K =1/2.

A partir de agora, a abordagem sera via Calculo de It6. Algumas ferramentas ne-
cessarias para se aprofundar nesse estudo s ao o conceito de convergéncia em média
quadratica e o conhecimento de processos estocasticos a tempo continuo. Aqui, fixaremos
nosso estudo no movimento Browniano, mas poderiamos trabalhar com qualquer processo
que tenha segundo momento finito.

Uma alternativa para introduzir aleatoriedade no modelo (1), consiste em substituir a
constante K pelo movimento Browniano B(t). Vale lembrar que um processo estocéstico

{B(t);t > 0} é chamado de movimento Browniano se
i) B(0) = 0 com probabilidade 1;

ii) todo incremento B(t) — B(s) é normalmente distribuido com média zero e variancia

0’|t — s|, para o fixado;

iii) para 0 =ty <ty <ty < --- < t, < 00, 0s incrementos B(t;) — B(t;—1); 1 <i < mn,

sao independentes e distribuidos como em (ii).
Posto isso, o modelo exponencial estocastico apresenta-se da forma

dP(t)

Cat

A solucao deste problema de valor inicial pode ser encontrada utilizando-se a consa-
grada férmula de It6 (Klebaner (2005), Oksendal (1998), Protter (2005)). O processo

solugao é dado por

= B(t)P(t), P(0) = h. (6)
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P(t) = Pye /B0 ¢ > .

Este processo estocastico é conhecido como movimento Browniano geométrico e tem
aplicagoes importantes na Economia (Cont (2004), Klebaner (2005)). A Figura 6 apre-

senta trajetorias tipicas desse processo.
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Figura 6: Trajetérias de P(t) = Pye t/>*5®) com Py = 4

Na Figura 7 vemos duas populagoes que crescem segundo trajetorias que nao sao
suaves; isto ampara o argumento de que trajetorias como as do movimento Browniano

geométrico se ajustam melhor do que aquelas provenientes de modelos deterministicos.

200~
5 160~
5 0
K 8 e
‘; 1204 g ?llmlnm.
N a8
[} - p
€
$ w0 + 40,0001
2 3
F £ 1
S - 530,000-

e e e e g 20,000

1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000 0 g 1'0 1‘5
Year Years

Figura 7: Imagens obtidas em http://sky.scnu.edu.cn/life/class/ecology/chapter/Chapter11.htm
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Pode-se mostrar que a solugao (9) goza das seguintes propriedades:
i) E[P(t)] = E(F), desde que Fy e B(t) sejam independentes.
ii) P(t) — 0 quando t — oo, quase certamente.

A propriedade (i) significa que o valor esperado do processo solugao é o valor esperado
da varidvel aleatéria que é a condicao inicial do PVI (8). No estudo do crescimento
populacional P(0) = P, é uma constante e é igual ao tamanho da populagao no instante
t =0, logo E[P(0)] = E(Py) = Py. A propriedade (ii) significa que para ¢ suficientemente

grande, a populagao se extinguira com probabilidade 1. Em geral, a EDE:

dP(t)
Cdt

onde r e « sao constantes, é tal que sua solucao é dada por:

= rP(t)dt + aP(t)dB(t), P(0) = P, (7)

P(t) = Pyelr=%)m0B0 4 5

O modelo exponencial estocastico apresentado anteriormente pode ser generalizado,
substituindo-se o movimento Browniano por um processo de Lévy ou uma semimartingale,
porém, a teoria de It6 podera nao ser aplicada (se o processo envolvido nao tiver segundo
momento finito) e, nesse caso, a determinagao de solugdes para a equagao torna-se mais
ardua (Cont (2004), Klebaner (2005), Protter (2005), Santos (2011)).

3 Conclusoes

Os modelos estocasticos sao mais realistas do que os modelos deterministicos, pois
a imprevisibilidade esta presente nos fenomenos do mundo real. A literatura a respeito
das aplicacoes de tais modelos na Demografia, Economia, Fisica, Biologia e Medicina é
riquissima e o aparato matematico necessario para entender tais modelos torna-se tao
sofisticado quanto mais realista for a equacao que governa o fenomeno associado.

Outros aspectos importantes associados a tais modelos sao a estimacao de parametros
relacionados as EDEs e o estudo de equagdes diferenciais parciais estocasticas (Ferrante
(2000), Holden (2010)).
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Abstract

Most of the models designed for modeling censored data rely on the assumption
of normality for the error distribution. It is well known that not all applications
are well modeled by this distribution. Some efforts have relaxed the normality as-
sumption by considering more flexible distributions such as ¢ and log-alpha-power.
Nevertheless, these models do not consider partial observations from the assumed
distribution which potentially leads to biased inference. We have explored a real
data example of measles vaccine in Haiti and confirmed both the possibility of
partial observation and asymmetry problems. Then, to solve such problems, we
propose a mixture model consisting of the Birnbaum-Saunders and Bernoulli dis-
tributions. We discuss estimation of the model parameters based on the maximum
likelihood method. We then carry out a Monte Carlo simulation study to evaluate
the performance of the maximum likelihood estimators. We use the R software in

all computations and the results favor the proposed methodology.

Palavras-chave: Mixture model; Censoring; Birnbaum-Saunders Distribution.

1 Introduction

The determination of antibody concentration by quantitative assays is a very impor-
tant topic of research, because there is always a concentration value (7°) below which an
exact measurement cannot be obtained regardless of the employed technique. Neverthe-

less, this antibody concentration value (7) is a function of the associated assay. When

*Autor para correspondéncia: e-mail: heltonsaulo@gmail.com.
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left-censoring is present in data from an assay, the lower detection limit (LDL) can be
used to substitute a value for the censored observation, namely, the value 7. In special,
this substitution is applied in a safety and immunogenecity study of measles vaccine in
Haiti presented by Moulton and Halsey (1995), an example explored in this paper.

A two-part model for the situation of zero excess was considered by Cragg (1971). The
Cragg model considers the possibility of having observations from the assumed distribu-
tion f and from the point mass distribution. In this model, the log-normal distribution
was considered for the independent variable. The Cragg model, however, does not con-
sider the existence of both a lower limit and some observations below this limit. Moulton
and Halsey (1995) proposed a straightforward generalization of the two-part model, called
Bernoulli/lognormal model, by considering the possibility of some limiting responses re-
sulting from interval censoring associated with f. The generalized two-part model allows
the possibility of a observation i, if located below T to be either a partial observation
from f or a realization of the point mass distribution.

The main objective of this paper is to propose a regression model for censored data
based on the mixture between the Birnbaum-Saunders (BS) and Bernoulli distributions,
that is, a censored continuous distribution and a point mass distribution located below
the detection limit. The Birnbaum-Saunders (BS) distribution is positively skewed and
has a failure rate with upside-down bathtub shape and a close relation with the normal
distribution; see Birnbaum and Saunders (1969) and Johnson et al. (1995). The proposed
model extends to the BS case the Moulton and Halsey (1995)’s Bernoulli/lognormal model.

2 The Bernoulli/BS mixture model

2.1 Formulation

We propose a mixture model between the Bernoulli and BS distributions (Bernoulli/BS),
that is,

90 = [+ (1= D)@ ()T -+ (1= p) | % cosh (L5 ) enp (= Zsinn (L514) ) [ (=), )
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where ¢; = 1/vV2m, iy = /By, ¢, = (2/a) sinh ((yo — a:(Tl)ﬁm)/Q),

1, ify <o,
07 1fy > Yo,

and ®(-) is the CDF of the standard normal distribution, with x,, being the covariates
associated with 3,,. We assume a logit link for the random variable D, thus it is possible

to include covariates as follows

loglt [P (D = 1|33(2))] = m(2)TIB(2)7 (3)

where &, are the covariates associated with B, . The formulation of the logit link defined

in Equation (3) becomes,

exXp ($<2>T:3(2>>
1+ exp (20, Be)

T’izl_pz:

(4)

where the vector x(,) has a dimension ¢, which can be, and usually is, different from the
dimension of the vector x,).

The log-likelihood function for the mixture Bernoulli/BS is given by

0(0) = —(n —m)log(2) — (n —m)el) 4 (5)
221 L [log (1 + eXp(w(T2>ﬁ(2)) (D (¢a) — 1]) — log (1 + exp (w(Tg)/B@)))}
+ 2 (1 =T) [, 80 +1og (Ci) — 3¢5 — log (1 + exp(x, B))] ,

where (f, is defined in Equation (1) and ¢;; and (5 are defined in Equation (6),

2 - 1)% 2 T m—g i
Gi1 = o cosh (—2( ) Bm) . Cio = o sinh <—y 2( ) '8(1)) ) (6)

3 Application

We analyse a data set provided by Moulton and Halsey (1995) from a study of measles
vaccines. Neutralization antibody levels were collected from 330 children at 12 months of
age. The LDL was 0.1 international units (IU) or —2.306 in logarithm scale. Around 86
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(26.1%) of the observations fell below the LDL and then recorded as 0.1. The following
covariates were considered: X indicates the type of vaccine used (0 if Schwartz and 1 if
Edmonston-Zagreb); X, is the level of the dosage (0 if medium and 1 if high); and X3 is
the gender where 0 is male and 1 is female.

We here present the estimation results for the Bernoulli/BS model along with those of
the standard tobit, tobit-BS (Chapter 2) and Bernoulli/LPN Martinez-Flérez et al. (2013)
models. The Bernoulli/BS and Bernoulli/LPN have both a logit link. The covariates
EZ and HI were used only in the logit component, and covariate FEM entered only
in the continuous component of the models. Table 1 shows the ML estimates, Akaike
information criterion (AIC) values and standard errors for the considered models. A
glance at the results indicates that, in the Bernoulli/BS model, the receiver of Edmonston-
Zagreb strain does not contribute to the odds ratio of being above the detection limit,
however, the receiver of a high dose impacts exp(1.499) = 4.472 in the odds of being
above the detection limit. Moreover, the Bernoulli/BS model suggests that girls have
exp(—0.078) — 1 = —0.075 less concentration of measles antibody concentration than
boys. We observe that the Bernoulli/LPN and Bernoulli/BS models do not agree on the
sign of the coefficient corresponding to the FEM variable, while the first model indicates
that girls have a higher measles antibody concentration than boys, the other indicates
the opposite. Also from Table 1, we note that the Bernoulli/BS model provides a better
fit compared to the other models based on the AIC values.

Table 1: ML estimates (with SE in parentheses) and AIC values for the indicated models
with the measles vaccine data

Continuous component

Model AIC « INT EZ HI FEM
tobit 1299.27 0.945%** 0.597** 0.225 —0.228 0.271
(0.047)  (0.288)  (0.297) (0.295)  (0.296)
tobit-BS 1168.60 1.545%*%*  —(0.910%** 0.188* 0.074 0.121
(0.048)  (0.105)  (0.111) (0.109)  (0.110)
Bernoulli/LPN 976.48 8.918%* —2.869%** 0.222%
(3.922) (0.582) (0.134)
Bernoulli/BS 760.64 1.560%**  0.123%** —0.078%**
(0.108)  (<0.001) (<0.001)

Obs: Rejects Hy at *10% of significance,** 5% of significance and ***1% of significance.
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4 Concluding remarks

The paper presents a mixture model where the continuous part follows a Birnbaum-
Saunders distribution. We performed estimation based on the maximum likelihood ap-
proach. The simulation study showed the good performance of the maximum likelihood
estimators. An application to measles vaccine data showed that the Bernoulli/BS models
fits the data better than the standard tobit, tobit-BS and Bernoulli/LPN models.
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Modelos Graficos Probabilisticos: Aplicacoes em
biologia e ciéncias agrarias.

Renato Rodrigues Silval*

I Instituto de Matemadtica e Estatistica, Universidade Federal de Goids, Brasil

1 Introducao

Segundo Huang (2008), um modelo grifico é um modelo probabilistico definido em
termo de um grafo no qual os vértices representam variaveis aleatérias e as arestas des-
crevem relacoes de dependéncias entre essas variaveis. Um caso particular de modelo
grafico é a rede Bayesiana. Rede Bayesiana é um modelo grafico cujo o conjunto de
variaveis aleatorias e suas dependéncias condicionais sao representados por meio de um
grafo aciclico direcionado. Convem ressaltar que ja existem diversas aplicagoes de Re-
des Bayesianas em ciéncias agrarias e em biologia em geral. Entre as diversas aplicagoes
de redes Bayesianas, pode-se citar a modelagem de interagao proteina-proteina. Rhodes
(2005) utilizaram redes Bayesianas para predizer interagoes proteina-proteina em seres
humanos usando um conjunto de dados integrado composto por dados de dominios de
proteina, de expressao génica e de genomica funcional. Felicia et al. (2016) modelaram
uma rede Bayesiana para dados de fatores de transcriptomas oriundas de células hemato-
poiéticas de ratos. Através da rede foi possivel distinguir interagoes diretas das indiretas
entre os fatores de transcriptomas. Assim, o objetivo desse trabalho é apresentar como se
obtem calculos de probabilidades em modelos graficos e mostrar resultados preliminares
de algumas aplicagoes. Na secao metodologia sera apresentado um exemplo hipotético de
aplicagao de redes Bayesianas na modelagem de interagao proteina-proteina e aspectos
tedricos da representacao e dos algoritmos para obtencao de probabilidades em modelos
graficos. Na secao posterior, serao apresentados alguns resultados preliminares do projeto
de pesquisa que temos aqui na UFG na area de modelos gréficos e, por fim, serao feitas

algumas consideragoes finais sobre o tema.

*Autor para correspondéncia: e-mail: renato.rrsilva@gmail.com, Fone: +55-62-3521-1123.
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2 Exemplo hipotético: Rede de regulacao génica

Nessa secao sera apresentado um exemplo hipotético que servird de base para ex-
plicacao da teoria de representacao e de obtencao de probabilidades em redes Bayesianas.
Além de mostrar, hipoteticamente, uma das principais aplicagoes de modelos graficos em
biologia.

O exemplo a seguir trata-se de utilizar as redes Bayesianas na modelagem de uma
rede de regulacao génica. Gene ¢ a unidade fundamental da hereditariedade formado por
sequéncias especificas de DNA, ver Griffiths et al. (2012). Segundo Alberts et al. (2012),
o dogma central da biologia afirma que existem 3 processos vitais para o funcionamento
das células: replicagdo do DNA (duplicacdo da molécula de DNA), transcrigao do DNA
(formacao do RNA mensageiro a partir da molécula de DNA) e tradugao (sintese de
proteina a partir do RNA mensageiro). Uma rede regulatéria génica é uma colegao de
reguladores moleculares que interagem entre si e com outras substancias na célula para
govenar niveis de expressao génica, ver Karlebach e Shamir. (2008). Por uma questao
didatica, o sistema de regulacao génica sersimplificado. Convém ressaltar que esse exemplo
¢ uma adaptagao do exemplo apresentado por Koller e Friedman (2009) para um contexto
biolégico.

Considere uma determinada rede de regulacao génica formada por 8 genes. C, D, I, G,
S,L,J, H. O objetivo sera representar essa rede de regulacao génica com uma rede
Bayesiana e calcular probabilidades do gene J esta ativo ou suprimido. Assume-se que

C,D,I,S,L,J e H tem dois niveis de expressao e G apresenta tres.

3 Representacao de Modelos Graficos

3.1 Redes Bayesianas

Inicialmente, sera considerado uma versao reduzida da rede de regulacao génica do
exemplo 1 com apenas 5 genes D, [,G,S, L. Considere ainda que essa rede pode ser
representada pelo seguinte grafo aciclico direcionado:

Nesse exemplo, os genes sao representados por meio dos vértices do grafo e os arcos
(setas) representam as relagoes de dependéncias e ou casualidade entre eles.

Um grafo direcionado (digrafo) é um par ordenado G = (V, A) tal que: V' é um conjunto
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Figura 1: Modelo Gréfico do Exemplo Hipotético de Regulacao Génica.

chamado conjunto dos vértices ou nodos; A é um conjunto de pares ordenados a = (v, w),
v ew €V chamados de arcos (setas) do grafo, ver Feofiloff, et al. (2004). Observe que a
relacao entre os vértices nao é simétrica, assim tem-se duas defini¢des importante para o

entendimento dos digrafos.

- Sucessor: um vértice w é sucessor de v caso exista um arco que parte de v e chegue

em w;

- Antecessor: um vértice v é um antecessor de w caso exista um arco que parte de v

e chegue em w.

Por exemplo, considerando a (figura 1) D e I sdo antecessores de G e L é sucessor de
G.

Observe que o grafo por si s6 nao nos permite o calculo de probabilidades entre os
elementos da rede de regulagao génica. Para isso, considere que cada vértice do grafo seja
uma variavel aleatéria, v.a. Assim, denota-se X; como uma v.a que representa o nivel
de expressao geénica do gene D; X5, X3, Xy e X5 representam os niveis de expressao dos
genes I,G, S e L, respectivamente.

Dessa forma, podemos reescrever o grafo da figura 1 conforme mostra a figura 2.

Observe que uma das maneiras de se escrever a distribuicao conjunta desse exemplo
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Figura 2: Modelo Gréfico do Exemplo Hipotético de Regulacao Génica Revisitado.

seria:

P(X1 = C(Il,Xg = Ig,Xg = (L’g,X4 = .Z'4,X5 = $5) = P(Xl = $1)P<X2 = ZEQle = .Il) X
P(X3 = I3|X2 = T2, X1 = Il)P(X4 = $4|X3 =3, Xo =19, X1 = $1) X
P(X5 = x5| Xy = 24, X3 = 13, Xy = 19, X| = 71)

No entanto, sob o ponto de vista computacional essa forma de escrever a distribuigao
conjunta nao é eficiente dado que haveria um alto consumo de memoria do computador
para armazenar algumas das tabelas de distribuicao. Além disso, estaria sendo ignorado
as informacoes do grafo que pode ter sido construido a partir do conhecimento de um
especialista do problema.

Por outro lado, nota-se algumas declaragoes de independéncias implicitas no grafo. De
uma maneira informal, duas varidveis X; e X; sao independentes condicional a X} se o
conhecimento sobre X; nao fornece nenhuma informagao extra sobre X; dado que haja o
conhecimento sobre Xg. Isto é, uma vez que X, é conhecido, X; nao se adiciona nada ao
que ja se sabe sobre X;.

No nosso exemplo de regulacao génica tem-se as seguintes declaragoes de independéncias:
- X5 L Xy, Xo, X3, Xy| X;

- 0 que significa que o nivel de expressao do gene L é independente do genes

I, D, S condicional ao nivel de expressao do gene G

ORGANIZAAAO

LS+ TN AT S

Nucleo de Apoio em Estatistica Consultona Estahshca



- Xy L X4, X5, X5/ Xo;

- 0 que significa que o nivel de expressao do gene S é independente do genes

D, G, L dado um nivel de expressao do gene [
- X3 L Xy| X1, Xo;

- 0 que significa que o nivel de expressao do gene G é independente do gene S

dado os niveis de expressao dos genes I, D.
- Xy L X;

Assim, podemos reescrever a distribuicao conjunta de uma forma mais compacta, isto

P(Xl = ZL'l,XQ = Z'Q,Xg = 33’3,X4 = :1:4,X5 = .CIZ'5) = P(Xl = .I'l)P(XQ = .1'2) X
P(X3 = 1'3|X1 = l’l,XQ = ZCQ)P(X4 = Q34|X2 = 332)P(X5 = 1'5|X3 = Ig)

Nesse contexto, segundo Koller e Friedman (2009), pode-se definir uma rede Bayesiana

como sendo :

- Um grafo direcionado aciclico os quais os vértices representam variaveis aleatérias

Xi,.... X,

- Para cada vértice X; associa-se uma distribuigdo condicional P(X; = xz;|Pax, =

pag,)
cuja distribuicao conjunta definida por meio de
PXy=x,...,. X, =1z,) = HP(Xi = z;|Pax, = pa,,)
em que Pax, representa os antecessores de X;.

Ou seja, cada variavel aleatéria é independente dos seus nao descendentes dado os

pais. Xi L X35 descendentes de il £x-

O Digrafo G pode ser visto de duas maneiras distintas:
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- Como uma estrutura de dados que proporciona o esqueleto para representacao com-

pacta de uma distribuicao conjunta em uma forma fatorada;

- Como uma representacao compacta de um conjunto de pressuposicoes de inde-

pendéncia

Dada uma distribuigao P(X; = 1, ..., X,, = x,) denota-se o mapa de independéncia
I(P) como sendo todas as afirmacoes da forma X; 1 X,;| X para todo 4,5,k C {1,...,n}

3.2 Separacao d

O objetivo dessa secao é entender quando pode-se garantir que uma afirmagao de
independéncia condicional X; L X;| X}, é vélida para uma rede Bayesiana associada a um
grafo G. Separagao d é um procedimento para verficar, dado um grafo causal, se X; é
independente de X; dado X}, . Esse procedimento é baseado no conceito de “trilho ativo”
e é descrito por Pearl (1998).

Pode-se dizer que X; e X estado d separados por Xy, d — sepa(X;; X;|Xy), se ndo hé
nenhum trilho ativo entre eles. A definicao formal de trilho ativo segue:

Seja G uma grafo de uma rede Bayesiana, X; —...— X, um trilho e x um subconjunto
de variaveis observadas. O trilho esta ativo dado x se toda vez que existir uma estrutura
em v tal que X;_ 1 — X; + X1, X; ou um dos seus descendentes estao em x, nenhum
outro vertice ao longo do trilho estd em x, ver Koller e Friedman (2009) para maiores
detalhes.

Como exemplo de ilustracao, considere 4 possiveis redes Bayesianas representados na
figura 3 com treés vértices, duas arestas e 3 varidveis aleatérias X;, X; e Xj.

Observe que os trilhos a,c e d da figura 3 aparecem no grafo do exemplo de regulagao
génica representado na figura 2. Nota-se que X; — X3 — X5, Xo « X3 — Xy e
X1 — X5« X,; formam os padroes a,c e d.

Segundo Pearl (1998) pode-se afirmar o seguinte:

- Em (a, b, ¢), o trilho entre X; e X, estd ativo se X}, nao for observado.

- Em d, o trilho entre X; e X estd ativo se X} ou alguns dos seus descendentes forem

observados;
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Figura 3: Quatro possiveis trilhos ativos de X; até X; via Xj.

Assim, pode-se dizer que os trilhos (a, b, ¢) sdo equivalentes.

O conjunto de independéncias definido por separagao d é denotado por I(G). E
possivel demonstrar que o método separacao d tem duas propriedades: solidez e com-
pletude, em que solidez significa que se for determinado que X; e X; sao separados por
um conjunto x, confirmar que de fato essas duas v.a sao independentes condicionais na
distribuigao de probabilidade P(X; = x1,... X, = x,,). Ou seja, I(G) C I(P). Embora o
contrario nem sempre é verdadeiro, isto é, existem independencias em [(P) que nao estao
em /(G). Por sua vez, completude significa confirmar que X, e X; sao independentes

dado X} entao essas v.a sao d separadas.

3.3 Mapas Equivalentes e Mapa Minimal

Pode-se afirmar que dois grafos G e Gy sdo equivalentes se 1(G1) = I(G3) Nota-se
que na secao anterior foi dito que os trilhos a,b e ¢ s@o equivalentes. Agora, porque esse
conceito é importante? E importante porque existem alguns aspectos dos modelos graficos
que sao identificaveis. Em outras palavras, nao é possivel afirmar sem um conhecimento
prévio do problema em questao se a dire¢ao da dependéncia é X; — X — X; ou X; —
X — X, oumesmo se ¢ X; <~ X — X;. Porque todos esses trilhos contém as mesmas
afirmagoes de independéncia condicional.

Mapa minimal é um mapa de independéncia sem arcos redundantes. A importancia
desse conceito reside no fato que um mapa minimal é mais parcimonioso, ou seja, tem

menos parametros e, portanto, é mais informativo.
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3.4 Redes de Markov

Embora esse nao seja o foco desse texto, é necessario apresentar sucintamente o que
venha a ser as redes de Markov para facilitar o entendimento dos algoritmos Eliminagao
de Variaveis e propagacao da crenga (“Belief Propagation”).

Uma rede de Markov pareada é um grafo nao direcionado o quais os vértices X1, ..., X,
sao associados com fatores.

Seja X um conjunto de variaveis aleatérias. Define-se um fator ¢ uma funcao Val(X) =
R em que Val(X) seja os possveis valores que X possa assumir. O conjunto X é denomi-
nado de escopo do fator. Aqui serdo usados apenas fatores nao negativos ¢ : Val(X) = R.

A seguir serao apresentados algumas operacoes com fatores, sendo que muitas delas
se assemelham com o que é feito na teoria da probabilidade.

Seja X1, Xo e X3 trés varidveis aleatorias e seja ¢1(X1, Xs) e ¢(Xo, X3) dois fatores.
Define-se um produto de fatores ¢; X ¢ como um fator ¢ : Val(X;, X, X3) = R

Um exemplo prético é mostrado da figura 4.

X1=1,X2=1,X3=1 0,25
X1=1,X2=1,X3=2 0,35
X1=1,X2=2,X3=1 0,08
X1=1,X2=2,X3=2 0,16
X1=2,X2=1,X3=1 0,05
X1=2,X2=1,X3=2 0,07
X1=2,X2=2,X3=1 O

X1=2,X2=2,X3=2 0

/X2=1,X3=1 05
/. X2=1,X3=2 0,7
X2=2,X3=1 01

X2=2,X3=2 0,2
X1=1,X2=1

X1=1,X2=2
X1=2,X2=1
X1=2,X2=2

Figura 4: Produto de fatores.

Adicionalmente, tem-se a marginalizagao de fatores, que é feita de modo analoga a
marginalizacao de funcao massa de probabilidade conjunta, e a redugao de fatores que
serd definido a seguir

Seja um fator ¢(Xi, X2, X3) e considere, por exemplo, X3 = 3. Nesse caso, um fator
reduzdo ¢[z3](X1, X2) teria como escopo as variaveis X; e Xo. A figura 5 ilustra um
exemplo que o fator ¢(Xy, Xs, X3) foi reduzido para ¢[1](X1, Xs).
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®(X1, X2, X3)

X1=1,X2=1,X3=1
X1=1,X2=1,X3=2
X1=1,X2=2,X3=1
X1=1,X2=2,X3=2
X1=2,X2=1,X3=1
X1=2,X2=1,X3=2
X1=2,X2=2,X3=1
X1=2,X2=2,X3=2

Figura 5: Reducao de fatores.

0,25
0,35
0,08
0,16
0,05
0,07

X3 = 1; P[L](X1, X2)

X1=1,X2=1,X3=1
X1=1,X2=2,X3=1
X1=2,X2=1,X3=1
X1=2,X2=2,X3=1

0,25
0,08
0,05
o

4 Modelos Graficos: Obtencao de Probabilidades

Considere um modelo gréafico definido por meio de um grafo direcionado ou nao direci-

onado cujo os vértices sejam um conjunto de variaveis aleatorias X. Considere ainda que

o conjunto X pode ser repartido em alguns subconjuntos tais como: o conjunto evidéncia

X g que define as variaveis que serao observadas, o conjunto Xy que serao as variaveis

as quais tem-se o interesse em calcular probabilidade e o conjunto Xy = X — X — Xy

que sao as variaveis aleatdrias remanescentes.
P(Xy = Xy) ou P(Xy = Xy|XE = XE')-

Portanto, tem-se o interesse em obter

Entretanto, esse sao problemas NP-dificeis.

Sendo assim, é necessario utilizar algoritmos para que essas probabilidades possam ser

solucionadas na maioria dos casos. Os algoritmos mais utilizados para esta finalidade sao:

Eliminacao de Variaveis;

- MCMC;

Amostragem por importancia.

Propagacgao de crenga (“Belief Propagation”);

Nesse texto, trataremos dos dois primeiros.

Anais do T SeminAjrio de EstatAstica Matematica do IME/UFG - ISSN XXXX-XXXX
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4.1 Algortimo Eliminagao de Varidveis (EV)

O algoritmo Eliminagao de Varidveis é baseado na programacao dinamica. Por simpli-
cidade, o algoritmo serd apresentado para a obtengao de P(Xy = xy ), maiores detalhes
podem ser encontrados em Koller e Friedman (2009).

Considere X um conjunto de variaveis aleatérias ® um conjunto de fatores tais que
para cada ¢ € @, Escopo(¢) C X. Seja Xy C X o conjunto de varidveis de interesse em
obter probabilidades e seja Xz = X — Xy. Entao para cada ordem < de X o algoritmo

soma produto eliminagao de varidveis retorna o fator ¢(Xy ) tal que

Xy)=>_[]¢

Xy ¢pcd

Para exemplo de aplicacao desse algoritmo, sera extendido o exemplo de rede regulacao

génica para uma rede com 8 genes conforme mostra figura 6.

Figura 6: Grafo da rede de regulacao génica extendida.

Assim, redefine-se a rede Bayesiana, agora com 8 varidveis aleatorias sendo que X;
representa o nivel de expressao génica do gene D; Xo, X3, X4, X5, X, X7 e Xg representam
os niveis de expressao dos genes I,G, S, L,C, J e H, respectivamente (figura 7).

O objetivo é obter P(X7) utilizando o algoritmo de eliminacao de varidveis:

A distribuicao da rede Bayesiana é dada por:
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Figura 7: Rede Bayesiana para representar a rede de regulacao génica extendida.

P(X1 =21,Xy =29, X3 =23, Xy = 24, X5 = w5, X = w6, X7 = ¥7, Xg = 23) = P(Xg = ) ¥
P(X1 = 1’1|X6 = 1’6)P(X2 = IEQ)P(Xg = 1’3|X1 = I’l,XQ = LL‘Q)P(X4 = !E4|X2 = 1’2)
P(X5 = 25| X3 = x3) P(X7| X5, X4) P(X35]| X3, X7)

= ¢(Xe6)d(X1, X6)P(X2)(X3, X1, X2)p( Xy, X2)p(X5, X3)
¢(X7) X5a X4)¢(X87 X33 X7)

O algoritmo Eliminacao de Variaveis sera aplicado com a seguinte ordem de eliminacao

X67 Xl; X27 X87 X37 X47 X5

1- Eliminar Xg:

P1(X1, Xe) = &(X6)p(X1, X)
(X)) = Y (X1, X)
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e

3

4

4

4

4

Eliminar X;:

Eliminar Xs:

Eliminar Xj:

Eliminar Xj:

Eliminar X} :

Eliminar X5:

Yo (X7, Xa, X3)

71(X1) (X3, X1, Xo)

72(X2,X3) = Z¢2(X1,X2,X3)

¢3(X2,X3,X4) = 7'2(X2,X3)¢(X4,X2)¢(X2)
73(X3, X4) = Z¢2(X2,X3,X4)
X2

¢4<X87X37X7) - ¢(X87X37X7)

7’4(X3,X7)

¢5(X3, Xy, X5, X7) = 7'4(X3, X7)7'3(X37 X4)¢(X5, X3)

75(X4, X5, X7) Z¢5(X3,X47X5,X7))

Ve(Xa, X5, X7) = 75(X4, X5, X7)0(X7, X5, X4)

X3

Z%(X&X&X?)
Xg

76(X5, X7) = ) te(Xy, X5, X7)
X4

Ur( X5, X7) = 716(X5, X7)
7'6(X7) = Z¢7(X5,X7)
X5
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que nesse caso ¢é igual a P(X; = x7).

Percebe-se que o algoritmo soma os fatores de dentro para fora de acordo com a ordem
definida pelo usuério.

No entanto, um ponto critico desse algoritmo é a ordem das varidveis que devem ser
eliminadas. Dependendo da ordem escolhida, o algoritmo gera fatores intermedidrios com
um escopo muito grande de varidveis.

Existem alguns algoritmos disponiveis na literatura para determinar a ordem 6tima
denomiandos “greedy search” (busca gulosa). Esses algoritmos consistem em cada ponto

eliminar o vértice com menor custo. Possiveis funcgoes custos:

- vizinho minimo: vértice com menor nimero de vizinhos no atual grafo;
- minimo peso: vértice que gera fatores intermediarios com menor nimero de valores;

- minimo preenchimento: vértice que geram menor adicao de novas arestas durante o

algoritmo.

Maiores detalhes sobre esses algoritmos podem ser encontrados em Koller e Friedman
(2009).

4.2 Grafos de grupos e Arvores de cliques

Observa-se que o algoritmo eliminagao de varidaveis tem uma propriedade de induzir
um novo grafo a partir do original. Mais adiante, sera visto que essa propriedade sera
base para o entendimento do algoritmo soma produto propagacao de crenca.

No contexto de modelos graficos probabilisticos, um grafo induzido pelo algoritmo EV
denotado por Ip < ¢ um grafo nao direcionado sobre um subconjunto X; C X, em que
cada par de v.a X; e X sao conectadas por uma aresta se ambas aparecem em algum
fator intermediario gerado pelo algoritmo eliminagao de variaveis usando alguma < como
ordem de eliminagao.

Usando g - ¢ possivel demonstrar que:

- O escopo de cada fator gerado durante o algoritmo de eliminacao de variaveis é um

clique em Iy ;
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- Todo clique maximal em I3 < ¢ o escopo de algum fator intermedidrio usado na

computacao do algoritmo;

- Todo grafo induzido I - é um grafo cordal.

Define-se um clique de um grafo como sendo qualquer subconjunto de vértices tal que
para cada dois vértices desse subconjunto, existe uma aresta conectando-os. Por sua vez,
um clique maximal é um clique que nao esta estritamente contido dentro de outro clique.
Um grafo cordal é um grafo no qual todos os ciclos de quatro ou mais vértices tem uma
corda, maiores detalhes podem ser encontrados em Koller e Friedman (2009); Leonard
(2006); Feofiloff, et al. (2004).

A figura 8 apresenta o grafo induzido pelo algoritmo eliminacao de varidveis para o

exemplo de regulacao génica.

Figura 8: Grafo induzido referente ao exemplo da rede de regulagao génica extendida.

Nota-se algumas diferencas entre o grafos da figuras 7 e 8. O grafo induzido da figura 8
e é nao direcionado e contem algumas arestas adicionais. Essas arestas foram adicionadas
porque algumas v.a apareceram em algum fator intermediario do algoritmo de eliminagao
de variaveis. Por exemplo a aresta que liga X; e X, foi adicionada devido a existéncia do
fator intermedidrio 19( X7, Xo, X3).

Ainda analisando a figura 8, observa-se a formacao de 5 cliques maximais
- Oy = {X1, Xs};

-Cy = {X1,X2,X3};
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- O3 = {XQ,X3,X4};
- C4 == {X37X77X8};

- C5 = {X37X47X57X7};

Por meio desses cliques podemos formar uma estrutura de dados chamada de grafos
de grupos.

Um grafo de grupos é um grafo nao direcionado tal que cada vértice é formado por
um conjunto de varidveis aleatérias pertencentes a X (grupo C;). Além disso, o grafo de

grupos apresenta duas propriedades:

- Dado um conjunto de fatores ®, atribui-se cada ¢, a um grupo Cy), isto é,
Escopo[¢r| C Cox) € para cada fator ¢, € ®, existe um grupo C; tal que Escopo[¢y] C
C;.

- Para cada par de grupo C; e C; e uma variavel aleatéria X € C;NC; existe um tnico

caminho entre C; e C; para o qual todos os grupos e varidveis “sepsets” contém X .

sendo uma varidvel “sepsets” um cojunto de varidveis aleatérias comum a C; e Cj.

Convém ressaltar que o grafo de grupos podem ser formados a partir de qualquer grafo
cordal nao necessariamente pelo grafo induzido pelo algoritmo EV, descrito por Koller e
Friedman (2009).

Entretanto, caso o grafo cordal usado para gerar o grafo de grupos seja o grafo induzido
pelo algoritmo EV, tem-se uma arvore de cliques. Ou seja, uma arvore de cliques é um
caso particular de grafos de grupos

Segndo Szwarcfiter (1988), uma arvore é um grafo nao direcionado, aciclico e conexo e
em que cada vértice possui no méaximo apenas um antecessor direto. Por sua vez, segundo
Koller e Friedman (2009), uma arvore de cliques é uma arvore cujo os vértices sao cliques
maximais oriundos do grafo induzido pelo EV.

Um exemplo de arvore de cliques aplicada a rede de regulagao génica é apresentado

na figura 9
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Figura O: Arvore de clique referente ao exemplo da rede de regulacao génica extendida.

4.3 Algoritmo da propagacao da crenga

Dado um grafo de grupos, o algoritmo de soma e protudo propagacao da crenca é

definido por meio de:

- Atribuir cada fator ¢, € ® a um clique Cyy)

- Construir fatores potenciais iniciais 1;(C;) = [[,. a(k)=i Pk
- Inicializar todas mensagens iguais a 1;

- Repetir até a convergeéncia:

- Selecionar arestas (7, ) e passar a mensagem

51—)] XSz] Z ¢ H 5k—>z

Ci—Xsij  ke(Ni—{j})

em que Xg;; sao as varidveis “sepsets” e N; sao os cliques vizinhos do i-ésimo clique

exceto o j-ésimo clique.
- Computar 5;(C;) = Vi [ [ e, Obsi

Algumas observacoes importantes da aplicagao desse algoritmo é que as vezes ele pode
nao convergir. Além disso, para definir o grafo de grupos, o grafo da rede Bayesiana ou

da rede de Markov tem que ser transformado em um grafo cordal.
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Entretanto, quando o grafo de grupos trata-se de uma arvore de cliques, o algoritmo
sempre converge e, além disso, a implementacao do mesmo é mais simples.

Antes de apresentar o algoritmo de propagacao da crenca baseado em arvores de cliques
¢ importante que se faga alguns comentarios.

Observa-se que o algoritmo EV usa os fatores intermedidrios 7; no maximo um vez e

“mensagem” vai para um determinado

que durante a execucao do algoritmo, o fluxo da
vértice (grupo), que é denominado raiz da arvore de clique.

A aplicacao do algoritmo de propagacao de crenca com arvores de cliques serd apre-
sentado por meio de um exemplo.

Considere a arvore de cliques da figura 9 e considere ainda que se deseja obter P(X7).
Incialmente, para executar o algoritmo de propagacao de crenga no contexto de arvores
de cliques, deve-se definir qual clique sera a raiz. O clique raiz pode ser qualquer clique
que contém a varidavel de interesse, nesse caso a variavel X;. Assim, o clique 5 da figura
9 serd escolhido como raiz.

Definido a raiz, o proximo passo € definir os fatores potenciais iniciais de cada clique
por exemplo:

A atribuicao dos fatores aos respectivos cliques é feita ad hoc. A tnica regra é: cada
clique recebe os fatores que contem as variaveis do clique. Por exemplo, ¢(X5) pode-se

ser atribuido ao clique 2 ou 3. A seguir um exemplo dessa atribuicao:

1- Fator Potencial Inicial do Clique 1 {X7, X¢}:
wcl (Xla Xﬁ) = ¢(X6)¢(X17 XG)

2- Fator Potencial Inicial do Clique 2 {X;, X5, X3}:

1/)02 <X17 X27 X3) - ¢(X37 X17 X2)

3- Fator Potencial Inicial do Clique 3 {X5, X3, X4}

1/}03 <X2> X37 X4) = ¢(X47 XQ)(b(X?)
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4- Fator Potencial Inicial do Clique 4 {X3, X7, Xs}.

7~/)C'4 <X87 X37 X7) - ¢(X87 X37 X7)

5- Fator Potencial Inicial do Clique 5 {X3, X4, X5, X7}

wC5 (X37 X4? X57 X7) = ¢(X37 X5)¢<X77 X57 X4>

Agora a ideia é passar a mensagem partindo de todos os cliques nao raiz até chegar
no clique raiz. Observando a figura 9 nota-se que o fluxo das mensagem deve seguir a
seguinte ordem 1 —+ 2,2 —> 3,3 >5e b+ 4

Ou seja,

)I_l

Passar Mensagem do clique 1 para o clique 2

01-52(X1) chl X, Xe)

e

Passar Mensagem do clique 2 para o clique 3

J23(Xa, X3) = Z 01-2(X1)ey (X7, Xo, X3)

X1

3- Passar Mensagem do clique 3 para o clique 5

O35(X3, Xa) = Y 0os3(Xa, X3)thc, (X, X3, X))

Xo

4

Passar Mensagem do clique 4 para o clique 5

0amss (X3, X7) = > 6355(X5, Xa)e, (Xs, X3, X7)

X4,Xs8

Quando todas as mensagens chegarem no clique raiz, multiplica-se cada mensagem

com o fator potencial inicial do clique raiz formando um fator denominado crenca
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6(X37 X47 X57 X7) - 54—)5(X37 X7)53—>5<X37 X4)77Z)C5 (X37 X47 X57 X7)

O passo final do algoritmo é dado por:

P(Xr=m:)= Y. B(Xs Xy X5, X7)
X3,X4,X5

observe que se os fatores ¢ nao forem distribuicao de probabilidade, no final deve-se

normalizar P(X; = 7).
A figura 10 apresenta o algoritmo propagagao de crenca utilizando arvores de cliques

em pseudo linguagem de computador

Algorithm 10.1 Upward pass of variable elimi In clique tree
Procedure Clree-SP-Upward ( T
&, I Set of factors
T, 1l Clique tree over &
@, Il nitial assignment of factors to cliques
Cy Il Some selected root clique
) 4 T
1 Initialize-Cliques
2 while C'. is not ready
3 Let C; be a ready clique
4 dsiirn (s,,, () — SP-Message(i, p, (1))
2 Br = kenb, Skr

return ,(3
Procedure Initialize-Cliques (

)
1 fur each clique C;
i (G = [l s aggpme®

Procedure SP-Message (
i, I sending clique
M receiving clique

)

1 y(C }~— R ng(m,( §
(J)) Lo

2 T(8,5) Ec‘_s

3 return T(S‘-J-J

mavae A

Figura 10: Pseudocdédigo do algoritmo de propagacao de crenca descrito em Koller e
Friedman (2009).
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5 Aplicacoes

A seguir serao descritos os dois projetos de iniciacao cientifica referentes ao tema e

alguns resultados preliminares.

5.1 Modelos Graficos e Casualidade: Predicao de estrutura

secundaria de proteinas

Propoe-se utilizar redes Bayesianas para predizer estrutura secundaria de proteinas
globular. Proteinas globulares sao aquelas que apresentam uma ou mais cadeias poli-
peptidicas organizadas em uma forma final aproximadamente esférica, ver Nelson e Cox
(2011) para maiores detalhes. Ou seja, a ideia do projeto consiste em considerando uma
sequencia linear de aminoacidos classificar essa sequeéncia em alfa hélice, folha beta, e
estrutura nao regular (“random coil”). A predigao da estrutura secunddria é importante
para o estudo das propriedades biofisicas das proteinas.

Esse projeto esta na fase inicial, mais precisamente na fase de representacao da rede
Bayesiana. A figura 11 apresenta um possivel modelo grafico para esse problema. A
idéia é que as estruturas secunddrias possam assumir apenas 3 estados nao observaveis
ou latentes {H, B,C'}, em que H representa a estrutura a-hélice, B representa folha
B, C representa a estutura nao regular e AA; representam a sequencias de aminoacidos

observados.

5.2 Modelos Graficos e Casualidade: Redes Bayesianas para

identificacao de graos de trigo

Os dados que serao usados no projeto estao armazenados no banco de dados no repo-
sitério “UCI Machine Learning Repository” cujo o website estd no endereco http://archive.
ics.uci.edu/ml/datasets/seeds. Os detalhes serdo descrito a seguir: O conjunto de dados
refere-se trés variedades diferentes de trigo: Kama, Rosa and Canadian. Um total de
70 individuos foram selecionados aleatoriamente de cada variedade. Visualizacao da es-
trutura interna da semente foi detectada usando tecnologia de raio X. As imagens foram
gravada em placas KODAK 13 x 18 cm. As caracteristicas morfologicas do grao fo-

ram: area, perimetro, compacidade, comprimento do grao, largura do grao, coeficiente
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Figura 11: Representacao do modelo gréafico para predi¢ao de estruturas de proteinas.

de assimetria e comprimento do sulco do grao. O objetivo desse trabalho é utilizar uma
rede Bayesiana para classificar um grao de acordo com sua variedade baseado nas suas

caracteristicas morfélogicas.
Resultados preliminares desse projeto mostra a representacao grafica da rede Bayesiana

que futuramente serd ajustada aos dados (figura 12).
Nesse grafo T representa as possiveis variedades de graos e assume trés valores possiveis;
L,C, A, P,C e SG sao v.a continuas e representam largura, comprimento, area, perimetro,

compacidade e sulco de grao respectivamente.

6 Consideracoes Finais

A partir dos resultados obtidos nesse presente projeto, espera-se uma maior difusao

dos modelos graficos entre o grupo de estatsitica do instituto de matematica e estatsitica
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Figura 12: Representacao do modelo gréfico para identificacao de graos de trigo.

da universidade federal de Goias. Pretende-se ainda incentivar os alunos de graduagao a
participar de pesquisas cientificas, e, consequentemente, de elaboragao de publicagoes em

revistas cientificas; além de participagoes em congressos e ou seminarios.
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Correcao tipo-Bartlett para a estatistica gradiente
em modelos lineares generalizados

Tiago Moreira Vargas

Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade Federal de Goiés, Brasil

Resumo

Apresentamos aqui a expansao até ordem o(n~!) para a estatistica gradiente,
onde n é o tamanho da amostra, em modelos lineares generalizados com dispersao
desconhecida. A partir desta espansao, apresentamos uma corre¢ao tipo-Bartett
para a estatistica gradiente em modelos lineares generalizados e comparamos, através
de simulacoes de Monte Carlo, o desempenho do teste baseado nesta estatistica com
o teste baseado na estatistica gradiente nao-corrigida e com os testes baseados nas
estatisticas da razao de verossimilhancas, escore, suas respectivas formas corrigidas
e o teste de Wald.

Palavras-chave: Teste gradiente; Corregao de Bartlett; Corregao tipo Bartlett;

Modelos lineares generalizados.

1 Introducao

Os modelos lineares generalizados (MLG), definidos por Nelder e Wedderburn (1972)
formam uma classe de modelos com ampla utilizacao na andlise de dados de diversas
areas. O diferencial do MLG esta na flexibilidade da ligacao entre a média da varidvel
resposta e o componente linear do modelo. A inferéncia em MLG baseia-se principalmente
no método da maxima verossimilhanca e os métodos de testes de hipéteses tomam como
base principalmente os testes da razao de verossimilhancas, escore e Wald. A utilizacao
destes testes em MLG podem ser vistos em Pregibon (1982), Davison e Tsai (1990), Cook
e Weisberg, S. (1983) e outros.

De forma pioneira, Cordeiro (1983, 1987) apresentou formas matriciais para o fator
de correcao de Bartlett (Bartlett 1953a, 1953b) do teste baseado na estatistica da razao

de verossimilhancas em MLG com dispersao conhecida e desconhecida, respectivamente.
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Mais tarde, a partir da obtencao do fator de correcao tipo-Bartlett para a estatistica
escore em Cordeiro e Ferrari (1991), Cordeiro, Ferrari e Paula (1993) e Cribari-Neto e
Ferrari (1995) obtiveram quantidades matriciais para este fator de correcdo em MLG com
dispersao conhecida e desconhecida, respecitamente.

O teste baseado na estatistica gradiente foi proposto por Terrell (2002) e é uma al-
ternativa a hole trinity de testes baseados nas estatisticas da razao de verossimilhancas,
escore e Wald. A estatistica gradiente também esta na classe das estatisticas que conver-
gem em distribuicao para a distribui¢ao qui-quadrado. Rao (2005) disse ” The suggestion
by Terrell is attractive as it is sstmple to compute. It would be of interest to investigate the
performance of the [gradient] statistic.” A partir dai vérios estudos tomando como base
o teste baseado na estatitica gradiente foram apresentados. Lemonte e Ferrari (2012a)
compararam o poder local do teste baseado na estatitica gradiente com os testes da razao
de verossimilhancas, escore e Wald e concluiram que nenum dos testes é uniformemente
mais poderoso que o outro. Lemonte (2013) fez um estudo da estatistica gradiente em
modelos com especificacao incorreta. Outros trabalhos envolvendo o teste baseado na
estatistica gradiente podem ser vistos em Lemonte (2011), Lemonte (2012), Lemonte e
Ferrari (2011), Lemonte e Ferrari (2012b) e Lemonte e Ferrari (2012c).

Recentemente, Vargas, Ferrari e Lemonte (2013) derivaram a expansao sob a hipétese
nula da funcao de distribuicao acumulada da estatistica gradiente até ordem n~'. Esta
espansao é funcao de momentos do logaritmo da fungao de verossilhanga para o modelo
escolhido. A partir dai, os autores propuseram uma estatistica gradiente corrigida por um
fator de correcao tipo-Bartlett. Esta estatistica possui distribuicao Xg, onde ¢ é o numero
de restricoes da hipdtese nula. A diferenca desta estatistica, com a versao nao corrigida,
estd na velocidade de convergéncia. A estatistica corrigida, converge para a distribuicao
Xg a partir de um tamanho de amostra menor do que a estatistica nao-corrigida. Sendo
assim, o teste baseado na estatistica corrigida tende a ser mais acurado em amostras
pequenas. Estes resultados sao muito gerais, visto que nao estao atrelados a modelos
especificos.

Com base nos resultados de Vargas, Ferrari e Lemonte (2013), foi obtida uma expansao
para a funcao de distribuicao da estatistica gradiente sob a hipdtese nula até ordem n=1,
onde n é o tamanho da amostra, para modelos lineares generalizados com parametro
de dispersao desconhecido. As quantidades envolvidas nesta expansao estao em notagao

matricial. A partir disso fazemos um estudo da estatistica gradiente corrigida por um fator
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de correcao tipo-Barteltt, que possui distribuicao xi de referéncia, onde ¢ é o nimero de
restricoes impostas na hipétese nula. Estas quantidades foram obtidas em Vargas, Ferrari
e Lemonte (2014). Estudos de simulagao s@o exibidos com o objetivo de verificar a
performance dessa estatistica corrigida para testar hipéteses compostas em tamanhos de
amostra pequenos. Comparagoes com o teste gradiente nao corrigido e com as estatisticas
da razao de verossimilhancas e escore bem como suas respectivas versoes corrigidas, e com

o teste baseado na estatistica de Wald.

2 Correcao tipo-Bartlett para MLG com dispersao

desconhecida

Considere y = (y1,...,9,)' varidveis independentes, onde cada componente y; tem

densidade na familia exponencial da forma

f(y, 61, 0) = explp{yd — b(6h) + c(y)} + aly, d)], (1)

em que a(-,+), b(+) e ¢(+) s@o conhecidas. Aqui, 6, e ¢, sdo possiveis parametros desconheci-
dos. Para o modelo (1) temos Ely] = y; = ' (6;), Var[y] = Vi/¢, onde ¢~ é o parametro
de dispersao e V = V(u) = du/df é a fungao de variancia em que 8 = [V ~tdu = q(u).

Suponha zy,...,z,, onde z; = (z1;,...,2,;)", determinam uma forma linear dada por
n = Xp, sendo X = (x1,...,7,) a matriz de planejamento do modelo conhecida e de
posto completo sendo 3 = (B, ...,,)" um vetor de parametros desconhecidos. Um mo-

delo linear generalizado (MLG) é definido por (1) e por uma fungao de ligagao d(u) = 7,

estritamente mondtona e duas vezes diferencidvel, que relaciona o vetor p = (p1, ..., iin),
em que j; é a média de cada observacao com o vetor n = (11,...,1m,) e n; é o preditor
linear do modelo. Consideramos a partigao 8 = (3,85 )" em que B; = (B1,...,0,)" e

By = (Bys1,---,Bp) " com g < p, o que induz a particio X = (X; X5) para a matriz do mo-
delo. O interesse ¢ o teste de hipdteses composto: Ho: [1 = Srg versus Hy: B # SBio, onde
By € o vetor de parametros de perturbacao. Assumimos até esse momento que o parametro
de dispersao ¢! é conhecido. Seja L o logaritmo da funcao de verossimilhanca total,
K = E[UUT] a matriz de informagao de Fisher e U = 0L/9f3 a fungao escore total para
3 que pode ser escrita como U = U(B) = X TW'2V~=1/2(y — ). A matriz de informacao
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de Fisher total pode ser escrita como K = ¢X'WX, onde V = diag{Vi,...,V,},
W = diag{wy, ..., w,} com w; = (dw/dm)?/Vi. Seja B = (B],B5])T o estimador de
maxima verossimilhanga irrestrito para ( e Eg o estimador de maxima verossimilhanca
restrito de 35 sob Hy. As funcgoes avaliadas em E = (B}, EQT ) sao indicadas pela adi¢ao
de um ’til’ sobrescrito. A funcao escore total é particionada de acordo com a particao de
B como U(B) = (U1(B)",Ux(B)")". A matriz K é particionada de acordo com a partigao
de 8 nas submatrizes K13 = ¢X| WX, Koy = ¢Xg WXy e Kjp = Koy = XWX, A

inversa da matriz de informacao de Fisher particionada é dada por

1 Kll K12
K= K22l

onde KM = ¢ {(RTWR)™, K12 = K27 = —¢~YRTWR)\CT e K2 = ¢~ {(XJ W X,)~!
C(RTWR)™'CT}, em que R = X; — X,C e C = (XJWX,) 'XJWX,. Seja K'' =

¢"(RTWR)™! a submatriz correspondente & particio da matriz inversa da informacao

de Fisher observada correspondente a (3.

Assim, a gradiente é dada por

Sa = Ui(B)T(B1 — Bio) (2)

em que s = ¢/2V12(y — p). Esta estatistica possui distribuigao assintética x? sob a
hipdtese nula. Sejam U; = OL/0p;, U;; = 0°L/0;00;, etc derivativas do logartimo da

funcao de verossimilhanca. No que se segue, todos os indices variam de 1 a p. Definimos
rij = E(Uyj), kije = E(Uije)

Kijkr = E(Uijkr), Hg) = Okij /OB, nﬁf’") = 0%/ 0BKOBr,

e assim por diante, momentos e derivadas de momentos do logaritmo da funcao de ve-
rossimilhanca total. Consideremos a seguinte expansao para a fungao de distribuicao da

estatistica gradiente Sg sob a hipdtese nula:

]P)(SG S C) = Gq(C) + 2—14{1436!(14_6(6)(142 — 3A3)Gq+4(0) + (Al - 2A2 + 3A3)Gq+2(0)
+ (A2 = A1 = A3)Gy(0)} +o(n™h), (3)
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onde G,(c) = P(x? < ¢). As quantidades A;, Ay e A3 em (3), sao fungoes de momentos
do logaritmo da fungao de verossimilhanca. Sua forma geral é dada em Vargas, Ferrari e
Lemonte (2013). Sejam

A1—A2+A3b A2—2A3 As

a=—, .
12g 12q(q + 2) T 12¢(q+2)(q + 4)

Consideramos a estatistica S, que tem distribuicao assintética XZ sob a hipdtese nula
até ordem n!.
Sér = Sg(l — C — bSG — aSé) (4)

que corresponde a estatistica gradiente corrigida pelo fator de correcao tipo-Bartlett (Var-
gas, Ferrari e Lemonte , 2013).
Aqui, apresentamos férmulas matriciais para os coeficientes da correcao da estatistica

gradiente em MLG com ¢ desconhecido.
Definimos (r); = 9 /06, = iy, (18); = (On/0B,)(0On/0Bs) = w1215, ete. Também

poldudp 1AV (dp\T o LAV (e 1 (@)
T Vidpdp?’ I=veaqu\ay) > M7 veau \an) apr 2" v \ag)

pg Lpdln L (AVNT AN 1 &Y (A
ST Vidpdpr Tt V3 \du dn) > P vedpr \dn)
t= —9>\1 + 3)\2 + 3)\3 + 4)\4 - 2)\5,
d= —5)\1 + 2)\2 + 2)\3 + 2)\4 - )\5, € = —12)\1 + 3)\2 +4)\3 + 6)\4 - 3)\5

Apresentamos a seguir alguns momentos de derivadas do logaritmo da funcao de ve-

rossimilhancas e algumas relacoes:

Kijk = gzﬁz f+2g9)(ijk), /ifjk —gzﬁZtl ijkr), Iil(fr) = —¢Zdl(ijkr)l,
=1

Kijkr = —@ Z ey(ijkr ).
1=1
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Adicionalmente, seja
7=X(X"WX)'XT, Zy=Xo(X; WX) ' X, , Zy=diag(z11, ..., 2m),

ZQd:diag(Z2lla"‘aZ2nn)a F:diag(fla"'7fn)7 G:diag(gla"wgn)a
T = diag(ty,...,t,), E=diag(e,...,e,), d=diag(dy,...,d,)

e seja ® designando o produto de Hadamard entre duas matrizes, 7 = Z ® Z, 73 =
Z®QZ4R® 7, etc.

Consideramos ¥ = (3/,8,,¢)" um vetor de parametros (p + 1)-dimensional. O
objetivo aqui é testar H, : B1 # B, em que (B5,6)" é o vetor de parametros de
perturbagao. Teremos entao trés tipos de momentos do logaritmo da funcao de veros-
similhanca: momentos que envolvem somente o vetor de parametros 3, que envolvem os
parametros (3 e ¢ e os que envolvem somente o parametro ¢, ou seja, rgs = E(0*L/¢?),
Kors = E(O°L)0¢IB.00;), etc. Um fato importante é que parametros 3 e ¢ sdo global-

mente ortogonais (Cox e Reid (1987)), ou seja,

Ks; 0 K- 0
K=17 K= |78 .
0 K, 0 K

onde Ky = —kyy = —F(0*L/J¢?). Para a hipétese nula considerada, temos:

Ky Ko 0 K% K2 0
. Az 0 Mz 0
K= |Ky Ky 0 K = K* K* 0 A= _1 M = )
L 0 Ky 0 0

onde Mz = Ky - Ag. Aqui, m™ e a"® correspondem aos respectivos elementos da

posi¢ao (r,p+ 1) de M e A, e m? e a® os elementos da posigao (p+ 1,p+ 1) de M

e A respectivamente. Temos m™ = m? = m? = a™® =a*" =0, (r = 1,...,p) com
oo — _ 1
a K pep -

Para a familia exponencial biparamétrica de posto completo com parametros canonicos

¢ e ¢f, podemos reescrever o termo a(y, ¢) da equagao (1) como a(y, ¢) = di(¢) + da(y).
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Seja d(g) = ¢2d/1/(¢) € d(g) = ¢3d1m(¢). Assim,

Kpp = ndi (D), Kppi =0, FKijo = "”v Zwl ij)i f@'zm = 0.

(5)

Outros momentos e func¢oes de momentos de derivadas do logaritmo da funcao de veros-

similhangas podem ser obtidos através destes, utilizando relagoes de Bartlett (Bartlett
(1953a), Bartlett (1953b)).

Podemos mostrar que quando ¢ é desconhecido,

A

120" 1T (F + Q{242 Zy — Zs4ZsZaq + Z® — Z8WF + G)1

— 60 1T (F+20){(Z + Z») @ (Z® — ZO)W(F + G)1
— 60 "L {(F +2G)(Z — Z2)a(Z 24 + Z2Zq)}(F + G)1
— 12071 (F + 2G){ Z2a(Z Z4 — Z2Z24) }(F + G)1

— 120" 1T(F +26){Z? @ (Z — Z,)W(F + G)1

+ 60 1 T{(Z — Zy)aZa + 2(Z — Z3)aZsa}1

+ 60" "1 (T — EY{(Z — Zy)aZ2}1

+ 60 1T (F 4+ 2G){(Z — Z3)aZyZaa} (F + 2G)1

+6¢ 1T (F+26G){2Y @ (Z — Zy)}(F +2G)1

+ 3¢ "1 (F 4 2G){ Z24(Z — Z5) Zog} (F + 2G)1

+ 3¢ (F + 2G){ Zoa(Z — Zo)(Z — Zy)a}(F + 2G)1

6q{d + (2 — 17+-Q)d@)}

— 121" D2 — Z8H1 + T
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60 1T (F +26G){(Z — Z,) ® (2® — ZP)}(F + G)1
+ 60" LT (F + 2G){(Z — Z2)a(Z Zg — Z2Z2a)}(F + G)1

Ay

_ %¢—11T<F F26){(Z = Z2)alZ — Zo)(Z — Zo)a}(F + 2G)1

_ g¢—11T(F L2V (Z — Z)DNF +206)1

— 30"V (F + 2G){Z2a(Z — Zo)(Z — Za)a}(F + 2G)1
— 3¢ " (F 4+ 2G){(Z — Z3)aZ2(Z — Zo) 4} (F + 2G)1
— 60 T (F +20){Zy @ (Z — Zy) P} (F + 2G)1

3q(q +2) (7)

— 3¢ 1T (2T — E)(Z — Z,)P1 +
nd(g)

Ay= 507N T(F 4 26){(Z — Z22)ulZ — 2)(Z — Z)a}(F +20)1

+ 507 1T (F 4 26){(Z — Z)®}(F +20)1, (8)

em que 1 é um vetor de 1’s. Assim, as quantidades A;, A e Az que sao utilizados na
correcao do teste gradiente em modelos lineares generalizados quando o parametro de
dispersao é desconhecido, sdo dados pelas quantidades (6),(7) e (8) substituindo ¢ por
sua estimativa de maxima verossimilhanca sob H, ou seja, ¢. Quando os A’s envolvem
outros parametros desconhecidos, substituimos estes por seus estimadores de maxima

verossimilhanga sob H,.

3 Simulacoes

Como ilustracao a simulagoes, tomamos como base o modelo de regressao com variavel
resposta gama, na classe de modelos lineares generalizados. Neste caso, cada y; em (1)
tem densidade gama, com ¢c(y) + a(y, @) = (¢ — 1)log(yo) + logd — logT'(¢) em que
['(¢) é a fungdao gama, b(f) = —log(—0), u = E(y) = —1/0 e V() = p?  Assim,
[ = exp {Z?:l Bjxj}, tomando a funcao de ligacao logaritmica. Com base nesse modelo,

as quantidades Ay, Ay e A3 sdo facilmente calculadas. Para as simulacgoes de tamanho
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e poder, consideramos a primeira coluna da matriz de covariadas como um vetor de 1’s
e as demais covariadas geradas como valores absolutos da distribuicao normal padrao.
Para o método da méxima verossimilhanca foi utilizado o método quasi-Newton. As
simulagoes foram conduzidas na linguagem matricial Ox (Doornik , 2011). Comparagoes
entre os testes baseados nas estatisticas de Wald (Sy), razao de verossimilhangas (Spr),
escore (Sg), gradiente (Sg), e as versoes corrigidas dos testes baseados na estatisticas da
razao de verossimilhancas (S} ) (Bartlett, 1953a), escore (S}) (Cordeiro e Ferrari, 1991)

e gradiente (Sg.) (Vargas, Ferrari e Lemonte , 2013) sdo apresentadas.

3.1 Tamanho dos testes

Aqui, foram consideradas amostras de tamanho 10, 15 e 20 com dimensao de § dada
por p = 5 com ¢ = 3,2,1 parametros testados na hipétese nula. As taxas de rejeicao
consideradas para a hipdtese nula foram de 10% e 5%, com 100000 réplicas e Monte
Carlo. Os resultados da simulacao encontram-se descritos na Tabela 1.

Podemos observar que o teste gradiente corrigido teve um bom desempenho frente aos
outros testes com comportamento semelhante ao teste escore corrigido. O teste gradiente
corrigido teve uma distorcao menor que o teste da razao de verossimilhanca corrigido.
As estatisticas corrigidas tiveram comportamento mais liberal, principalmente no caso da
estatistica de Wald.

3.2 Estudo de poder

Aqui, foi considerado o tamanho de amostra n = 20 com dimensao de § dada por
p =5 com ¢ = 2 e taxa de rejeicao da hipdtese nula 5%. Os testes foram analisados sob
a hipdtese alternativa H; : f; = S = 0 com 6 = {—3,—-2,—1,-0,5,0,5,1,2,3}. Foram
consideradas 100000 réplicas de Monte Carlo. Os resultados da simulacao encontram-se
descritos na Tabela 2. De modo geral, podemos concluir que nao ha significante diferenca

entre os testes em termos de poder.
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Tabela 1: Taxas de rejeicao de Hg no modelo de regressao gama com dispersao desconhe-
cida para as estatisticas de Wald (Sy ), LR (SLr), escore (Sg), gradiente (Sg), e versoes

corrigidas: (S} g, S, S&:); p = 5.

n (0% SW SLR SR SG' SZR SE SE
q=3
10 10 50,69 31,87 7,33 13,82 16,85 9,25 9,49
o 4252 2227 1,71 3,77 9,75 3,779 3,23
15 10 3595 22,10 10,00 12,48 12,52 10,74 9,97
o 27,69 13,71 480 5,11 6,66 5,06 4,63
20 10 29,64 1763 9,84 11,84 11,88 10,65 10,23
5 21,70 10,56 5,04 528 587 5,28 4,98
q=72
10 10 43,27 30,10 14,07 20,34 16,86 11,53 11,46
5 35,12 21,04 595 9,69 993 559 5,08
15 10 30,34 21,08 11,87 15,52 12,5 10,78 10,44
o 2228 13,06 580 7,50 6,60 5,59 5,13
20 10 24,83 17,26 10,75 13,60 11,39 10,33 10,32
5 1745 10,15 5,18 6,69 599 5,17 5,17
q:
10 10 32,38 26,02 18,47 2231 16,07 11,68 11,57
5 2480 17,82 10,35 13,06 941 594 5,96
15 10 23,23 18,76 13,15 16,63 1245 10,42 10,61
5 16,25 11,65 7,03 9,12 6,64 538 5,44
20 10 19,88 15,71 11,75 14,24 11,20 10,21 10,25
5 13,04 925 58 7,60 58 512 517

Tabela 2: Taxas de rejeicao nao-nulas no modelo de regressao gama com dispersao des-
conhecida para as estatisticas de Wald (Sy ), LR (Spgr), escore (Sg), gradiente (Sg), e

versoes corrigidas: (S} g, Sk, Se)ip=05,g=2en =20, a =5%

0 Sw Sk S Sa  Sip Sy S8
-3,00 100,00 100,00 93,15 100,00 100,00 99,79 100,00
-2,00 99,99 99,70 67,71 99,16 9926 78,10 98,83
1,00 6224 5248 39,92 4523 42,15 4228 40,72
0,50 47,14 36,01 17,72 26,71 26,06 21,21 23,20
0,50 42,84 3555 3262 31,34 2676 3403 27,88
1,00 6445 5254 3311 4335 4174 3591 3840
2,00 99,99 99,94 9469 9984 9983 97,96 99,80
3,00 100,00 100,00 99,98 100,00 100,00 100,00 100,00
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4 Conclusao

A obtencao de féormulas matriciais para o fator de correcao tipo-Bartlett para a es-
tatistica gradiente corrigida em modelos lineares generalizados com dispersao desconhe-
cida ¢ feita de forma simples a partir dos resultados de Cordeiro (1983) e Cordeiro (1987).
Em amostras pequenas, a distribuicao qui-quadrado nem sempre é uma boa aproximacao
para a distribuicao das estatisticas da razao de verossimilhangas, escore, Wald e gradi-
ente, portanto, os testes baseados nestas estatisticas apresentam resultados distorcidos.
As correcoes de Bartlett e tipo-Bartlett para as estatisticas da razao de verossimilhancas,
escore, Wald e gradiente se justificam nesse sentido. Para os MLG com dispersao des-
conhecida, o teste gradiente corrigido apresentou-se como uma alternativa competitiva
em relagao ao teste escore corrigido, e apresentou menos distorcao que o teste da razao
de verossimilhanca corrigido. Em todos os casos, as correcoes de Bartlett e tipo-Bartlett

foram efetivas.
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Resumo

Aplicagbes da teoria de probabilidade em biologia matemética tem sido alvo de
estudo por diversos probabilistas. Existem diversos modelos nesta area com im-
portantes aplicacoes. Dentre as aplicacoes destacam-se os modelos estocasticos de
evolucao populacional. Neste texto sao apresentados alguns modelos de evolucao
populacional de espécies que vivem em coldnias as quais podem em momentos
aleatorios sofrerem colapsos. Diversas estratégias podem ser tomadas por uma po-
pulacdo de sobreviventes perante um colapso. O principal objetivo desse texto
consiste em apresentar variantes de um modelo estocastico populacional e analisar

a dispersao como estratégia de sobrevivéncia.

Palavras-chave: Dinamica Populacional; Colonizacao; Colapso; Processos de

Ramificagao; Dispersao.

1 Introducao

Nos dias atuais tem-se intensificado o estudo de modelos estocasticos cujas motivagoes
iniciais sao problemas encontrados na Fisica Estatistica e Biologia Matematica. A te-
oria de probabilidade aliada a métodos estatisticos e computacionais permite o estudo
e avaliacao de diversos modelos estocasticos com aplicagoes relevantes em uma quan-
tidade muito extensa de areas. No ambito da modelagem estocastica via sistemas de
particulas interagentes a ideia é entender fenomenos globais decorrentes de intimeras in-

teragoes microscopicas entre agentes cuja dinamica segue regras probabilisticas ou mesmo

*Autor para correspondéncia: e-mail: vvjunior@gmail.com, Fone: +55-62-3521-1208.
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deterministicas. O foco deste trabalho é a dinamica de colonizagao de localidades por
parte de populagoes de uma dada espécie.

Populagoes bioldgicas estao sujeitas a catastrofes que podem causar extingao em massa
ou eliminacgao parcial dos individuos. Quando ocorre uma catastrofe os individuos sobre-
viventes podem agir de diferentes maneiras. Uma estratégia adotada por algumas po-
pulagoes é a dispersao. Nesse caso, os individuos tentam criar novas colonias numa outra
localidade, podendo ou nao haver competicao. Basicamente, pode-se imaginar dinamicas
populacionais com o seguinte funcionamento. Individuos iniciam uma colonia, esta é po-
voada e apds algum tempo ha um colapso. Alguns individuos sobrevivem ao colapso e
migram para novas localidades visando formar novas colonias. Nesse tipo de dinamica
ha algumas questoes a serem consideradas. De que modo a populacao cresce? Qual o
tempo de colonizacao até o instante do colapso? Qual tipo de efeito catastrofico ocorre
no colapso? Ha ou nao dispersao?

Além disso, caso haja dispersao é preciso considerar as seguintes questoes. Qual o tipo
de meio considerado? De que modo os individuos sobreviventes agem para se dispersar?
Ha concorréncia por espaco?

Encontra-se na literatura artigos com diversas abordagens diferentes. Artalejo et al.
(2007) consideram modelos sem dispersao. Neste trabalho o tamanho populacional evolui
segundo um processo de nascimento e morte que incorpora a possibilidade de reducao
populacional de tamanho arbitrario no momento de um colapso. Os autores consideram
dois tipos de catéstrofes, a saber binomial e geométrica. Brockwell et al. (2016) consi-
deram a evolugao populacional através de um processo de Markov a tempo continuo que
inclui em seu gerador taxas de nascimento, imigracao e catastrofe. Os autores conside-
ram trés tipos de catastrofes. Além das catastrofes binomial e geométrica, consideram
catastrofes do tipo uniforme. Neste trabalho os autores consideram também variantes
onde o crescimento populacional entre catastrofes se da de forma deterministica. Cairns
et al. (2016) modela o crescimento populacional de acordo com o processo de nascimento,
morte e catastrofes. Porém em seu modelo as taxas de transicao dependem do tamanho
populacional de modo completamente arbitrario. No caso supercritico desse modelo, o
tamanho populacional pode atingir tamanho infinito em tempo finito.

Schinazi (2015) e Machado et al. (2017) consideram modelos onde hé dispersao e esta
¢ uma boa estratégia para sobrevivencia. Formalmente falando, um modelo estocéstico

de evolucao populacional sobrevive se em qualquer instante de tempo existir colonia em
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povoamento. Caso contrario, diz-se que o processo se extingue ou morre. Schinazi (2015)
usa cadeias de nascimento e morte em meios aleatérios para modelar o crescimento popu-
lacional. Machado et al. (2017) consideram um modelo onde a populacao de cada colonia
cresce de acordo com um processo de Yule e os individuos criam colonias sobre os vértices
de um grafo conexo nao orientado de grau localmente limitado.

Neste texto é apresentado um conjunto de modelos estudados por Junior et al. que
ao serem comparados mostram que a dispersao nem sempre ¢ a melhor estratégia de so-
brevivéncia. Basicamente, isto depende de trés fatores, a saber, o tipo de catéastrofe, as
restrigoes espaciais do meio e a probabilidade que cada individuo tem de sobreviver ao
colapso. Neste texto, as catdstrofes binomial e geométrica sao misturadas num mesmo
processo de modo que no instante de colapso, a catastrofe é de cada um dos tipos com
uma certa probabilidade. Tanto em Machado et al. (2017) como nesse texto, cada colonia
cresce durante um tempo exponencial de média 1 até o instante do colapso. Para avaliar
a dispersao sao considerados trés tipos de processos. De forma andloga ao processo apre-
sentado em Artalejo et al. (2007), no processo sem dispersao a populagao cresce de acordo
com o processo de nascimento, morte e catastrofes. Nos outros dois processos onde ha
dispersao cada colonia tem crescimento populacional dado por um processo de Poisson.

No modelo onde h& restricao espacial as colonias ocupam vértices de um grafo regular.

2 Os Modelos

2.1 O Modelo de Schinazi

Na natureza é comum encontrar espécies que vivem em colonia durante um certo tempo
até que essa sofra algum tipo de colapso. Ocorrendo colapso, eventuais sobreviventes
podem dispersar e procurar localidades para formar colonias novas. Schinazi (2015) propos
um modelo estocédstico nao espacial para modelar tal tipo de dinamica populacional. Em
seu modelo, mostra que a dispersao aleatoria é uma boa estratégia para a sobrevivéncia

da populagao. A seguir seguem os principais resultados do trabalho de Schinazi (2015).

Teorema 2.1 (Teorema 1 em Schinazi (2015)). Considere um processo onde 0s individuos
estao divididos em um niumero aleatorio de colonias independentes. Cada colonia € um
processo de nascimento e morte, onde a taxa de nascimento é amostrada de uma distri-

buicao fizada p e a taxa de morte é 1. Cada colonia é associada a um tempo aleatorio T
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amostrado de uma distribuicao fixada v. No tempo T cada individuo na colonia comeca
uma nova colonia independente com um novo A e um novo T. Esta populacdo sobrevive

se e somente se Elexp((A — 1)7)] > 1, onde A tem distribui¢ao p e T tem distribuic¢do v.

Nesse modelo os individuos nao morrem no colapso, o que ocorre é a destruicao do
habitat onde a colonia se encontra. Assim, os individuos migram procurando novos lo-
cais. Analisando o resultado, Schinazi (2015) conclui que comparando com o modelo de
ambiente fixo (sem colapsos), segue que a dispersao aleatéria ajuda na sobrevivéncia. Por
outro lado, nao é claro se a sobrevivéncia se torna mais provavel pela multiplicacao de am-
bientes aleatérios (dispersao) ou simplesmente devida a mudanga do ambiente. Para dar
continuidade a essa analise ele introduz um outro modelo sem dispersao e com mudancas

globais do ambiente para toda populagao. O modelo é descrito no seguinte Teorema.

Teorema 2.2 (Teorema 2 em Schinazi (2015) ). Considere uma cadeia de nascimento e
morte em ambientes aleatorios para a qual a taxa de morte € 1 e a tara de nascimento
muda nos tempos Ty, = 7 + 1o + -+ + T onde 11, Ty,... sao variaveis aleatorias inde-
pendentes e identicamente distribuidas. As tazas de nascimento sao amostradas de uma
distribuicao firada p. Assuma que E(11) < oo e E(A) < oo onde A tem distribui¢io p.
Assuma que as taxas de nascimento e os tempos T; sao independentes. Entao, o processo

sobrevive se e somente se E(A) > 1.

A conclusao do teorema é que apenas mudancas globais no ambiente nao favorecem a
sobrevivéncia. Dessa forma, Schinazi (2015) conclui que é de fato a mistura da dispersao

com a mudanca do ambiente o que ajuda a sobrevivéncia.

2.2 Modelo de Brockwel

Brockwell et al. (2016) considera um modelo nao espacial com uma tnica colonia. Cada
individuo da nascimentos a taxa A > 0 e morre a taxa pu > 0. Além disso, catastrofes
(colapsos) ocorrem a taxa a > 0. Quando uma catastrofe ocorre todo individuo na
colonia tem probabilidade p de sobreviver e 1 —p de morrer, independente do que ocorre a
outros individuos. Brockwell et al. (2016) mostra que a sobrevivéncia (isto ¢, em todos os

instantes de tempo existe pelo menos um individuo na colonia) tem probabilidade positiva
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de ocorrer se e somente se A > p e

1w—alogp < A

Isso significa que, existe um valor critico para p,

P1=€Xp | — .
a

Nesse caso, o modelo sobrevive se e somente se p > p;.

2.3 O Modelo de Roldan- Machado-Schinazzi

Trata-se de um modelo estocastico de colonizacao e colapso em um grafo G com con-
junto de vértices V', publicado em Machado et al. (2017). Em cada vértice de G pode
haver uma colonia ou nao. Cada colonia comeca com um unico individuo. O numero
de individuos na colonia no tempo t é determinado por um processo de nascimento puro
(processo de Yule) de taxa A > 0. A cada colonia é associada um tempo exponencial de
média 1. Quando o tempo exponencial ocorre, a colonia colapsa e o vértice da colonia se
torna vazio. No tempo do colapso cada individuo da colonia sobrevive com probabilidade
p > 0 ou morre com probabilidade ¢ = 1 —p. Cada sobrevivente pula aleatoriamente para
um dos vértices vizinhos. Se o vértice ja estd ocupado o individuo morre, se o vértice
estda vazio o individuo inicia nele uma nova colonia. Quando mais de um individuo salta
para um mesmo vértice vazio, somente um € responsavel pela formacao da colonia nova;
os demais morrem. Este modelo é denotado por CC(G, A, p). Trata-se de um processo de
Markov a tempo continuo com espaco de estados N e cuja evolugao (estado no tempo t)
¢ denotada por 7. Para cada vértice z € V', ny(x) = i significa que no tempo ¢ existem i
individuos no vértice x. Em Junior et al. (2017) é apresentada uma versao desse modelo
onde o grafo é uma arvore homogeénea, cada colonia cresce segundo um processo de con-
tagem genérico e o tempo de duracao de uma colonia é uma variavel aleatéria continua

nao-negativa genérica.

Defini¢ao 2.3. Seja 1, um processo CC(G, \,p) come¢ando com um nimero finito de
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colonias e || := Y o, m(x). Diz-se que 1, sobrevive (globalmente) se
P(|me| > 1 para todo t > 0) > 0.

Caso contrdrio, € dito que o processo morre (globalmente).

Definigao 2.4. Seja n, um processo CC(G, A\, p). Diz-se que 1, morre localmente se para
todo vértice x € V' existe um tempo (aleatorio) finito T tal que n,(x) = 0 para todo t > T.

Caso contrdrio, € dito que o processo sobrevive localmente.

Note que morte local significa que todo vértice é colonizado somente um nimero finito

de vezes.

Definigao 2.5. Seja 1, um processo CC(G,\,p) com 0 < p < 1. Diz-se que n; exibe
transi¢ao de fase (em \) se 0 < A.(p,G) < 0.

Observe que o numero de individuos por vértice nao é limitado. Assim, é concebivel
pensar que o modelo sobreviva em um grafo finito. O resultado a seguir mostra que isso

nao ocorre e portanto nao existe transicao de fase do modelo em grafos finitos.

Proposicao 2.6. Para p < 1 e todo grafo finito G, o processo de coloniza¢ao e colapso
CC(G, A\, p) morre.

No seguinte teorema sado apresentadas condigoes suficientes para extingao (global e

local) no modelo de colonizacdo e colapso sobre grafos infinitos.

Teorema 2.7. Seja G um grafo m-regular, n, um processo CC(G, \,p) e

1(m) m——ZB(1+—k><1——> ,

k>1
onde B(a,b) = fol u (1 —u)*"Ydu € a funcio Beta.
(i) Se u(m) <1 e |ny| < oo, entao n; morre local e globalmente.

(ii) Seja G = Z% d > 1. Se u(2d) < 1 e no(x) < 1 para todo x em Z entio n; morre

localmente.
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(iii) Seja G = T4 d > 1. Se u(d + 1) < 1/d e no(z) < 1 para cada x em T? entao n,

morre localmente.

No resultado a seguir sao apresentadas condicoes suficientes para a sobrevivéncia do

processo de colonizagao e colapso sobre alguns grafos infinitos.

Teorema 2.8. Para p > 0 ¢ A := Ap,G) > 0 suficientemente grande, o processo
CCO(G, A\, p) com G =7 ou T? sobrevive global e localmente.

Os autores introduzem uma versao nao espacial do modelo e comparam com o modelo
de catéstrofe descrito por Brockwell et al. (2016). Considere um modelo para o qual todo
individuo da nascimentos a taxa A e morre a taxa pu. O processo inicia com um tnico
individuo e portanto com uma tnica colonia. Quando uma colonia colapsa seus individuos
sobrevivem com probabilidade p e morrem com probabilidade 1 — p, independentemente
do que ocorre com outros individuos. Todo individuo sobrevivente gera uma nova colonia
a qual eventualmente colapsa. Colonias colapsam independentemente de outras a taxa

a > 0. Tem-se a seguinte propriedade deste modelo de miltiplas colonias.

Proposicao 2.9. O modelo de muiltiplas colonias sobrevive com probabilidade positiva se

e somente se
PE [oxp (A — p)T)] > 1,

onde T tem distribuicao exponencial com taxa a.

A conclusao é que é mais provavel para o modelo com multiplas colonias sobreviver do
que o modelo com uma tnica colonia. Isto é, morar em diversas colonias pequenas é uma
estratégia melhor do que morar em uma tnica grande colonia. Note que esta conclusao
nao é ébvia. O modelo com uma tinica colonia tem taxa de catastrofe a enquanto o modelo
com multiplas colonias tem taxa de catastrofe na se existem n colonias. Além disso, uma
catastrofe tem maior probabilidade de acabar com uma colonia menor do que com uma
maior. Por outro lado, multiplas colonias dao vérias possibilidades para sobrevivéncia e
isso acaba sendo uma importante vantagem do modelo com multiplas colonias em relagao

ao modelo com uma unica colonia.
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2.4 Modelo de Artalejo

O modelo apresentado em Artalejo et al. (2007) é um modelo estocastico de uma tnica
colonia. A colonia dé nascimento a um novo individuo a taxa A > 0, e colapsos ocorrem a
taxa p. Se na ocorréncia de um colapso o tamanho da populagao € 7, esta se reduz a um
tamanho j com probabilidade p;;. O valor p;; ¢ determinado pelo tipo de colapso. Sao

considerados dois tipos de colapsos descritos a seguir.

e (Catastrofe Binomial: Os individuos sao expostos ao efeito catastréfico simultane-
amente. Cada individuo sobrevive com probabilidade p < 1 (morre com probabilidade

g =1 — p), independentemente de qualquer outra coisa. Isto é,

i
A@==Q)pq ,0< )<

O modelo de catastrofe binomial assume que nos tempos de catastrofe cada individuo
sobrevive com probabilidade p € (0, 1), independentemente de qualquer outra coisa. Mo-
delos com catdstrofes binomiais foram introduzidas por Brockwell et al. (2016) e tém sido
bastante estudados, veja por exemplo, Artalejo et al. (2007), Kapodistria et al. (2016) e
as referéncias contidas nesses artigos.

e Catastrofe Geométrica: Os individuos sao expostos ao efeito catastrofico sequencial-
mente e o declinio na populacao para no primeiro individuo que sobrevive, ou quando toda

a populagao torna-se extinta. Se cada individuo sobrevive com probabilidade p, entao

G _ qiv j:O
Hij = i .
pg'7, 1 <7<

A catéastrofe geométrica corresponde aos casos onde o declinio da populagao cessa ime-
diatamente apds algum individuo sobreviver a catéastrofe. Isto ocorre em algumas formas
de catastrofes epidéemicas e quando a catastrofe tem propagacao sequencial semelhante
a modelos presa-predador. Os autores consideram os modelos com catéastrofe binomial e
catastrofe geométrica de forma isolada. Em outras palavras, apresentam uma versao do

processo para cada tipo de catastrofe.
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3 Resultados

Nessa secao sao apresentados resultados de Junior et al. (2016) . Os autores analisam
a dispersao como estratégia de dispersao. Para isso comparam trés modelos descritos nas

subsecoes que seguem.

3.1 Modelo sem restrigoes Espaciais

Em Artalejo et al. (2007) os autores consideram os modelos com catéstrofe binomial
e catastrofe geométrica de forma isolada. Em outras palavras, apresentam uma versao do
processo para cada tipo de catdstrofe. Dado que é possivel pensar que diferentes tipos de
colapsos podem afetar uma mesma populacgao, considera-se aqui um modelo que mistura
os dois tipos (catdstrofes binomiais e geométricas). Isto é, nos tempos de colapso, com
probabilidade r o colapso é do tipo catastrofe geométrica e com probabilidade 1 — r o

colapso é do tipo catastrofe binomial. Assim,

pg =g+ (1= 7).

Assuma também que p = 1. Formalmente falando, o tamanho da populacao (ntimero
de individuos na colonia) no tempo ¢ é um processo de Markov a tempo continuo { X (¢) : ¢ > 0}

com gerador infinitesimal (g;;); ;>0 dado por

>\7 j =1 + ]-7 i Z 07
Hij 0<y<y,

dij = i—1 . .
_(/\+Zj:0uij)v t=7,
0 em outro caso.

Assuma X (0) = 1, denote por MC'(r, A, p) o modelo descrito pelo processo { X () : t > 0}.

Fazendo r = 0 e r = 1, obtém-se os modelos considerados em Artalejo et al. (2007).

Teorema 3.1. Seja X (t) um processo MC(r,\,p), com A > 0 e 0 < p < 1. Entdo, a
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extingdo (isto €, X (t) = 0 para algum t > 0) ocorre com probabilidade

1 ,ser <1
pilr) = { mm{l/\pp, 1} ,ser=1.
Além disso, ser < 1, our =1 e Ap < 1 —p, o tempo até a extingdo do processo tem
média finita.
Observagao 3.2. O resultado do Teorema 3.1 jd tinha sido provado em Artalejo et al.
(2007) nos casosr =0 er = 1. A partir deste resultado pode-se ver que a sobrevivéncia é
possivel apenas quando as catdstrofes sao  puramente geométricas
(r = 1). A razao para isso é bastante clara: se r < 1 as catdstrofes binomiais acon-
tecem a taza (1 —r) > 0, assim mesmo se considerar p = 1 quando a catdstrofes sao
geométricas, a populacao vai sofrer extincdo como provado em Artalejo et al. 7 para o

caso r = 0.

3.2 Modelo com dispersao e sem restricoes espaciais

Considere uma populacao de individuos divididos em colonias independentes. Cada
colonia comeca com um individuo. O nimero de individuos na colonia aumenta segundo
um processo de Poisson de taxa A > 0. De forma independente, a cada colonia é associ-
ado um tempo exponencial de média 1. Quando o tempo exponencial ocorre, a colonia
colapsa (ocorre uma catéstrofe binomial ou geométrica) e cada um dos sobreviventes ao
colapso comega uma nova colonia de forma independente. Apds o colapso da colonia, ela
desaparece. Denote esta dinamica por MC?(r, A, p) iniciando com um tnico individuo

(uma colonia).

No resultado a seguir sao estabelecidas condigoes necessarias e suficientes para a so-

brevivéncia (existéncia de colonias em todo instante de tempo) no modelo MC?(r, A, p).

Teorema 3.3. O modelo MC?(r,\,p) sobrevive com probabilidade positiva se e somente

Se

p(A+1)%r
Ap+1
O Teorema 3.3 mostra que, ao contrario do que acontece no MC*(r, A, p), em MC?(r, \, p)

+pA+1)(1—r) > 1. (1)

a populacao pode sobreviver mesmo quando catéstrofes binomiais sao possiveis (r < 1).
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Veja o exemplo 3.5. Em particular, se 7 = 0 (s6 catédstrofes binomiais) o processo sobre-

vive com probabilidade positiva quando p(A + 1) > 1.
No teorema a seguir é apresentado o modo de calcular a probabilidade de extincao, ou
seja, a probabilidade de que em algum instante de tempo o sistema fique sem colonias.

Teorema 3.4. Seja py(r) a probabilidade de extingio no modelo MC?(r,\,p). FEntao

p2(r) € a menor solug¢do nao negativa de

1 r(A+1)ps  (I—=7r)(A+1)ps
= = 2
o(s) 14+ Ap 4 1+)\—)\s+ 1+ Ap— Aps s )

Exemplo 3.5. Considere MC?(r,1,2/5). Neste caso,

3 4rs 20(1 —7)s
o) = 7 T i 1ds

Além disso, a menor solu¢ao nao negativa de ¢(s) = s, é dada por

1 < 7/12
pa(r) = § 12r + 49 — /14477 + 11761 + 49
, > T7/12.
28
Observagao 3.6. Nos casos r = 0 (apenas catdstrofes binomiais) e 1 = 1 (apenas

catdstrofes geométricas) a solugio de (2) é simples:

p2(0) = min {Aip, 1} ¢ p(1) =min {%, 1} .

Observe ainda que p2(0) > pa(1) onde a desigualdade € estrita quando (1+ A+ 2?71 <
p < 1. Mais ainda,

e Se p < m entao pg(O) = ,02(1) =1.
1 X B g+ 1)
561—1-/\——1—)\2 <p< T\ entao pg(O)—l €p2<1>— A(l—l—Ap)
X g4 _ q(A+1)
e Sep> T entao p2(0) = " e pa(l) = CESYE
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Note que, assim como no modelo sem dispersao, a catdstrofe binomial é mais severa que

a catastrofe geométrica.

Observacao 3.7. Observe que pi(r) > pao(r). Em particular, se v < 1 a desigualdade
¢ estrita quando (1) ocorre. Além disso, pi1(1) > pa(1) para AN(1 + Ap) > q(A + 1).
Portanto, quando nao existem restricoes espaciais a dispersao € uma boa estratégia para
a sobrevivéncia da populacdao. Isto coincide com os resultados encontrados no modelo de

Schinazi 7 e no modelo de colonizacao e colapso de Roldan-Machado-Schinazzi.

3.3 Modelo com dispersao e restricoes espaciais

Seja G um grafo m—regular. Cada vértice de G pode estar vazio ou ocupado por
um numero finito de colonias. Cada colonia comeca com um individuo. O nimero de
individuos na colonia aumenta segundo um processo de Poisson de taxa A > 0. Cada
colonia é associada a um tempo exponencial de média 1. Quando o tempo exponencial
ocorre, a colonia colapsa (ocorre uma catédstrofe binomial ou geométrica). Cada um dos
sobreviventes ao colapso tenta criar uma nova colonia em um dos vértices vizinhos esco-
lhido aleatoriamente (mesmo que esse vértice ja esteja ocupado). Entre os sobreviventes
que migram para um mesmo vértice tentando criar uma nova colonia, somente um tem
sucesso; os demais morrem. Assim, neste processo quando uma colonia colapsa, esta é
substituida por 0,1,... ou m colonias. Denote este modelo por MC? (r, A, p) e assuma que

0 processo comec¢a com um unico individuo em um vértice de G.

Teorema 3.8. O modelo MC3 (r, \,p) sobrevive com probabilidade positiva, se e somente

" mp(1 + \)?r mp(1+ \)(1 —7)
(m+XN)(Ap+1) m+ Ap

O Teorema 3.8 d4 uma condig¢ao necesséaria e suficiente para a sobrevivéncia da po-

> 1.

pulagao no modelo MC3 (r, A, p). O préximo teorema mostra uma forma para calcular a
probabilidade de extingao do processo. Esta é uma das raizes de um polinémio de grau

m.

Teorema 3.9. Seja ps(r) a probabilidade de extingio no modelo MC3 (r, A\, p). Entao

p3(r) € a menor solug¢do nao negativa de

W(s) :=rg(s) + (1 —r)p(s) =s
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onde

¥B(s) = pr + m(lj . i (ZZ) [nq(ifip)} k zk: (f) m(1 (Ii;‘]f Apj’

k=1 Jj=0
o q (1+ N)ps " /m s 1NN /K (—1)7—14k
vels) = T T et kzl<k> [m(1+>\)] j20<j>m(1+)\)>\j'

Exemplo 3.10. Considere MC3(r,1,2/3). Entdo

(s) 126r . 32\ ;5 n 1387 n 144\ . 36 24r st 1
5) = - s - s — = —.
3575 715 3575 715 65 325 S

Logo, a menor solu¢ao nao negativa de 1 (s) = s, é dada por

(") = —440 — 132r + 1/22(14000 + 93751 + 792r2)
Pall) = 2(80 + 63r) '

4 Conclusao

A fim de avaliar a dispersao como estratégia de sobreviveéncia, defina
M (p) == inf{\ : P[MC"(r, \, p) sobrevive] > 0}, parai=1,2,

e M(p,m):=inf{\: P[MC? (r,\, p) sobrevive] > 0}.

Observe que para i = 1,2,3 e qualquer m, quando 0 < A/(p) < oo para 0 < p < 1,

o grafico da fungao A (p) divide o espago dos parametros A x p em duas regides. Para

valores de (), p) acima da curva A/ (p) o modelo MC*(r, A, p) sobrevive com probabilidade

positiva, e para valores de (\,p) abaixo da curva A7(p) o modelo MC(r, \, p) torna-se

extinto com probabilidade 1.

No préximo resultado sao estabelecidas algumas propriedades de \j(p) e A5(p, m

Proposicao 4.1. Seja 0 <r <1 e0<p< 1. Entao,

(1) 0 < Ay(p) < A5(p,m+ 1) < My(p,m) < oo, para todo m > 2. Além disso, \s(p,1) =

Q.
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(@) Tim Ag(p,m) = Ay(p).

A partir de agora assuma 0 < p < 1. Do Teorema 3.1 segue que se r < 1 entao

Al (p) = oo, e pela Proposicao 4.1 obtemos que
A5(p) < Az(p,m) < Af(p),

para todo m > 2. Assim, quando catdstrofes binomiais sdo possiveis (r < 1), a dispersao
é sempre uma boa estratégia para a sobrevivéncia da populagao, com ou sem restrigoes

espaciais.
Na auséncia de catédstrofes binomiais (r = 1), ou seja, quando os colapsos sao apenas

do tipo catdstrofes geométricas, é simples calcular A}(p), AJ(p) e Ai(p,m). Dos Teoremas
3.1, 3.3 e 3.8, tem-se que

1
4

1 —mp+ \/(1 —mp)? +4m(m — 1)p(1 — p)
2p(m — 1) '

Nesse caso, vale que A\j(p) < A{(p). No entanto, é possivel ver que a dispersao nem sempre

As(p,m) =

é a melhor estratégia de sobrevivéncia (veja a Figura 1). Observe que

1
As(p,m) < M\(p) <= = p<l-—0

Portanto, quando os colapsos sao sempre do tipo catastrofe geométrica, a existéncia de
vantagem ou nao da dispersao como estratégia de sobrevivéncia depende das restrigoes
espaciais (m) e da probabilidade (p) de um individuo exposto a um colapso sobreviver.

Veja Figura 2.
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Figura 1: Gréficos de A\l (p), A3(p), Ai(p, 5)

Agradecimentos

Os autores sao gratos a Rinaldo Schinazi e Elcio Lebensztayn por discussoes tteis

sobre os modelos.

Referéncias

ARTALEJO, J.R., ECONOMOU, A., LOPEZ-HERRERO, M.J. FEwvaluating growth
measures in an immaigration process subject to binomial and geometric catastrophes.
Math. Biosci. Eng. 4(4), 573-594 (2007).

BROCKWELL, P.J., GANI, J., RESNICK, S.I. Birth, immigration and catastrophe
processes. J Adv. Appl. Prob. 14, 709-731 (1982).

ORGANIZAGAO

e Sy -
“ FEDERAL DE GOIAS 0 £

Nucleo de Apoio em Estatistica Consuuona Estahstlca



» _|Best strategy: No dispersion
P S Best strategy: Dispersion
= | | | | |
2 4 6 8 10
m

Figura 2: Curva p = 1 — (m — 1)~!. Melhor estratégia para sobrevivéncia no caso r = 1
segundo as restrigoes espaciais (m) e a probabilidade individual de sobreviver a um colapso

(p).

CAIRNS, B., POLLET, P.K. FEwvaluating Persistence Times in Populations that are
Subject to Local Catastrophes. MODSIM 2003 International Congress on Modelling

and Simulation (ed. D.A. Post), Modelling and Simulation Society of Australia and
New Zealand, 747752 (2003).

KAPODISTRIA, S., PHUNG-DUC, T., RESING, J. Linear birth/immigration-death
process with binomial catastrophes. J Probab. Eng. Inf. Sci. 30(1), 79-111 (2016).

ORGANIZACAO

sSurs \Btadr

Nucleo de Apoio em Estatistica Consuuona Estahstlca



JUNIOR,V.V.; MACHADO, F.P. ; ROLDAN-CORREA, A. Dispersion as a Survival
Strategy. Journal of Statistical Physics August 2016, Volume 164, Issue 4, pp 937-951.

JUNIOR,V.V.; MACHADO, F.P. ; ROLDAN-CORREA, A. Colonization and collapse
on Homogeneous Trees. arXiv:1612.06408 .

MACHADO, F.P., ROLDAN-CORREA, A., SCHINAZI, R. Colonization and Collapse.
arXiv:1510.02704 (2017).

SCHINAZI, R. Does random dispersion help survival?. Journal of Statistical Physics
159(1), 101-107 (2015).

ORGANIZACAO

e3urs Stabu Jr

Nucleo de Apoio em Estatistica Consuuona Estahstlca

110



Modelo Espaco-Temporal Funcional Misto

David Henriques da Matta'*, Nancy Lopes Garcia? Mariana Rodrigues
Motta?®

nstituto de Matemética e Estatistica, Universidade Federal de Goi4s, Brazil

2Departamento de Estatistica, Universidade Estadual de Campinas, Brazil
3Departamento de Estatistica, Universidade Estadual de Campinas, Brazil

Abstract

Nesse trabalho sera apresentado a estruturacao de um Modelo Espacial-Temporal
Funcional Misto, que devera ser aplicado na analise de dados espago-temporais obti-
dos através de registros de indices pluviométricos coletados em diversas regioes.

Nossa proposta é apresentar esse modelo dentro de uma abordagem de dados
funcionais (ADF), a qual é mais adequada para dados cuja cada observagao é re-
presentada por uma funcao real continua no tempo e no espacgo.

No decorrer do presente trabalho serda abordada além da estrutura do modelo
sugerido, uma analise de simulacao para a elucidacao de prioris e propostas para a
avaliacao de alguns dos parametros de interesse, dentro da perspectiva Bayesiana,

através de métodos de Monte Carlo (veja Sorensen e Gianola (2004)).

Palavras-chave: Modelos Mistos; Dados Funcionais; Bases B-splines.

1 Introducao

O objetivo deste trabalho é desenvolver um modelo para a andlise de indices plu-
viométricos ao longo do tempo em uma certa regiao. Nosso conjunto de dados consiste de
indices pluviométricos coletados pela Agéncia Meteoroldgica do Japao (JMA), registra-
dos em cerca de 79 estagoes meteoroldgicas (localizagoes geogréficas) ao longo do tempo
(mensalmente) durante varios anos (veja http://www.jma.go.jp/jma/indexe.html).

Neste caso, apesar dos dados serem medidos somente em algumas coordenadas ge-

ograficas e mensalmente, a variavel a ser modelada é uma varidvel continua no tempo e

*Autor para correspondéncia: e-mail: dhmatta@ufg.br.
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no espaco, sendo assim modelos multivariados nao sao adequados a analise de tais con-
juntos de dados. Nossa proposta é utilizar uma abordagem de dados funcionais (ADF),
a qual é adequada para dados cuja a j-ésima observacao é representada por uma fungao
real, y;(x,t), x € Dy CR?, t € Dy, j =1,...,J, isto é, cada ponto y; é um elemento em
algum espago de fungoes F (veja Ramsay e Silverman (2002), Rice (2004)).

Nesse trabalho vamos considerar que as curvas medidas ano a ano sejam interpretadas
como medidas repetidas. Nossa abordagem sera baseada em expansoes por bases, isto
é, cada observacao y;(x,t), x € Dy C R2, t € Dy, j = 1,...,J, pode ser muito bem
aproximada por combinacoes lineares de produtos tensoriais de bases B-splines cubicos
avaliadas no tempo e no espaco (veja De Boor, C. (2001)). E importante, ainda, observar
que a terminologia funcional é referéncia a estrutura pressuposta para os dados que na
pratica sao coletados de forma discreta.

No decorrer do presente trabalho serd abordada a estrutura do modelo sugerido, bem
como uma analise de simulagao para a elucidagao de prioris e propostas para a avaliacao de
alguns dos parametros de interesse, dentro da perspectiva Bayesiana, através de métodos
de Monte Carlo (veja Sorensen e Gianola (2004)).

2 Modelo Proposto

Considere o seguinte modelo para y;(x, t), a j-ésima medida repetida avaliada no tempo

t e na localizacao x = (x1, z3), onde z; é a latitude e x5 a longitude,

yi(x,1) = p(x, t) + B(x) + T'(t) + €;(x, 1), (1)

com x € Dy = D,, xD,, C R t € Dr. Aqui, ¢(x,t) representam erros aleatérios
independentes com média zero e variancia w?. A média u(x,t) é independente de j e
representa uma funcao média geral na localizagao e no tempo. Vamos supor que p pode

ser bem aproximada por funcoes base da seguinte forma

K K K
F1 FE> T
n6 ) =3 3N Chinar B (1) B (22) B (#), 2)
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Dy, respectivamente. A componente [3;(x) representa o efeito espacial comum a todos os
tempos e todas as repeticoes, e serd representada pelo produto tensorial de bases B-splines

cubicos avaliadas em D,, e D,,, tal que

Z Z 9k4k5 El) BIE:?)( 2), € (3)

k4=1 ks=2

onde @) = (01, ....0%), ....0, ....0%%) ~ Ng2(0,07%0,, ,(6)) com § >0, 05 >0e

1 —e~ 0 e—20 (_6—6)(1{—1)
e 1 e (_6—6)(1(—2)
o—20 9 1 (—e 0)E=3)
(_6—6)(1(—1) (_6—6)(1(—2) (_6—6)(K—3) 1

1 e e—20 (_€—5>(K—1)

e 1 —e 0 (_e—(S)(K—Q)

20 —e 9 1 —e 9 (K-3)

(_6—6)(K—1) (_6—5>(K—2) (_6—6)(K—3) 1

Por outro lado, I';(t) acomoda o efeito temporal, na repetigdo j, comum a todas

localizagoes, e sera representado por

Z 9B (1), (5)

ke=1

onde 9V = (0, . 99) ~ Nk (0,028, ,.(p) com p>0,02>0e
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1 —e P 6_2/) <_6_p)(K_1)
—e P 1 —e P (—eP)E=2)
—2p P 1 _ e P)(K-3)
5, - e e (—e™ ") (6)
(_efp)(Kfl) (_e*p)(Kﬁ) (_@*p)(Kﬁ?) 1

Note que os coeficientes @U) e YY) sdo efeitos aleatérios independentes para j =
1,...,J, a fim de acomodar a correlacao positiva entre as medidas repetidas.

Seja BSI;)K, Bff;l]){ e B;E;QI)( as matrizes contendo as K bases B-splines ctbicos ava-
liadas em {t1,...,¢t,; }, {x11, ..., X1} € {Xo1, ..., X2, } respectivamente. Assim, a vetorizagao

dey :=y(x® T)psrv1 = (y'(x1,T), ...,y (%0, T))T pode ser representada por

Ynirx1 = My jrxk3Cras1 + P2 © gr2 1 + Nopgrc sk O skx1 + E'nJTXI(X(n)u T), (7)

onde ¢ = (0111, -+, C11K, C1215 -++; C12Ks .-+, CK K1, ---CKKK>7

Ly @ {[(BY™ (211), .., BEY (211)) @ (B (219), ..., Bir? (212))] @ BT}
1731 ® {[(B(El (w21), ..., Bgl)(l’m)) ® (B§E2)(l’22)a e Bﬁ?)(:m))] ® B}

M= | 150 @ {[(B(25),... B (231) ® (B (w3), ..., B (232))] @ BD} |, (8)

11 @ {[(BI (@n1), ooy BE (1)) @ (B (00), oy BE? (22))] © BD))
Nosrxikx = [Iox1 @ (Iyxy @ BM)]9 e

Ly ® {11 @ (B (211), s BEY (211)) @ (B (212), ..., BE? (a19))]}
Ly @ {11 @ (B (291), o, B (291)) @ (B (229), ..., B (229))]}

Ly @ {1t @ [(BI (@01), ooy B (201)) © (B (02), ooy B (02))]}

Assume-se que ¥pg(¢) e Xp,(n) tem estrutura de decaimento AR(1) para os di-

ORGANIZACAO

e3urs Stabu Jr

Nucleo de Apoio em Estatistica Consuuona EstahShca

114



ferentes j’s. Logo, © 2.1 = (OW, .., 0)) ~ N k2(0,[Ep,,,,(¢) ® 05Te,,_,.(0)])

ed = (O, .., 9Y) ~ Nyk(0,[Ep,, o @ 02%g,,..(p)]. Considerando ainda que
E(x™,T) ~ Npjr(0,0°L, 7 xn7), segue que y ~ Ny (Me, PT[Epg ,  (¢)®03 56 (0)1P+
N [Zp, ., ©05 50 (P)IN + ).

A estimacdo via maxima verossimilhanga (EMV) nao se mostrou robusta devido a

K2xK?2

complexidade estrutural e ao grande nimero de parametros a serem estimados. Sendo

assim, optou-se pelo paradigma Bayesiano.

3 Inferéncia Bayesiana e Simulacao

Considere o vetor de parametros ¥ = (c,w? 07,03,0,9,p,n). Seja II(P|H) a dis-
tribuicao a priori com H sendo um vetor conhecido que representa os hiperparametros.
Desta forma, a distribuicao conjunta a posteriori de ¥ aumentada em @ e 9 é propor-

cional a

p(c,®,9,w% 05,05,0,6,p,mly, H) < p(y|c, ©,9,w?)p(®|o7, 5, d)p(I|03, p, n)II(¥|H),(10)

onde p(yl|c, ©,9,w?) é a densidade de uma distribuicao normal com média (Mc + P© +
N9) e variancia (w?L,;,), p(®l|o3,d,¢) é a densidade de uma distribuigao normal com
média zero e variancia [Xp,,,(¢) ® 0;Ze ., . (0)] e p(¥|of, p,n) é a densidade de uma
distribui¢do normal com média zero e variéncia [Ep,, o) ® 053, . (p)].

O objetivo do estudo de simulacao é a elucidacao das prioris e propostas mais ade-
quadas na obtencao de amostras das distribuicoes a posteriori dos parametros responsaveis
pelas estruturas de correlagao temporal e espacial (p, 7, § e ¢). Sendo assim, o primeiro
passo foi o estudo marginal de cada um dos parametros considerando-se que os de-
mais parametros e também efeitos aleatérios sejam conhecidos. Na geracao dos dados
considerou-se 7 = 12, J = 20, n = 35 e Dy = (0,2) x (0,2). As distribui¢ées a priori

adotadas sao vagas porém proprias, e seguem descritas na Tabela 1.

Variavel Dist. Priori
5, p Uniforme(a,b), a =0.1 e b= 4.6
n, ¢ Uniforme(c,d), c=0.3ed =3

Table 1: Distribuicoes a priori
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Os valores a, b, ¢ e d apresentados na Tabela 1 excluem os casos independente e
altamente correlacionados. Considere que © = [PTP + (02/w*Ep, ® Xe) ]!, ¥ =
INTN + (62/w?Ep, @ £g) ]! e w? = (y — Mc — PO — No)”(y — Mc — PO — N¥).
As distribui¢coes marginais condicionadas nos demais parametros e também nos efeitos

aleatorios sao apresentadas na Tabela 2

Parametro Dist. Marginal Condicional
0 ’261_0'5‘] exXp @T(ED@ziE@)_l@ Lo,1<6<4.6)
0
& |ZD®|70.5K2 exp @T(ED@2<§226)_1@ Loseoes)
b
P |219|_0'5J exp v (EDﬁZ%Eﬁ)lﬂ 1(071<p<4-6))
n | Xp, | 7°F exp (19T (ED’;%EMW) L0,3<n<3))

Table 2: Distribuicoes marginais condicionais

As distribui¢oes marginais condicionais, apresentadas na Tabela 2, nao possuem formas
conhecidas, dai a necessecidade de se utilizar Metropolis-Hastings (veja Gamerman e
Lopes (2006)). Com o auxilio da rotina coda implementada no sofware estatistico R foi
possivel verificar que um burn-in de 5 x 10° e espacamento de 100 sao suficientes para
garantir convergéncia das cadeias e que as amostras sejam independentes.

Para avaliar as estimativas a posteriori dos parametros a partir de diferentes dis-
tribuicoes propostas, considere os resultados apresentados na Tabela 3. Os resultados
foram obtidos a partir de 50 conjuntos de dados independentes (gerados com § = 0.35,

=04, p =09 e = 0.6 ), utilizando-se como estimativas a média, a mediana e a
moda, as quais sao mais adequadas para resumir a informacao dependendo da funcao
perda utilizada.

Na Tabela 3, verifica-se que os resultados sao bastante proximos para todas as pro-
postas utilizadas no algoritmo Metropolis-Hastings. Entre todos os casos supracitados,
cerca de 96% dos 50 intervalos de credibilidade gerados incluiram os respectivos ver-
dadeiros valores dos parametros, sendo que as taxas de aceitacao variaram em torno de
35%. Finalmente, nota-se que para as estimativas de § e ¢ a mediana (fun¢ao perda

modular) é a melhor escolha, ja para p e n temos a moda (funcao perda 0-1).
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Par. Dist. Proposta  Média/Var(Média) Média/Var(Mediana) Média/Var(Moda)

Lognormal 0.348/0.0002 0.348/0.0001 0.345/0.0002

6 = 0.35 Normal Truncada 0.347,/0.0002 0.347/0.0001 0.345/0.0002
Gama 0.347,/0.0002 0.347/0.0002 0.345/0.0002

Lognormal 0.401,/0.0009 0.399/0.0009 0.396,/0.0010

¢ =0.4 Normal Truncada 0.402/0.0009 0.399/0.0009 0.396/0.0010
Gama 0.402/0.0009 0.399/0.0009 0.397/0.0009

Lognormal 1,092/0.131 0,995/0,085 0,883/0,041

p=0.9 Normal Truncada 1,093/0,132 0,994/0,085 0,881/0,044
Gama 1,092/0,131 0,994 /0,086 0,875/0,043

Lognormal 0.641/0.009 0.619/0.007 0.586,/0.006

n=0.6 Normal Truncada 0.642/0.009 0.621/0.008 0.589/0.006
Gama 0.642/0.009 0.620/0.007 0.590/0.005

Table 3: Medidas resumo dos resultados do estudo de simulacao baseados em 50 conjuntos
de dados independentes.

4 Conclusoes e Estudos Futuros

Nesse trabalho foi posto um modelo funcional baseado na expansao em funcoes bases
B-splines cubicos, para dados espaco-temporais com medidas repetidas. Um estudo de
simulagao permitiu avaliar que a abordagem Bayesiana mostra-se eficaz na obtencao das
estimativas dos parametros de interesse. Observa-se também que as escolhas das propostas
utilizadas no algoritmo de Metropolis-Hastings nao impactou o processo de amostragem.
Por outro lado, as escolhas das diferentes fungoes perda afetam o processo de estimacao.

Baseados nos resultados obtidos no estudo de simulacao, pretende-se realizar a es-
timacao conjunta de todos os parametros do modelo. Mais ainda, serd introduzido um

novo termo no modelo para acomodar uma possivel interagao espago-temporal.
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Resumo

Likelihood inference is usually based on the first order asymptotic theory, which
can lead to inaccurate inference when the sample is small. In general, this is the
case of the signed likelihood ratio test, whose statistic has asymptotic standard
normal distribution under the null hypothesis, with an error of order n~%/2, where
n is the size sample. In order to improve this approach, Barndorff-Nielsen (1986)
proposed a new test statistic, that under the null hypothesis is asymptotically stan-

3/2 Barndorff-Nielsen’s adjustment

dard normal distributed with error of order n~
is applied when the parameter of interest is scalar. Skovgaard (2001) developed
an extension of this adjustment for the multidimensional case. These adjustments
require a suitable ancillary statistic such that, in conjunction with the maximum
likelihood estimator, is a sufficient statistic for the model. It is difficult or even im-
possible to find an appropriate ancillary for some statistical models. In this paper,
we obtain Barndorff-Nielsen’s and Skovgaard’s adjustments in a general multivari-
ate elliptical model using an approximate ancillary statistic. A general multivariate
elliptical model was introduced by Lemonte and Patriota (2011). It considers that
the mean vector and the dispersion matrix are indexed by the same vector of pa-
rameters. Special cases of this general multivariate elliptical model: multiple linear
regressions; multivariate nonlinear regressions; mixed-effects models (Verbeke and
Molenberghs, 2000); errors-in-variables models (Cheng and Van Ness, 1999); log-
symmetric regression models (Vanegas and Paula, 2015). The elliptical family of
distributions includes the multivariate normal as well as many other important
distributions such as the multivariate Student ¢, power exponential, contaminated

normal, logistic distributions.

*Autor para correspondéncia: e-mail: tafename@gmail.com, Fone: +55-62-3521-1208.
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