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Resumo

No contexto da eletrodinâmica quântica de cavidades, propomos a geração de uma super-

posição de estados coerentes comprimidos para o campo em uma cavidade e um esquema de

teletransporte deste estado para outra cavidade. Este esquema de teletransporte por nós pro-

posto inclui dissipação a temperatura zero e �nita. Obtemos analiticamente as expressões para

a função P de Glauber-Sudarshan, função de Wigner, �delidade, bem como a evolução temporal

de algumas de suas propriedades estatísticas, tais como: número médio de fótons, compressão

nas quadraturas, estatística de fótons, inversão atômica e entropia linear, mostrando que este

estado apresenta vários efeitos quânticos para alguns parâmetros como, por exemplo, o número

médio de fótons do campo, o parâmetro de compressão, a constante de acoplamento entre átomo

e campo e a constante de dissipação.
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Abstract

In the context of cavity quantum electrodynamics, we propose the generation of the squeezed

coherent state superposition for the �eld into a cavity and a scheme to teleport this state to

another cavity. Our scheme for teleportation includes dissipation at zero and �nite temperature.

We obtain analytically the expressions for the Glauber-Sudarshan P function, Wigner function,

Fidelity, and the temporal evolution of some of its statistical properties, such as average number

photons, compression in quadratures, statistics of photons, linear entropy and atomic inversion,

showing that this state has several quantum e¤ects for some parameters, as for example, the

average number of photons of the �eld, compression parameter, the coupling constant between

atom and �eld and damping constant.
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Capítulo 1

Introdução

A maioria dos experimentos de interação entre a matéria e a luz envolve uma grande quan-

tidade de átomos e fótons, porém situações mais simples envolvem o estudo e o controle da

interação de um único átomo com vários fótons. O modelo mais simples em óptica quântica

lida com a interação de um único modo do campo de radiação com um único átomo de dois

níveis [1], chamados de átomos de Rydberg, no qual elétrons de valência de um alcalino, pro-

movidos a um nível com um grande número quântico principal N, são fortemente acoplados

com o campo dentro de uma cavidade no regime de microondas. Em particular os átomos

de Rydberg têm uma vida útil extremamente longa (30 ms para N = 50) [2] e podem ser

detectados de forma seletiva e sensível por ionização por meio de um campo.

Em poucas palavras, o átomo de Rydberg é uma denominação genérica para indicar qualquer

átomo que possua um elétron num estado quântico elevado. Sabemos que elétrons somente

podem orbitar em átomos se possuírem determinados valores de energia. Por exemplo, para um

átomo de hidrogênio somente teremos órbitas eletrônicas estáveis para valores da energia dados

por En = �(13; 6 eV )=n2. Desde que o elétron excitado esteja longe do núcleo, sua dinâmica

será a mesma de um átomo de hidrogênio. Portanto, a física dos átomos de Rydberg é a mesma

física do átomo de hidrogênio. Quando um elétron de um átomo é excitado numa órbita com

número quântico principal elevado e consequentemente longe do núcleo, dimensões do átomo

serão grandes, cujo diâmetro se aproxima de centésimos de milímetros, o que é 100.000 vezes

maior que o diâmetro do mesmo átomo no estado fundamental. Um átomo excitado de poucos

elétrons geralmente retorna ao estado fundamental em menos de um décimo de milionésimo

de segundo, os átomos de Rydberg �cam excitados aproximadamente de milésimos de segundo
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até um segundo, e por serem imensos se rompem ou são facilmente distorcidos e destruídos até

mesmo por campos elétricos fracos.

Como os átomos são grandes e têm um tempo de vida longo, podemos aproximá-los por um

dipolo elétrico. Isto faz com que o acoplamento entre os estados do átomo e o campo de radiação

seja extremamente forte. Além disso, transições entre níveis dos átomos de Rydberg caem no

intervalo de ondas milimétricas. Dentre vários efeitos interessantes com o uso de átomos de

Rydberg interagindo com um campo eletromagnético que tornam-se mais facilmente evidentes,

destacamos os seguintes: i) modi�cação da taxa de emissão espontânea de um único átomo

colocado numa cavidade ressonante, ii) troca oscilatória de energia entre um átomo e um modo

de uma cavidade e iii) surgimento de propriedades quânticas, como o colapso e o ressurgimento

na inversão da população de um nível do átomo para outro nível.

Átomos de Rydberg dentro de cavidades são bastante apropriados para se observar esses

efeitos. Das propriedades mencionadas para os átomos em questão, é importante o fato de que,

baixando as transições para a faixa de ondas milimétricas, é possível construir cavidades para

oscilações em pequenos modos que sejam su�cientemente grandes (alguns cm) para assegurar

tempos de interações longos.

Eles são, então, ferramentas ideais para manipulações de campos dentro da cavidade. A

radiação do átomo pode ser modi�cada variando as condições de contorno do campo eletromag-

nético dentro da cavidade e com isto as experiências em eletrodinâmica quântica de cavidades

(EQC) evoluíram para acoplamentos átomo-campo mais elevados, tempos de armazenamento

de fótons relativamente grande e a maioria das experiências está agora no chamado regime de

acoplamento forte, em que o tempo de interação de um único átomo com um fóton armazenado

em uma cavidade de alta qualidade é muito elevado.

Situações de manipulações para atingir o regime de acoplamento forte são implementadas

em experiências em EQC usando cavidades no regime de microondas ou cavidades ópticas como

caixas de fótons.

No domínio de microondas, há uma relação do acoplamento forte entre o átomo e o campo

e tempo de vida de interação longa do átomo (de 1 ms à 1 s) com o campo com ondas de

frequência em torno de algumas dezenas de GHz; com o comprimento próximo ao tamanho da
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cavidade, dissipação muito baixa, e o ritmo do processo de entrelaçamento de átomo-campo

lento. No domínio óptico, tais cavidades, atualmente, possuem um alto fator de qualidade e são

utilizadas para o con�namento de campos estacionários. O fator de qualidade das cavidades

(Q) corresponde a uma propriedade da montagem da cavidade e é de�nido de modo que o

tempo de vida do campo aprisionado na cavidade seja o maior possível. Este tempo de vida

é obtido através da razão entre o fator de qualidade da cavidade e a frequência do campo

presente. Assim, exempli�camos ressaltando as cavidades produzidas de Nióbio (Nb), que em

certas temperaturas próximas do zero absoluto (0:8 K) [3] possuem um fator de qualidade da

ordem de 108, para campos aprisionados com frequência de ordem 1010 Hz, portanto um tempo

de vida (tv) da ordem de 10�2 s [2]: A primeira observação de emissão espontânea atômica em

uma cavidade de ressonância foi publicada por Goy e colaboradores [4]. Este experimento

foi realizado com átomos de Rydberg de sódio excitado no estado 23 s em uma cavidade de

Nióbio supercondutor ressonante à 340 GHz (A cavidade com dois espelhos esféricos de Nióbio

com diâmetro de 20 mm e raio de curvatura de 26 mm) que dá um fator de qualidade para a

cavidade em torno de Q = 106. Em 1996, M. Brune e colaboradores [2] publicaram experiências,

à temperatura de 0:8 K; com átomos de Rubídio (número quântico principal 51) em teste direto

da quantização do campo estudando a oscilação de Rabi em cavidade de Nióbio supercondutor

(diâmetro 5cm, raio de curvatura 4 cm, separação dos espelhos de 2:75 cm), sendo o fator de

qualidade Q = 7� 107 que dá o tempo de vida dos fótons próximo à 220 �s.

Atualmente experimentos com temperaturas próximas à 0:5K; que corresponde a um número

médio de fótons térmico dentro da cavidade n! = 0:1; permitem o estudo do acoplamento forte

entre átomos e um único modo de uma cavidade ressonante que possui um fator de qualidade

da ordem de Q = 4� 1010 [5]. Estes campos aprisionados possuem frequência de ordem 21:456

GHz e 21:50658 GHz, o que leva a um tempo de vida do fótons (tv) � v = Q=!c � 0:3 s, que é

um tempo muito maior que o tempo de interação entre o campo e o átomo (s 30� 130 �s) [2], e

como consequência deste forte acoplamento entre átomo e campo o sistema fornece importantes

ingredientes necessários para estudos de processamento da informação quântica.

Átomos em baixos níveis atômicos que interagem com cavidades ressultam em interações

muito mais rápida, tanto quanto a dissipação. Entretanto, fótons ópticos podem ser acoplados
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com e�ciência dentro ou fora da cavidade e então pode-se fazer o armazenamento de informação

quântica e a transmissão de informação quântica.

Na tentativa de explicar e observar uma grande quantidade de fenômenos ópticos quânticos,

como por exemplo, emissão espontânea e revelar a existência das oscilações de Rabi na inversão

atômica para átomos que interagem com campos com número de fótons de�nidos ou não, uma

teoria quântica faz-se necessária, mesmo no sistema mais simples que consiste na interação de

um único modo do campo com um único átomo de dois níveis (átomos de Rydberg), embora

exista uma boa explicação para vários fenômenos, como, por exemplo, a preparação do estado

de um átomo de dois níveis numa superposição de seus dois estados, feito por uma teoria

semi-clássica. A seguir, faremos uma breve revisão das teorias semi-clássica e quântica de

interação átomo-campo e de uma engenharia de construção do hamiltoniano não linear associado

à compressão de um modo da cavidade.

1.1 Teoria semi-clássica da interação de um átomo de
dois níveis com o campo eletromagnético dentro de
uma cavidade

A teoria semi-clássica para a interação átomo-campo dentro de uma cavidade, trata o átomo

como um sistema quântico e o campo classicamente. Obteremos a expressão do hamiltoniano

que descreve este tipo de interação, com algumas aproximações.

Vamos considerar um único modo do campo eletromagnético de frequência w interagindo

com átomo quântico de dois níveis. Representaremos jgi como o estado do átomo com o nível

de energia mais baixo (fundamental) e jei o estado do átomo com o nível de energia mais alto

(excitado).

Quando o comprimento de onda do campo é muito maior que o tamanho do átomo, como

dissemos anteriormente, podemos considerar o átomo sendo visto pelo campo com um dipolo,

sendo esta aproximação chamada de aproximação de dipolo.

Com esta aproximação, o átomo interage com o dipolo via momento de dipolo elétrico,

sendo o hamiltoniano de interação átomo-campo dado por [6]:

HAC = �
!
d �

!
E(t); (1.1)
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sendo
!
d = q

!
r o momento dipolo, q a carga elétrica, r a distância entre as cargas e

!
E(t) o

campo elétrico oscilante dentro da cavidade.

Utilizando a relação de completeza dos estados atômicos, que para um átomo de dois níveis

é dada por: X
i

jii hij = jgi hgj+ jei hej = Î ; (1.2)

o hamiltoniano de interação da Eq. (1.1) átomo-campo pode ser escrito como

HAC = �q (jgi hgj+ jei hej)
!
r (jgi hgj+ jei hej) �

!
E(t) (1.3)

onde q hij!r jji (i; j = fg; eg) são os elementos da matriz de transição do momento de dipolo,

que representam médias relacionadas com a transição de um nível de um átomo para outro,

logo temos q hij!r jii = 0:

De�nindo os elementos de transição
!
}ij = q hij

!
r jji e substituindo na Eq.(1.3), obtemos

HAC = �
�
!
}ge jgi hej+

!
}eg jei hgj

�
�
!
E(t): (1.4)

Escrevendo os elementos de transição como
!
}ge =

���!}ge��� eiw0t e !}eg = ���!}eg��� e�iw0t = !
}
�
ge; pois���!}ge��� = ���!}eg���, sendo w0 a frequência de transição atômica e t o tempo de transição e con-

siderando o campo linearmente polarizado ao longo de um eixo �xo, podemos escrevê-lo como

E (t) = " cos (wt� �) ; (1.5)

sendo " a amplitude, w a frequência e � a fase do campo elétrico. Escrevendo cos (wt� �) na

forma exponencial e de�nindo 
R =
���!}ge��� "=} como a frequência de Rabi, teremos

HAC = �}
R
��
e�iw0t jei hgj+ eiw0t jgi hej

� e�i(wt��) + ei(wt��)
2

�
= �}
R

2

��
e�[i(w0�w)t+�] + e�i[(w0+w)t��]

�
jei hgj+

�
ei[(w0+w)t��] + ei[(w0�w)t+�]

�
jgi hej

	
:

(1.6)

Os termos e�i(w0+w)t�� que aparecem na Eq. (1.6) são chamados de termos contra-girantes,

eles representam oscilações muito rápidas com média temporal tendendo a zero [6]. Desprezar

estes termos consiste na chamada aproximação de onda girante. Se considerarmos, também a
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aproximação ressonante, ou seja, a frequência do campo igual a frequência de transição atômica,

w ' w0, teremos a Eq. (1.6) dada por:

HAC = �}

R
2

��
e�i� jei hgj+ ei� jgi hej

��
; (1.7)

o que descreve o hamiltoniano de interação átomo-campo dentro de uma cavidade, chamada

de zona de Ramsey, descrito pela teoria semi-clássica. Como a�rmamos anteriormente, sabe-se

que uma interação descrita pela Eq. (1.7) é capaz de preparar o estado do átomo de dois níveis

numa superposição de seus dois estados possíveis.

1.2 Teoria quântica da interação de um átomo de dois
níveis com o campo eletromagnético dentro de uma
cavidade

O hamiltoniano que descreve o sistema átomo-campo quântico dentro de uma cavidade pode

ser dado por:

H = HA +HC +Hint; (1.8)

onde HA = ~w0�z=2 é o hamiltoniano do átomo, HC = ~waya é o hamiltoniano do campo e

ay (a) o operador de criação (aniquilação) de fótons e Hint o hamiltoniano de interação entre

o átomo de dois níveis com um único modo do campo dentro da cavidade, onde o átomo e o

campo são tratados quanticamente. A interação do átomo-campo pode ser ressonante, quando

a frequência ! do campo for muito próxima a frequência de transição atômica w0, ou não

ressonante quando ! 6= w0: Vamos considerá-las portanto, separadamente.

1.2.1 Interação ressonante

Consideremos a interação de um único átomo de dois níveis com um único modo do campo,

onde a frequência de transição atômica é igual à frequência do campo, ou seja, w0 ' w: O

operador do campo elétrico para um único modo é dado por [6]:

!
E = �

^
"
�
a+ ay

�
; (1.9)

sendo " =
�

}!
2"0V

� 1
2
o campo efetivo por fóton, e

^
" o vetor unitário de polarização do campo.
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Usando a Eq. (1.4) e a Eq. (1.9) a Eq. (1.1) �ca:

Hint = �
�
!
}eg�eg +

!
}ge�ge

�
:�
^
"
�
a+ ay

�
;

onde

�ij � jii hjj para i 6= j; (1.10)

são os operadores de Pauli que descrevem as transições entre os estados atômicos.

De�nindo a constante de acoplamento entre átomo e o campo por

gij = �
!
}ij:�"

}
para i 6= j; (1.11)

o hamiltoniano de interação pode ser escrito como

Hint = }
X
ij(i6=j)

gij�ij
�
a+ ay

�
: (1.12)

Para simpli�car consideremos um único átomo de dois níveis onde g = gge = geg e }ij é real,

isto é sem fase. Com isto o hamiltoniano de interação pode ser escrito como

Hint = }g (�eg + �ge)
�
a+ ay

�
: (1.13)

Usando as notações:

�+ = �eg � jei hgj (1.14)

e

�� = �ge � jgi hej ; (1.15)

temos que os operadores �� atuam nos níveis atômicos, sendo que o operador �� leva o átomo

de nível mais elevado para um mais baixo, enquanto �+ faz a operação inversa, ou seja, leva o

átomo de um nível mais baixo para um mais alto.

O hamiltoniano de interação em termos dos operadores atômicos �+ e ��, de levantamento

e abaixamento, respectivamente, é dado de acordo com as Eqs. (1.13), (1.14) e (1.15) por:

Hint = }g (�+ + ��)
�
a+ ay

�
; (1.16)

ou ainda,

Hint = }g
�
�+a+ ��a+ �+a

y + ��a
y� : (1.17)
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O termo ��ay descreve o processo em que abaixa-se o nível do átomo enquanto um fóton é

criado no campo na cavidade e o termo �+a o processo inverso. Os demais termos
�
��a+ �+a

y�
são chamados de termos anti-ressonantes, ou termos contra-girantes, e podemos desprezá-los na

aproximação de onda girante [6]. Teremos assim, o hamiltoniano para a interação átomo-campo

expresso por:

Hint = }g
�
�+a+ ��a

y� : (1.18)

Portanto, o hamiltoniano total de interação ressonante átomo-campo descrito pela teoria

quântica é dado, de acordo com a Eq. (1.8), por

H =
1

2
~w0�z + ~waya+ }g

�
�+a+ ��a

y� : (1.19)

Esta expressão descreve a interação de um átomo de dois níveis com um único modo do

campo e é muita vezes o ponto de partida para diversas investigações em óptica quântica.

1.2.2 Interação não ressonante

Na interação não ressonante, quando um átomo de dois níveis interage com um campo eletro-

magnético cuja frequência do campo é diferente da frequência de transição atômica, chamada

de interação dispersiva, não há troca de fótons, porém há uma mudança de fase do campo

gerando novos estado do campo, conforme será mostrado na Seção 2.1.

O hamiltoniano para um sistema que consiste de um átomo de dois níveis interagindo com

um modo da cavidade pode ser dado por:

H = ~waya+
1

2
~wie�iez + }g

�
�+a+ ��ay

�
; (1.20)

sendo

�+ = �ie � jii hej ; (1.21)

�� = �ei � jei hij (1.22)

e

�iez = jii hij � jei hej : (1.23)

Na representação de interação, este hamiltoniano é escrito na forma

HAC(t) = e
i
~waya+1

2~wie�
ie
z

} t}g
�
�+a+ ��ay

�
e�i

~waya+1
2~wie�

ie
z

} t �
�
~waya+

1

2
~wie�iez

�
: (1p)
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O hamiltoniano de interação na representação de interação será

HI(t) = }g
n
eiwa

yataye�iwa
yate

i
2
wie�

ie
z t��e�

i
2
wie�

ie
z t + eiwa

yatae�iwa
yate

i
2
wie�

ie
z t�+e�

i
2
wie�

ie
z t
o
;

(1.24)

pois os operadores ay e a só atuam nos estados do campo e os operadores �� e �+ só atuam

nos estados do átomo.

Usando a identidade da pág. 40 da referência [6]

e�ABe��A = B + � [A;B] +
�2

2!
[A; [A;B]] + ::: (1.25)

na Eq. (1.24), obtemos

HI(t) = }g
�
��aye�i�t + �+aei�t

	
(1.26)

para o hamiltoniano de interação na representação de interação, onde � = wie�! a diferença de

frequência do campo e a frequência do elementos de transição do átomo, chamada de dessintonia.

Para encontrar o hamiltoniano HI(t) que contém somente termos altamente oscilantes,

podemos utilizarmos o hamiltoniano efetivo por meio da expressão HI(t)
i}

R t
0
HI(t)

�
t
0�
dt

0
= Heff ,

o qual demonstraremos no Apêndice A.

Integrando HAC(t) temosZ t

HI(t)dt = }g�+a
ei�t

i�
+ }g��ay

e�i�t

�i� : (1.27)

Escrevendo o hamiltoniano efetivo dada pela Eq. (A5) no Apêndice A por:

Heff =
1

i}
HAC(t)

Z t

HAC(t
0
)dt

0
: (1.28)

Logo,

Heff =
}g2

�

�
���+aya� �+��aay

�
; (1.29)

usando aay � aya = 1 e das Eq. (1.21) e (1.22) podemos escrever

Heff =
}g2

�
aya (jei hej � jii hij)� }g

2

�
jii hij : (1.30)

Fazendo o processo inverso, ou seja, voltando a representação de Schrödinger, temos

HS = e�i
~waya+1

2~wie�
ie
z

} t

�
}g2

�
(jei hej � jii hij) aya� }g

2

�
jii hij

�
ei

~waya+1
2~wie�

ie
z

} t

+e�i
~waya+1

2~wie�
ie
z

} t

�
~waya+

1

2
~wie�iez

�
ei

~waya+1
2~wie�

ie
z

} t; (1y)
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como jii hij comuta com �iez = jii hij � jei hej temos que:

HS = ~waya+
1

2
~wie�iez +

}g2

�
(jei hej � jii hij)� }g

2

�
jii hij : (1.31)

Supondo o átomo de dois níveis preparado no estado excitado jei e fundamental jgi, podemos

ignorar o nível jii e assim escrever o hamiltoniano efetivo:

HS = }� jei hej ; (1.32)

onde � = g2

�
é o parâmetro efetivo da interação dispersiva.

A evolução da interação átomo-campo utilizando o hamiltoniano da Eq. (1.32) mostrará a

inversão na fase do estado do campo preparado numa cavidade interagindo com um átomo no

estado excitado jei e a manutenção da fase do estado do campo quando este interage com o

átomo no estado fundamental jgi ; como veremos na Seção 2.1 do Capítulo 2.

1.2.3 Hamiltoniano de compressão

Estados comprimidos tem sidos extensivamente estudados na literatura [8-12]. Eles são impor-

tantes para as investigações fundamentais na física.

Nesta Seção apresentaremos uma engenharia de construção do hamiltoniano não-linear as-

sociado à compressão de um único modo campo da cavidade (Os resultados desta Seção foram

baseados na referência [7]).

A Figura 1.1 representa um sistema atômico de dois níveis eletrônicos, onde jgi é o estado

fundamental e jei o estado excitado, que se acoplam por intermédio de campos de radiação

quânticos e clássicos. O modo do campo de microondas da cavidade, com frequência wa,

interage com o sistema atômico via processo de um fóton mediante transição de dipolo jgi $

jei, com constante de acoplamento dado por �a. O modo do campo quântico não é ressonante

com a transição de dipolo, isto é, estão presentes dessintonias entre a frequência do modo do

campo quânticos da cavidade e a frequência da transição atômica w0. O átomo é excitado por

dois campos clássicos de frequências w1 e w2 promovendo transições de dipolo entre os estados

atômicos com constante de acoplamento associada ao primeiro campo de�nida como 
1 =

j
1j ei�1t e com constante de acoplamento associada ao segundo campo como 
2 = j
2j ei�2t,

sendo �1 e �2 as fases relativas dos respectivos campos clássicos.
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Figura 1.1: Con�guração dos campos de radiação necessária para obter o operador de com-
pressão de um modo da cavidade.

Podemos representar este sistema pelo hamiltoniano

H = waa
ya+

w0
2
�z +

�
�aa�eg + 
1e

iw1t�eg + 
2e
iw2t�eg + h:c:

�
; (1.33)

com ~ � 1, onde ay(a) é o operador de criação (aniquilação) de fótons do modo da cavidade e

�kl = jki hlj (k; l = fg; eg) os operadores de Pauli dado pela Eq. (1.10). Os dois primeiros ter-

mos do hamiltoniano acima descrevem as energias dos modos da cavidade e dos níveis atômicos,

respectivamente. Os termos �aa�eg (juntamente com seus respectivos hermitianos conjugados

(h. c.)) descrevem a interação átomo-campo da cavidade na aproximação de Jaynes-Cummings

e os termos 
1eiw1t�eg e 
2eiw2t�eg (com seus respectivos hermitianos conjugados) descrevem a

ação dos dois campos clássicos sobre os dois níveis atômicos.

Segue da Eq. (1.33) que o hamiltoniano do sistema pode ser escrito por:

H = H0 +H
0
; (1.34)

sendo

H0 = waa
ya+

w0
2
�z (1.35)

e

H
0
= �aa�eg + 
1e

iw1t�eg + 
2e
iw2t�eg + h:c: (1.36)

Com o primeiro campo clássico sendo ajustado ressonantemente em relação à transição
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atômica, o hamiltoniano na representação de interação, é dado por:

Hint = e
iH0
} tH

0
e�

iH0
} t; (1.37)

usando a relação dada pela Eq. (1.25), o hamiltoniano na representação de interação reduz-se

à

Hint = �aa�ege
�i�at + 
1�eg + 
2e

�i�2t�eg + h:c; (1.38)

sendo �a = wa � w0 e �2 = w2 � w0 as dessintonias entre a frequência transição atômica e as

frequências dos campos clássicos.

Considerando que a intensidade do primeiro campo clássico é o maior parâmetro do sistema,

juntamente com a dessintonia �2, ou seja 
1 s �2 � 
2;�a, e mudando convenientemente

o hamiltoniano de interação Hint para um referencial girante, cuja frequência é w1, dado pela

transformação unitária U y1HintU1 � (
1�eg + h:c) com U1 = e�i(
1�eg+h:c)t; o hamiltoniano de

interação dado pela Eq.(1.38) torna-se:

H1 (t) =

�
�a
2
e�i�ata+


2
2
e�i�2t�eg

�
[(j+i h+j � j�i h�j)

�ei2j
1jt j+i h�j+ e�i2j
1jt j�i h+j
�
e�i�1t + h:c; (1.39)

onde �zemos a mudança de base j+i =
�
jei+ e�i�1t jgi

�
=
p
2 e j�i =

�
jei � e�i�1t jgi

�
=
p
2.

Agora, se impusermos a condição ressonante de �2 + 2 j
1j = 0; o hamiltoniano de interação

dado pela Eq. (1.39) torna-se

v
H1 (t) =

�
�a
2
e�i(�a+�1)ta+

��a
2
ei(�a+�1)ta

�
[(j+i h+j � j�i h�j)


2
2
e�i�1t j�i h+j+ h:c

�
: (1.40)

Considerando a intensidade do segundo campo clássico j
2j � �a; �a, e fazendo a mudança

do hamiltoniano de interação
v
H1 (t) para um referencial girante, cuja frequência é w2, dado

pela transformação unitária U y2
v
H1U2�

�

2
2
e�i�1t j�i h+j+ h:c

�
com U2 = e

�i(
22 e�i�1tj�ih+j+h:c)t;

o hamiltoniano de interação dado pela Eq. (1.40) torna-se

H2 (t) =

�
�a
2
e�i(�a+�1)ta+

��a
2
ei(�a+�1)tay

��
e�ij
2jt j"i h"j � eij
2jt j#i h#j

�
; (1.41)

onde de�nimos uma nova base j"i =
�
j+i+ ei(�2��1)t j�i

�
=
p
2 e j#i =

�
j+i � ei(�2��1)t j�i

�
=
p
2:
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Para encontrar o hamiltoniano H2 (t) tivemos que fazer j
2j � �a; �a e isto quer dizer que

o hamiltoniano H2 (t) contém somente termos altamente oscilantes, o que permite utilizarmos

o hamiltoniano efetivo por meio da expressão dada pela Eq. (A5) do Apêndice A.

Como o hamiltoniano H2 (t) contém somente termos altamente oscilantes, então o hamilto-

niano efetivo é dado por:

Heff =
H2 (t)

i}

Z t

0

H2

�
t
0
�
dt

0
: (1.42)

Substituindo a Eq. (1.41) na Eq. (1.42) e usando que aay � aya = 1; temos que:

Heff = � �2a
4 j
2j

�
2aya+ 1

�
(j"i h"j � j#i h#j)

� �2a
4 j
2j

�
e�2i(�1+�at)a2 + e2i(�1+�at)ay2

�
(j"i h"j � j#i h#j) ; (1.43)

veja que podemos escrever a Eq. (1.43) como

Heff = HI +HII ; (1.44)

sendo HI = � �2a
4j
2j

�
2aya+ 1

�
(j"i h"j � j#i h#j) o hamiltoniano livre na base j"i e j#i e HII =

� �2a
4j
2j

�
e�2i(�1+�at)a2 + e2i(�1+�at)ay2

�
(j"i h"j � j#i h#j) hamiltoniano de interação na base j"i e

j#i. Fazendo uma última transformação unitária
v
Heff = U yHIIU � HI com o operador de

evolução U = exp
h
i �2a
4j
2j

�
2aya+ 1

�
(j"i j"i � j#i j#i) t

i
para eliminar o termo livre HI �camos

com

v
Heff = �

�
�2a
4 j
2j

e�2i�1a2 exp

�
�2i

�
�a +

�2a
2 j
2j

(j"i h"j � j#i h#j)
�
t

�
+ h:c:

�
(j"i h"j � j#i h#j) :

(1.45)

Assumindo que a fase do primeiro campo clássico seja igual a fase do segundo campo clássico,

implica que o estado j"i se torne o estado jei e o estado j#i se torne o estado jgi. Ajustando

�a +
�2a
2j
2j = 0, a dinâmica na cavidade será dada pelo hamiltoniano de compressão

Hsq = �
�
�a2 + ��ay2

�
; (1.46)

sendo que � = �2a
4j
2je

�2i�1 é o fator de compressão e os sinais � referem-se a preparação dos

átomos nos estados jgi ou jei ; respectivamente.

Portanto, o hamiltoniano dado pela Eq. (1.46) pode ser utilizado para comprimir um

estado quântico previamente preparado na cavidade, isto é, realizar a operação de troca de
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dois fótons do campo preparado em meio não-linear. Propriedades estatísticas dos estados

comprimidos do campo da luz têm sido amplamente estudadas, por exemplo, para obter uma

visão mais profunda sobre fenômenos físicos fundamentais, tais como estatísticas de fótons sub-

Poissoniana revelando características inequívocas da natureza quântica da luz [10, 11] e visando

aplicações tecnológicas, como por exemplo, melhorar a relação sinal-ruído na comunicação

óptica, reduzindo as �utuações quânticas em uma componente da quadratura do campo à

custa de �utuações ampli�cados na quadratura conjugada [12, 13].

Além do estudo dos estados comprimidos a superposição de estados é uma propriedade im-

portante na mecânica quântica (a qual exploraremos a partir do Capítulo 2) e encontra várias

aplicações tecnológicas, como por exemplo em informação quântica e na computação quân-

tica. Superposição de estados é também uma propriedade fundamental de um qubit necessária

para executar transformada de Fourier Quântica, estimativa de fase quântica, busca quântica,

algoritmo de Deutsch, criptogra�a quântica e codi�cação densa [14].

1.3 Contextualização e objetivos desta tese

Desde a descoberta do fenômeno de teletransporte [15], com o uso do efeito da não localidade

demonstrado experimentalmente por A. Aspect e colaboradoes [16], uma série de protocolos

foram sugeridos para a sua implementação em vários contextos, como por exemplos, em ondas

viajantes [17, 18] e em EQC [19, 20]. Experimentalmente, teletransporte foi demonstrado para

variáveis discretas [21] e para um único modo do campo eletromagnético com variáveis contínuas

[22, 23]. Mais recentemente, teletransporte de matéria e a luz foi anunciado [24], onde luz e

matéria são tratadas como, respectivamente, ondas estacionárias e ondas viajantes.

No domínio da EQC, esquemas de teletransportes de estados atômicos emaranhados de

duas partículas [25], estados atômicos emaranhados de multi-partículas e estados de campo

emaranhados dentro das cavidades de alto fator de qualidade [25-30] têm sido propostos, uma

vez que uma cavidade de alto fator de qualidade é, sem dúvida, um cenário importante para

testes de fundamentos da mecânica quântica [27], bem como para demonstrar o processamento

de informação quântica [32] e para a realização de experiências com teletransporte [33].

Os estados de um sistema na maioria das vezes são descritos como estados isolados, isto
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é, sem levar em conta o meio ambiente em que estão inseridos. Entretanto, efeitos quânticos,

como superposição de estados, são sensíveis a interações com o ambiente. Esses efeitos quân-

ticos tendem a desaparecer por causa do acoplamento entre o sistema e o ambiente. O efeito

mais importante que ocorre durante a interação de sistemas quânticos e o meio ambiente é a

decoerência. A decoerência decorre do emaranhamento entre o ambiente e o sistema. Esse

efeito se re�ete diretamente na sustentação das superposições dos estados quânticos, como será

visto no estudo da função de Wigner, na �delidade no capítulo 2, na inversão atômica e na

entropia linear no Capítulo 4.

Qualquer processamento de informação, quântica ou clássica, terá maior di�culdade de real-

ização se estiver num sistema aberto. A geração e posterior teletransporte de estados em sistema

aberto levam inevitavelmente a erros e perda de informação. Entretanto, nenhum sistema na

natureza é de fato isolado. Assim, ruídos, dissipações e erros são inevitáveis para qualquer

procedimento que manipule informação em qualquer ambiente. No nosso caso, estudaremos

a geração do campo na superposição de estados coerentes comprimidos (SECC) bem como o

teletransporte deste estado de uma cavidade para outra, incluindo os efeitos de dissipação e

temperatura.

Nosso objetivo neste trabalho, portanto, consiste em: i) apresentar uma engenharia de

preparação do estado do campo na SECC em uma cavidade de alto fator de qualidade ii) carac-

terizar este campo preparado dentro da cavidade estudando a função de Wigner e a �delidade;

iii) propor um esquema para teletransportar o estado preparado numa cavidade para outra e

iv) estudar algumas propriedades estatísticas do estado evoluído sob in�uência do reservatório.

A primeira parte deste trabalho, desenvolvida no Capítulo 2, será o método de preparação

do campo no estado coerente comprimido (ECC) e na SECC dentro de uma cavidade e sua

caracterização usando o formalismo de Glauber, método este que permite o estudo da perda

de energia do estado para o meio ambiente. No Capítulo 3 apresentaremos a engenharia do

teletransporte do campo preparado na SECC de uma cavidade para outra. No Capítulo 4

estudaremos as propriedades estatísticas dinâmicas e a perda de pureza, através da entropia

linear, considerando o estado do campo, preparado na cavidade, na SECC e comparando com

outros estados como, por exemplo, com o estado de QBIT na base computacional, o estado
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térmico, o estado coerente (EC), o ECC, com um novo estado do campo que propomos, chamado

de estado coerente comprimido ortogonal (ECCO) [34] e o com o caso particular do ECCO

conhecido como estado coerente ortogonal (ECO) que aparece na literatura [35]. E por �m, no

Capítulo 5 apresentaremos nossas conclusões.
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Capítulo 2

Preparação do campo na superposição
de estados coerentes comprimidos

Neste capítulo, mostraremos uma proposta de engenharia para a preparação do campo na

SECC numa cavidade [36]. Um esquema para isto é mostrado na Figura 2.1. Um átomo

inicialmente preparado no estado excitado jei atravessa uma zona de Ramsey (ZR), que o leva

para a superposição dos seus estados excitado e fundamental. Esta interação com um campo

clássico está demonstrado na Sessão 1.1, ou seja, pelo ajuste da fase e amplitude do campo

elétrico, atinge-se a rotação desejada. Fazendo o átomo interagir com o campo no estado

coerente dentro de uma cavidade e passando por uma nova ZR, se átomo for detectado no

estado fundamental ou no estado excitado, o campo dentro da cavidade estará preparado na

SECC, como iremos mostrar.

2.1 Engenharia da preparação do SECC

Para modelar o nosso sistema vamos considerar o seguinte hamiltoniano, que inclui a inter-

ação dispersiva entre um átomo e o campo eletromagnético numa cavidade dissipativa:

H =
1

2
~w0�z + ~waya+

X
k

~wkbykbk +
X
k

~
�
�ka

ybk + �
�
kab

y
k

�
+ ~�aya jei hej (2.1)

Na Eq. (2.1) ~waya é hamiltoniano do campo aprisionado,
P

k ~wkb
y
kbk o hamiltoniano do

reservatório representado pelas paredes da cavidade e modelado como sendo um conjunto de

átomos representados por osciladores harmônicos,
P

k ~
�
�ka

ybk + �
�
kab

y
k

�
é o hamiltoniano da

interação entre o campo e o reservatório, e ~�aya jei hej é o hamiltoniano de interação dispersiva

entre o átomo e o campo dentro da cavidade - ver Seção 1.2; ay e a são os usuais operadores
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Figura 2.1: Esquema de geração do campo na SECC em uma cavidade de alto fator de quali-
dade.

de criação e de aniquilação de fótons no modo do campo, byk e bk são os operadores de criação

e de aniquilação de fótons no modo wk do reservatório, �k é a constante de acoplamento entre

o campo na cavidade e o k-ésimo modo do reservatório e � é o parâmetro efetivo da interação

dispersiva.

A Figura 2.1 representa o esquema de preparação do estado do campo eletromagnético na

SECC, composto por um átomo preparado inicialmente no estado excitado jei, de duas ZR,

uma cavidade com alto fator de qualidade preparada no estado coerente j�i e um detector de

estado do átomo. Passando uma corrente clássica na cavidade que se encontra inicialmente

no estado de vácuo j0i, obtém-se o estado coerente (EC) j�i [6]. Essa ação física pode ser

representada pela aplicação do operador de Glauber D (�) = exp
�
�ay � ��a

�
[37] no estado

de vácuo j0i, isto é:

j�i = D (�) j0i : (2.2)

O chamado operador de compressão S (�) é dado por [38]:

S (�) = exp
�
��a2 � �ay2

�
; (2.3)

sendo � = rei� o parâmetro de compressão, onde r é a intensidade da compressão e � sua direção.

Atuando o operador S (�) no estado coerente j�i teremos o estado coerente comprimido j�; �i

[38] dado por:

S (�) j�i = j�; �i ; (2.4)
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supondo um tempo muito pequeno para a preparação de forma que podemos desprezar o efeito

do reservatório.

Vejamos como o esquema mostrado na Figura (2.1) pode gerar o campo na SECC inicial-

mente preparado no ECC dado pela Eq. (2.4).

Passando um átomo 1 inicialmente no estado excitado jei numa ZR [42], esta coloca o átomo

1 na superposição dos seus estados excitado jei e fundamental jgi, ou seja,

jgi �! c1 jgi � c2 jei (2.5)

e

jei �! c1 jei+ c2 jgi ; (2.6)

conforme mostrado na sessão (1.1). Se após passar pela ZR, o átomo 1 passar pela cavidade 1,

teremos uma interação dispersiva átomo-campo que causa a seguinte evolução do estado inicial

do sistema átomo-campo

(c1 jei+ c2 jgi) j�; �i ! c1 jei j�;��i+ c2 jgi j�; �i :

A evolução da interação dispersiva do sistema átomo-campo, na representação de interação, é

feita através do operador

UAC = exp
�
�i�aya jei hej

�
; (2.7)

sendo � = �t; demonstrado a seguir.

Atuando o operador de evolução da interação de dispersão dado pela Eq. (2.7) no estado

do sistema átomo-campo obtemos

UAC (jei j�; �i+ jgi j�; �i) = exp
�
�i�aya jei hej

�
(jei j�; �i+ jgi j�; �i)

= exp
�
�i�aya jei hej

�
jei j�; �i

+exp
�
�i�aya jei hej

�
jgi j�; �i : (2.8)
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O primeiro termo da Eq. (2.8) pode ser escrito como

exp
�
�i�aya jei hej

�
jei j�; �i = exp

�
�i�aya

�
jei j�; �i

= exp
�
�i�aya

�
S (�) jei j�i

= exp
�
�i�aya

�
S (�) exp

�
i�aya

�
� exp

�
�i�aya

�
jei j�i : (2.9)

Usando a identidade [41, 43]

eKAF (B) e�KA = F
�
eKA Be�KA

�
; (2.10)

temos que:

exp
�
�i�aya

�
S (�) exp

�
i�aya

�
= exp

�
�i�aya

�
exp

�
��a2 � �ay2

�
exp

�
i�aya

�
= exp

�
exp

�
�i�aya

�
��a2 exp

�
i�aya

��
� exp

�
� exp

�
�i�aya

�
�ay2 exp

�
i�aya

��
: (2.11)

Da identidade [6],

exa
yaae�xa

ya = ae�x; (2.12)

teremos que

exp
�
�i�aya

�
��a2 exp

�
i�aya

�
= exp

�
�i�aya

�
��a exp

�
i�aya

�
� exp

�
�i�aya

�
a exp

�
i�aya

�
= ��a2 exp (2i�) (2.13)

e

exp
�
�i�aya

�
�ay2 exp

�
i�aya

�
= �ay2 exp (�2i�) ; (2.14)

e o primeiro termo da Eq. (2.8) �ca

exp
�
�i�aya jei hej

�
jei j�; �i = exp

�
��a2 exp (2i�)� �ay2 exp (�2i�)

�
� exp

�
�i�aya

�
jei j�i : (2.15)
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Expandindo o EC na base de Fock, �caremos com

exp
�
�i�aya

�
j�i =

1X
n

exp
�
�i�aya

� e�j�j2p
n!
�n jni

=
1X
n

e�j�e�i�j
2

p
n!

�
�e�i�

�n jni = ���e�i�� ; (2.16)

e o primeiro termo da Eq. (2.8) será dado por:

exp
�
�i�aya jei hej

�
jei j�; �i = exp

�
��a2 exp (2i�)� �ay2 exp (�2i�)

�
�
���e�i�� jei : (2.17)

Sendo o estado coerente comprimido de�nido pela Eq. (2.4), temos que

exp
�
��a2 exp (2i�)� �ay2 exp (�2i�)

� ���e�i�� = ���e�2i�; �e�i�� : (2.18)

Finalmente, o primeiro termo da Eq. (2.8) com � = �

exp
�
�i�aya

�
jei j�; �i = exp

�
�i�aya

�
jeiS (�) j�i = j�;��i jei ; (2.19)

onde podemos ver que há uma inversão na fase do campo quando o átomo no estado excitado

jei interage com o campo numa interação dispersiva. O segundo termo da Eq. (2.8) �cará

exp
�
�i�aya jei hej

�
jgi j�; �i = jgi j�; �i ; (2.20)

e aqui é visto que o campo permanece o mesmo, com a mesma fase, quando o campo interage

com o átomo no estado fundamental jgi : Então,

UAC (c1 jei+ c2 jgi) j�; �i = c1 jei j�;��i+ c2 jgi j�; �i : (2.21)

Passando o átomo 1 numa outra ZR, evoluindo de acordo com as Eq. (2.5) e (2.6), agora

com c1 = c2 =
1p
2
; faz com que

c1 jei j�;��i+ c2 jgi j�; �i !
1p
2
[jei (c1 j�;��i � c2 j�; �i) + jgi (c1 j�;��i+ c2 j�; �i)] :

(2.22)

Se o átomo 1 for detectado no estado fundamental jgi ; o campo dentro da cavidade 1 estará

no estado c1 j�;��i + c2 j�; �i ; se o átomo for detectado no estado excitado jei o campo na
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cavidade 1 estará no estado c1 j�;��i� c2 j�; �i ; que são possíveis estados do campo chamados

de estados comprimidos pares e impares respectivamente estudados nas Refs. [44, 45].

Vamos supor que o átomo 1 foi detectado no estado fundamental, desprezando a dissipação

durante a preparação, o campo preparado na cavidade 1 será dado por:

c2 j�; �i1 + c1 j�;��i1 : (2.23)

Agora que mostramos a engenharia de como preparar o estado do campo na SECC, dado

pela Eq. (2.23), iremos considerar a evolução deste sob in�uência de um reservatório, que leva

em conta a dissipação e a temperatura. Para tanto utilizaremos o formalismo de Glauber, que é

um dos métodos que estuda as perdas de energia do estado do campo eletromagnético levando

em conta a dissipação e a temperatura. Uma revisão breve do formalismo de Glauber com as

principais equações, como a função característica, o operador densidade, a função P de Glauber

e a função de Wigner com dependência temporal é feita no Apêndice B.

Em sistemas abertos com dependência temporal a função característica pode ser escrita na

forma normal ordenada por:

C(�; t) = Tr
n
�AR (t) e

�aye��
�a
o
; (2.24)

onde �AR (t) representa o operador densidade do sistema e do reservatório no tempo t:

A função característica com dependência temporal na representação de Heisenberg, demon-

strada no Apêndice B, é dada por:

C(�; t) = Tr
n
�AR (0) e

�ay(t)e��
�a(t)

o
: (2.25)

2.1.1 Função característica C(�; t) do campo preparado na SECC

Considerando o campo na cavidade 1 numa SECC na forma N (j�; �i+ j�;��i), sendo

N =
�
2 + 2 exp(�2 j�j2)

�� 1
2 a constante de normalização, o operador densidade que representa

este estado é dado por:

�A (0) = N2 (j�; �i+ j�;��i) (h�; �j+ h�;��j)

= N2

2X
j;k=1

j�; �ji h�; �kj ; (2.26)
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com �1 = � e �2 = ��:

A função característica de acordo com a Eq. (B17) no Apêndice B é dada por:

C(�; t) = TrA

n
�A (0) e

�w�(t)aye��
�w(t)ae�j�j

2P
kjvk(t)j

2<nk>
o
. (2.27)

A função característica, com apenas o termo representativo, é dada por:

Cjk(�; t) = N
2TrA j�; �ji h�; �kj e�j�j

2P
kjvk(t)j

2<nk> exp
�
�w� (t) ay

�
exp (���w (t) a) ; (2.28)

como
�
a(t); ay (t)

�
= 1 da Eq. (B9) no Apêndice B, temos que

X
k

jvk (t)j2 = 1� e��t (2.29)

fazendo

� =
X
k

jvk (t)j2 hnki =
_
n!
�
1� e��t

�
; (2.30)

sendo hnki =
_
n! o número médio de fótons dentro da cavidade a Eq. (2.28) torna-se:

Cjk(�; t) = N
2e��j�j

2

h�; �kj exp
�
�w� (t) ay

�
exp (���w (t) a) j�; �ji (2.31)

e usando o fato de que Sy (�)S (�) = S (�)Sy (�) = 1; podemos reescrever a Eq. (2.31):

Cjk(�; t) = N
2e��j�j

2

h�kjSy (�) exp
�
�w� (t) ay

�
S (�)Sy (�) exp (���w (t) a)S (�) j�ji : (2.32)

Sabendo que Sy (�) aS (�) = �a� �ay e Sy (�) ayS (�) = ��ay � ��a [6], teremos que:

Cjk(�; t) = N
2e��j�j

2

h�kj exp
�
�w� (t)

�
��ay � ��a

��
exp

�
���w (t)

�
�a� �ay

��
j�ji ; (2.33)

usando a identidade de Baker-Campbell-Hausdor¤ dada por [6]:

eA+B = eAeBe�
1
2
[A;B] = eBeAe

1
2
[A;B]; (2.34)

com [A; [A;B]] = [B; [A;B]] = 0, o termo representativo da função característica �cará

Cjk(�; t) = N2e��j�j
2

exp

�
�1
2
�2w�2 (t)���� � 1

2
��2w2 (t)�� + �w� (t)����j

�
� exp (���w (t)��j) h�kj exp (��w� (t) ��a) exp

�
��w (t) �ay

�
j�ji : (2.35)

Sabendo que [6]:

j�i = exp
�
�1
2
j�j2 + �ay

�
j0i (2.36)
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então,

h�j a j	i = h0j exp
�
�1
2
j�j2 + ��a

�
a j	i

=

�
�

2
+

@

@��

�
h0j exp

�
�1
2
j�j2 + ��a

�
j	i

=

�
�

2
+

@

@��

�
h�j 	i (2.37)

logo,

h�j a =
�
�

2
+

@

@��

�
h�j (2.38)

identicamente, temos que:

ay j�i =
�
��

2
+
@

@�

�
j�i : (2.39)

Com isto a Eq. (2.35) torna-se:

Cjk(�; t) = N2e��j�j
2

exp

�
�1
2
�2w�2 (t)���� � 1

2
��2w2 (t)�� + �w� (t)����k � ��w (t)��j

�
� exp

�
��w� (t) ��

�
�k
2
+

@

@��k

��
h�jj exp

�
��w (t) �

�
��j
2
+

@

@�j

��
j�ji : (2.40)

Como o estado coerente j�i = exp
�
�1
2
j�j2 + �ay

�
j0i ; podemos escrever

Cjk(�; t) = N2e��j�j
2

exp

�
�1
2
�2w�2 (t)���� � 1

2
��2w2 (t)�� + �w� (t)����k � ��w (t)��j

�
�h0j exp

�
��w� (t) ��

�
�k
2
+

@

@��k

��
exp

�
�1
2
j�kj2 + ��ka

�
� exp

�
��w (t) �

�
��j
2
+

@

@�j

��
exp

�
�1
2
j�jj2 + �jay

�
j0i

= N2 exp

�
�1
2
�2w�2 (t)���� � 1

2
��2w2 (t)�� + �w� (t)����k � ��w (t)��j

�
� exp

�
�1
2

�
j�kj2 + j�jj2

��
h0j exp [(��w� (t) �� + ��k) a] exp

�
(��w (t) � + �j) a

y� j0i
(2.41)

podemos multiplicar a Eq. (2.41) por:

1 = exp

�
1

2
j(��w� (t) �� + ��k)j

2 � 1
2
j(��w� (t) �� + ��k)j

2

�
(2.42)

e

1 = exp

�
1

2
j(��w (t) � + �j)j2 �

1

2
j(��w (t) � + �j)j2

�
; (2.43)
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então

Cjk(�; t) = N2e��j�j
2

exp

�
�1
2
�2w�2 (t)���� � 1

2
��2w2 (t)��

�
� exp

�
�w� (t)����k � ��w (t)��j �

1

2

�
j�kj2 + j�jj2

��
� exp

�
1

2
j(��w� (t) �� + ��k)j

2 +
1

2
j(��w (t) � + �j)j2

�
�h0j exp

�
�1
2
j(��w� (t) �� + ��k)j

2 + (��w� (t) �� + ��k) a
�

� exp
�
�1
2
j(��w (t) � + �j)j2 + (��w (t) � + �j) ay

�
j0i ; (2.44)

usando de novo que j�i = exp
�
�1
2
j�j2 + �ay

�
j0i:

Cjk(�; �
�; t) = N2e��j�j

2

exp

�
�1
2
�2w�2 (t)���� � 1

2
��2w2 (t)��

�
� exp

�
�w� (t)����k � ��w (t)��j �

1

2

�
j�kj2 + j�jj2

��
� exp

�
1

2
j(��w� (t) �� + ��k)j

2 +
1

2
j(��w (t) � + �j)j2

�
�h���w (t) � + �k j��w (t) � + �ji ; (2.45)

da identidade h� j�i = exp
�
�1
2
j�j2 � 1

2
j�j2 + ���

�
:

Cjk(�; t) = N2e��j�j
2

exp

�
�1
2
�2w�2 (t)���� � 1

2
��2w2 (t)��

�
� exp

�
�w� (t)����k � ��w (t)��j �

1
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ou ainda,

Cjk(�; t) = N2e��j�j
2
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�
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2
�2w�2 (t)���� � 1

2
��2w2 (t)��
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�
; (2.47)
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e

Cjk(�; t) = N2 h�kj �ji exp
�
�1
2
�2w�(t)2���� � 1

2
��2w(t)2��

�
� exp [�w�(t) (����k � ���j)� ��w(t) (��j � ���k)]
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j�w(t)�j2 � � j�j2

�
; (2.48)

�nalmente,

Cjk(�; t) = N2 h�kj �ji exp
�
�1
2
�2w�(t)2���� � 1

2
��2w(t)2��

�
� exp [�w�(t) (����k � ���j)� ��w(t) (��j � ���k)]
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�
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�
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��
: (2.49)

2.1.2 Função P de Glauber-Sudarshan do campo preparado na SECC

De acordo com Eq. (B19) no Apêndice B, a função P (�; t) de Glauber-Sudarshan é dada

por:

P (�; t) =
1

�2

Z
d2�C(�; ��; t)e��

�����; (2.50)

substituindo o termo representativo da função característica dada pela Eq. (2.49) na Eq. (2.50),

o termo representativo da função P (�; t) é:

Pjk (�; t) =
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�2
h�jj �ki

Z
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2
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2 �jw(t)�j2 + ��	 ; (2.51)

usando a integral [46]: Z
d2�e�Kj�j

2� 1
2
L��2� 1

2
L
0
�2�M���M 0

�

=
�p

K2 � LL0 exp

(
KMM
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2
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02 + L
0
M2
�

K2 � LL0

)
; (2.52)
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temos a função P (�; t) da superposição de estados coerentes comprimidos preparado na cavi-

dade 1 dada por:

P (�; t) =
N2

�

2X
j;k=1

h�jj �kip
K2
p � LpL

�
p

� exp
(
�
KpNjkN

�
kj +

1
2

�
LpN

�2
jk + L

�
pN

2
jk

�
K2
p � LpL

�
p

)
; (2.53)

sendo Kp = jw(t)�j2 + �, Lp = w2(t)��, , Njk = w (t) (��j � ���k) � �. Note a condição

K2
p � LpL

�
p > 0 para validar a integral temos que �

2 >
�
jw2(t)��j2 � jw(t)�j2

�2
; então

� > jw(t)j2 j�j (j�j � j�j) : (2.54)

Veja que para a representação particularmente interessante do estado coerente, onde a constante

de normalização N = 1; � = 1; � = 0 e o parâmetro de deslocamento �1 = �2 = �0; temos [6]

que:

P (�; t) =
1

��
exp

(
�j�� �0w(t)j

2

�

)
; (2.55)

sendo � a dispersão da funcão Gaussiana dos velores médios de �0w(t):

2.1.3 Função de Wigner W (; t) do campo preparado na SECC

A função de Wigner é dada pela Eq. (B20) no Apêndice B por:

W (; t) =
1

�2

Z
d2�e�

����C(�; t)e�
j�j
2

2

; (2.56)

substituindo a função característica, dada pela Eq. (2.49), na função de Wigner teremos:

W (; t) =
N2
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)
; (2.57)

usando a integral Eq. (2.52) a função de Wigner �cará

W (; t) =
N2

�

2X
j;k=1

h�; �jj �; �kip
K2 � LL�

� exp
(
�
KMjkM

�
kj +

1
2

�
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�2
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�
M2
jk

�
K2 � LL�

)
; (2.58)
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(a) (b)

Figura 2.2: Função de Wigner sem dissipação e à temperatura nula para o campo na: a) SEC
� = 1.0, � = 0.0; b) SECC � = 1.0, � = 0.5

sendo que K = jw(t)�j2 + � + 1
2
, L = w2(t)��, Mjk = w(t) (��j � ���k) � . Note que

K2 � LL� > 0 também para � = 0, ou seja, para temperatura nula:

Se �zermos o parâmetro de compressão � = 0 na Eq. (2.58) teremos a função de Wigner do

campo na SEC.

Embora tenhamos desconsiderado as perdas durante a preparação do campo na SECC, para

uma estimativa mais realista iremos considerar o estado do campo na SECC a partir do tempo

necessário para prepará-lo (�t = 0:2):

Na Figura 2.2a temos a função de Wigner do campo na SEC com o parâmetro de desloca-

mento � = 2:0 e o parâmetro de compressão � = 0 e na Figura 2.2b temos a função de Wigner

do campo na SECC com o parâmetro de deslocamento � = 2:0 e o parâmetro de compressão

� = 1:0; que corresponde a uma e�ciência próxima 86; 4% na quadratura, ambas à temperatura

0 K e sem dissipação.

Observando a Figuras 2.2a e b, dos estados do campo na SEC e na SECC, veri�camos que

ambas apresentam dois picos correpondente a cada estado coerente envolvido e um padrão de

interferência com as regiões negativas que é uma característica quântica, na Figura 2.2b há uma

compressão em umas das quadraturas, como esperado, pois se trata do campo na SECC

Na Figura 2.3a temos a função de Wigner do campo na SECC, �xando � = 1:0, � = 0:5
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(que representa uma compressão em uma quadratura em torno de 63:2%), ambas à temperatura

nula e com os campos evoluídos tal que �t = 0:4.

Na Figura 2.3c, também com os campos evoluídos, temos a função de Wigner do campo na

SEC com o parâmetro de deslocamento � = 1:0 e o parâmetro de compressão � = 0 e na Figura

2.3d do campo na SECC com parâmetro de deslocamento � = 1:0 e parâmetro de compressão

� = 0:5, ambas com temperatura nula e �t = 1:0.

As Figuras 2.3a, b, c e d nos mostram que, com o passar do tempo, os valores negativos na

função de Wigner dos estados do campo tanto na SEC quanto na SECC vão dimuindo, logo

o efeito quântico tende a desaparecer, como esperado, porém observamos nas Figuras 2.3a e b

que o efeito quântico permanece até um tempo satisfatório, ou seja, até um intervalo de tempo

tal que �t = 0:4; uma vez que o tempo de vida dos fótons em experiências recente é da ordem

de 0:3 s [5] e a constante de dissipação � ' 102s�1 [47]:

Na Figura 2.4a temos a função de Wigner do campo na SEC com o parâmetro de deslo-

camento � = 1:0 e o parâmetro de compressão � = 0 e na Figura 2.4b do campo na SECC

com parâmetro de deslocamento � = 1:0 e o parâmetro de compressão � = 0:5, ambas com o

número médio de fótons térmico dentro da cavidade
_
n! = 0:4 que corresponde à temperatura

dentro do reservatório de 0:9 K, para �t = 1:0.

Observando as Figuras 2.4a e b, notamos que o efeito quântico, que �ca evidente nos valores

negativos na função de Wigner, deaparece com o passar do tempo quando há dissipação e

temperatura no reservatório.

Para reforçar que este efeito quântico também diminui com o acréscimo da temperatura

dentro do reservatório com dissipação e mesmo assim a função de Wigner apresenta valores

negativos até um tempo de vida satisfatório do campo no estado preparado dentro da cavidade,

apresentamos a Figura 2.5a com o número médio de fótons térmico dentro da cavidade
_
n! = 0:0,

a Figura 2.5b com o número médio de fótons térmico dentro da cavidade e
_
n! = 0:1 e a Figura

2.5c com o número médio de fótons térmico dentro da cavidade
_
n! = 0:4 que correspondem às

temperaturas respectivamente iguais a 0 K; 0:5 K e 0:9 K para o estado do campo na SECC

�xando o parâmetro de deslocamento � = 1:5; o parâmetro de compressão � = 1:0 e �t = 0:4.

Fixando o parâmetro de deslocamento � = 2:0; com o parâmetro de compressão � = 0:5
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 2.3: Função de Wigner com dissipação e à temperatuta nula para o campo na: a) SEC
� = 1.0, � = 0.0 e �t = 0.4; b) SECC � = 1.0, � = 0.5 e �t = 0.4; c) SEC � = 1.0, � = 0.0 e
�t = 1.0; d) SECC � = 1.0, �=0.5 e �t = 1.0
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(a) (b)

Figura 2.4: Função de Wigner com temperatura não nula e dissipação para campo na: a) SEC
� = 1.0, � = 0.0, n! = 0.4 e �t = 1.0; b) SECC � = 1.0, � = 0.5, n! = 0.4 e �t = 1.0

a b c

Figura 2.5: Função de Wigner para o campo na SECC � = 1.5, �=1.0, �t = 0.4 a) n! = 0.0;
b) n! = 0.1 e c) n! = 0.4
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(a) (b) (c)

Figura 2.6: Função de Wigner do campo na SECC com � = 2.0, � = 0.5 e n! = 0.1 para: a)
�t = 0.2; b) � t= 0.5 e c) �t = 1.5.

e o número médio de fótons térmico dentro da cavidade
_
n! = 0:1; apresentamos a função de

Wigner do campo preparado na cavidade na SECC na Figura 2.6. Na Figura 2.6a, temos a

função de Wigner com o campo evoluído no instante que �t = 0:2 equivalente ao tempo para

o átomo passar pela cavidade e ser detectado, na Figura 2.6b a função de Wigner do campo

evoluído no instante tal que �t = 0:5 e na Figura 2.6c a função de Wigner do campo preparado

na cavidade no instante que �t = 1:5:

Na Figura 2.6, como esperado e visto anteriormente, com o passar do tempo a função de

Wigner perde sua característica quântica, apresentando valores não negativos. Observe que

�t = 0:5 refere-se a uma mistura de estados coerentes comprimidos mesmo à temperatura

perto do zero absoluto, o estado inicial perde excitação para o ambiente e os dois picos iniciais

tornam praticamente um único, como mostrado na Figura 2.6c. Nossas simulações revelou um

padrão semelhante para outro conjunto de parâmetros. Na próxima Seção, iremos estudar a

in�uência do ambiente sobre a �delidade do campo na SECC preparado na cavidade.

2.1.4 Fidelidade do campo preparado na SECC

A �delidade é de�nida como a projeção do estado evoluído no estado original:

F = Tr [� (�; t0) � (�; t)] ; (2.59)

que mede o quanto o estado evoluído se afasta do estado inicial.
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A �delidade em termos da função de Wigner de um estado, veja Eq. (C4) no Apêndice C,

é dada por:

F = �

Z
d2W (; t)W (; 0) : (2.60)

A função de Wigner do estado preparado na cavidade 1, de acordo com Eq. (2.58), em t = 0

será

W (; 0) =
N2

�

2X
j;k=1

h�; �jj �; �kip
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�
0
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; (2.61)

sendo K0 = j�j2 + � + 1
2
, L0 = ��, M0jk = (��j � ���k) � : Fazendo Bjk = ��j � ���k;

D = K2 � LL�; D0 = K2
0 � L0L

�
0 , por comodidade faremos w (t) = w e substituindo a Eq.

(2.58) e a Eq. (2.61) na Eq. (2.60) a �delidade será dada por:
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ou ainda,
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usando o resultado da integral Eq.(2.52) temos que:
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sendo K1 =
K
D
+ K0

D0
; L1 =

L
D
+ L0

D0
; Mjk+Mrs =

Kw
D
Bjk+
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D
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�
1:

Se �zermos o parâmetro de deslocamento �1 = �2 = � e a constante de normalização N = 1

na Eq. (2.64) teremos a �delidade do campo no estado coerente comprimido j�; �i.

As Figuras 2.7a e b mostram a �delidade em função de �t do campo preparado na SECC

para o parâmetro de deslocamento � = 0:5; � = 1:0, � = 1:5 e � = 2:0 �xando o parâmetro de
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Figura 2.7: Fidelidade para o campo na SECC à temperatura nula com a) � = 0.5; b) � = 1.0
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Figura 2.8: Fidelidade para campo na SECC com temperatura e � = 0.5, � = 0.5 (linha sólida),
� = 1.0 (linha tracejada), � = 1.5 (linha pontilhada)
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compressão � = 0:5 e � = 1:0 com temperatura nula na cavidade.

Interessante notar que na �gura 2.7a em que o parâmetro de compressão � = 0:5 a �delidade

do estado do campo preparado para o parâmetro de deslocamento � = 0:5 é maior que a

�delidade do estado quando o parâmetro de deslocamento for aumentado para � = 1:0 que está

de acordo com o resultado do estado do campo na SEC [53] e na Figura 2.7b é justamente o

contrário, ou seja, a �delidade do estado do campo quando �xado o parâmetro de compressão

� = 1:0 e o parâmetro de deslocamento for � = 0:5 será menor que a �delidade do campo e

quando o parâmetro de deslocamento for aumentado para � = 1:0: Isto se deve ao fato que o

número médio de fótons do campo na SECC com o parâmetro de deslocamento � = 0:5 é maior

que o número médio de fótons do campo na SECC com o parâmetro de deslocamento � = 1:0;

uma vez que a sustentação da superposição de estados é sensível ao número médio fótons em

reservatório dissipativo.

A Figura 2.8 mostra a �delidade em função de �t do campo preparado na SECC para o

parâmetro de deslocamento � = 0:5; � = 1:0 e � = 1:5 �xando o parâmetro de � = 0:5

com o número médio de fótons térmico
_
n! = 0:0;

_
n! = 0:2 e

_
n! = 1:0; que correspondem às

temperatura de 0 K; 0:6 K e 1:7 K; respectivamente.

Em todos os grá�cos, a �delidade é mostrada desde o momento que o campo na SECC

foi preparado (�t = 0:2), ou seja, após átomo passar pela cavidade e ser detectado [48]. As

Figuras 2.7 e 2.8 mostram que a �delidade do campo preparado tanto com temperatura não nula

quanto à temperatura nula se mantém alta, próxima a 90 % para o intervalo do parâmetro de

deslocamento � . 1:0 e � . 1:0 e nossas simulações mostram, como esperado, que a �delidade

decai mais rápida para temperaturas mais altas.
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Capítulo 3

Teletransporte do campo na
superposição de estados coerentes
comprimidos

No mundo microscópico, copiar dados de um local para outro não é algo simples como

no mundo macrocópico, pois a informação quântica não pode ser copiada, ela somente pode

ser transferida de um local para outro, sem deixar qualquer traço na origem. Ou seja, na

computação quântica, a única operação possível é a de mover os dados.

A manipulação e transferência de informação quântica é uma das áreas mais estudadas na

pesquisa avançada para a computação do futuro. Como mencionamos, desde a descoberta do

fenômeno de teletransporte [15] uma série de protocolos e algoritmos foram sugeridos com o

objetivo de viabilizar a computação quântica.

Neste capítulo vamos propor um esquema, mostrado na Figura 3.1, do teletransporte do

estado do campo na superposição de estados coerentes comprimidos [49] de uma cavidade para

outra numa situação ideal, ou seja, sem temperatura e sem dissipação do campo para as peredes

do reservatório que representam as cavidades e no �nal deste apresentaremos a �delidade do

estado teletransportado sob in�uência do reservatório. Este esquema é composto por dois

átomos preparados inicialmente nos estados excitados jei1 e jei2 ; quatro zonas de Ramsey,

três detectores de estados de átomos, um feixe de átomos com todos os átomos no estado

fundamental e duas cavidades idênticas com alto fator de qualidade.

De posse do estado do campo na SECC preparado na cavidade 1, descrito no Capítulo 2,
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Figura 3.1: Esquema de teletransporte do campo na SECC de uma cavidade para outra cavidade
de alto fator de qualidade.

pela Eq. (2.23), vamos preparar, identicamente, um campo no ECC na cavidade 2, dado por:

j	i2 = j�; �i2 : (3.1)

Com o campo preparado na cavidade 1 no estado j	i1 dado pela Eq.(2.23) e o campo

preparado na cavidade 2 no estado j	i2 ; vamos passar um átomo 2, inicialmente preparado

no estado excitado jei2, por uma ZR, evoluindo de acordo com as Eqs.(2.5) e (2.6) com c1 =

c2 =
1p
2
; e depois interagindo dentro do campo da cavidade 2, numa interação dispersiva

átomo-campo dada pela Eq. (2.21) teremos

UAC

�
jei2 + jgi2p

2

�
j�; �i2 =

jei2 j�;��i2 + jgi2 j�; �i2p
2

: (3.2)

Depois que o átomo 2 atravessou a cavidade 2 teremos o estado do sistema dado por

j	i = [c2 j�; �i1 + c1 j�;��i1]
�
jei2 j�;��i2 + jgi2 j�; �i2p

2

�
=

c2p
2
j�; �i1 j�;��i2 jei2 +

c1p
2
j�;��i1 j�;��i2 jei2

+
c2p
2
j�; �i1 j�; �i2 jgi2 +

c1p
2
j�;��i1 j�; �i2 jgi2 : (3.3)

Os estados de Bell, que neste esquema são estados emaranhados entre o estado do campo

preparado na cavidade 1 e o estado do átomo 2 formando uma base completa ortonormal de

estados puros, podem ser escritos como:

j��i = jei2 j�; �i1 � jgi2 j�;��i1p
2

(3.4)
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e

j��i = jei2 j�;��i1 � jgi2 j�; �i1p
2

: (3.5)

Assim, o estado do sistema átomo-campo pode ser escrito como

j	i =
1

2
[j�+i (c2 j�;��i2 + c1 j�; �i2) + j��i (c2 j�;��i2 � c1 j�; �i2)]

+ [j�+i (c2 j�; �i2 + c1 j�;��i2) + j��i (c1 j�;��i2 � c2 j�;��i2)] : (3.6)

Passando o átomo 2 na cavidade 1, conforme vista pela Eq. (2.21) numa interação dispersiva

átomo-campo que mostra que

UAC jei j�; �i �! j�;��i jei e UAC jgi j�; �i ! jgi j�; �i ;

o estado do sistema �ca dada por:

j	i =
1

2

��
jei2 + jgi2p

2

�
j�;��i1 (c2 j�;��i2 + c1 j�; �i2)

+

�
jei2 � jgi2p

2

�
j�;��i1 (c2 j�;��i2 � c1 j�; �i2)

+

�
jei2 + jgi2p

2

�
j�; �i1 (c2 j�; �i2 + c1 j�;��i2)

+

�
jei2 � jgi2p

2

�
j�; �i1 (c1 j�; �i2 � c2 j�;��i2)

�
: (3.7)

Para medir o campo na cavidade 1, primeiramente aplicamos uma descompressão, S�1 (�) =

S (��) no estado do campo da cavidade 1 e o estado do sistema passa a ser

j	i =
1

2

��
jei+ jgip

2

�
j��i1 (c2 j�;��i2 + c1 j�; �i2)

+

�
jei � jgip

2

�
j��i1 (c2 j�;��i2 � c1 j�; �i2)

+

�
jei+ jgip

2

�
j�i1 (c2 j�; �i2 + c1 j�;��i2)

+

�
jei � jgip

2

�
j�i1 (c1 j�; �i2 � c2 j�;��i2)

�
: (3.8)

Depois aplicamos a operação de deslocamento D�1 (�) = D (��) no estado do campo da
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cavidade 1 temos o estado do sistema

j	i =
1

2

��
jei2 + jgi2p

2

�
j�2�i1 (c2 j�;��i2 + c1 j�; �i2)

+

�
jei2 � jgi2p

2

�
j�2�i1 (c2 j�;��i2 � c1 j�; �i2)

+

�
jei2 + jgi2p

2

�
j0i1 (c2 j�; �i2 + c1 j�;��i2)

+

�
jei2 � jgi2p

2

�
j0i1 (c1 j�; �i2 � c2 j�;��i2)

�
: (3.9)

O estado do sistema acima mostra que o campo na cavidade 1 está no estado de vácuo

j0i1 ou num estado diferente do vácuo j�2�i1. Se passarmos um feixe de átomos no estado

fundamental pela cavidade 1 e se pelo menos um átomo for detectado no estado excitado após a

passagem, o campo na cavidade 1 estará no estado diferente do vácuo, mas se todos os átomos

forem detectados no estado fundamental, com certeza o campo na cavidade 1 estará no estado

de vácuo j0i1. Após a interação do átomo 2 com a cavidade 1, o átomo 2 passa por uma última

ZR, evoluindo de acordo com as Eqs. (2.5) e (2.6) com c1 = c2 = 1p
2
, o estado do sistema passa

a ser

j	i =
1

2
[jgi2 j�2�i1 (c2 j�;��i2 + c1 j�; �i2) + jei2 j�2�i1 (c2 j�;��i2 � c1 j�; �i2)

+ jgi2 j0i1 (c2 j�; �i2 + c1 j�;��i2) + jei2 j0i1 (c1 j�; �i2 � c2 j�;��i2)] : (3.10)

Com a medida do feixe dos átomos que passou pela cavidade 1, sabemos com certeza que

o campo na cavidade 1 ou está num estado diferente do vácuo j�2�i1 ; ou no estado de vácuo

j0i1 : Então o estado do sistema estará ou em

j	i = jgi2 (c2 j�;��i2 + c1 j�; �i2) + jei2 (c2 j�;��i2 � c1 j�; �i2) , (3.11)

se a medida resultar em j�2�i1 ou em

j	i = jgi2 (c2 j�; �i2 + c1 j�;��i2) + jei2 (c1 j�; �i2 � c2 j�;��i2) , (3.12)

se a medida resultar em j0i1.

Por �m, se depois que o átomo 2 passar pela última ZR, �zermos uma medida no estado do

átomo 2, saberemos com certeza qual estado será do campo na cavidade 2. Por exemplo, se o

campo na cavidade 1 estiver no estado de vácuo j0i1 (todos os átomos do feixe forem detectados

40



no estado fundamental) e o átomo 2 for detectado no estado fundamental jgi2 depois de passar

pela última ZR, teremos o estado do campo na cavidade 2 dada por:

j	i2 = c2 j�; �i2 + c1 j�;��i2 (3.13)

que é o mesmo estado inicialmente preparado na cavidade 1, dado pela Eq. (2.23). Entretanto,

se o campo na cavidade 1 estiver no estado de vácuo j0i1 e o átomo 2 for detectado no estado

excitado jei2 depois de passar pela última ZR, teremos o estado do campo na cavidade 2 dada

por:

j	i2 = c1 j�; �i2 � c2 j�;��i2 ; (3.14)

veja que a diferença deste estado com o estado inicialmente preparado na SECC na cavidade

1, veja Eq. (2.22), é na fase relativa e na fase do campo.

Outra possibilidade é a medida do campo na cavidade 1 resultar em j�2�i1 (pelo menos

um átomo do feixe for detectado no estado excitado) e o átomo 2 for detectado no estado

fundamental jgi2 depois de passar pela última ZR. Nesse caso teremos o estado do campo na

cavidade 2 dada por:

j	i2 = c2 j�;��i2 + c1 j�; �i2 : (3.15)

E por �m, se o campo na cavidade 1 resultar em j�2�i1 e o átomo 2 for detectado no estado

excitado jei2 depois de passar pela última ZR, teremos o estado do campo na cavidade 2 dada

por:

j	i2 = c2 j�;��i2 � c1 j�; �i2 : (3.16)

No caso do campo na cavidade 1 resultar em j�2�i1 e o átomo 2 for detectado no estado

fundamental jgi2, poderemos fazer uma mudança na fase do estado do campo na cavidade 2,

dada pela Eq. (3.15), para obtermos o estado do campo na SECC idêntico ao estado inicialmente

preparado na cavidade 1. Para isto, vamos recorrer a um átomo auxiliar preparado no estado

excitado jei interagindo com campo na cavidade 2 de acordo com a interação átomo-campo

dada pela Eq. (2.19), com � = �:

exp
�
��iaya

�
jei j�; �i = exp

�
��iaya

�
jeiS (�) j�i = j�;��i jei ; (3.17)
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com esta interação do átomo auxiliar com o campo na cavidade 2 mudando a fase do campo,

teremos o estado do campo na cavidade 2 idêntico ao estado do campo inicialmente preparado

na cavidade 1, portanto �zemos um teletransporte do campo preparado na SECC na cavidade

1 para a cavidade 2 numa situação ideal, ou seja, sem dissipação de energia dos estados dos

campos para as paredes das cavidades.

Para calcular a �delidade do campo teletransportado incluindo as perdas durante a sua

engenharia, de acordo com a Eq. (2.60), que mede o quanto o estado teletransportado se afasta

do estado preparado, nós devemos resolver

F = �

Z
d2W (; t)W (; t1) : (3.18)

onde t1 é o tempo de preparação do campo na SECC para ser teletransportado e t é o tempo

depois disso, ou seja, t1 6 t 61. Note que um tempo t2 é gasto no processo de teletransporte,

rigorosamente falando o estado teletransportado existe somente após t > t2. A função de

Wigner W (; t1) conforme a Eq. (2.58) será dada por

W (; t1) =
N2

�

2X
j;k=1

h�; �jj �; �kip
K2
2 � LBL

�
B

� exp
(
�
K2RjkR

�
kj +

1
2

�
LR

�2
kj + L

�
R2jk
�

K2
2 � LBL

�
B

)
; (3.19)

sendo que K2 = jw(t1)�j2 + �+ 1
2
, LB = w2(t1)��, Rjk = w(t1) (��j � ���k)� :

Substituindo a Eq. (2.58) e a Eq. (3.19) na Eq. (3.18) e usando a identidade dada pela Eq.

(2.52) teremos a �delidade do campo teletransportado na SECC dada por:

F = N4

2X
j;k=1

2X
r;s=1

h�; �jj �; �ki h�; �rj �; �sip
DDAD2

� exp
 
�
2K jwj2BjkB�kj + Lw�2B�2kj + L

�
w2B2jk

2D

!

� exp
 
�K2 jw1j2BrsB�sr � LBw�21 B�2sr � L

�
Bw

2
1B

2
rs

2D2

!

� exp
(
KA (Njk +Nrs) (Qjk +Qrs)� 1

2

�
LA (Qjk +Qrs)

2 + L
�
A (Njk +Nrs)

2�
2DA

)
;

(3.20)
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Figura 3.2: Fidelidade do campo preparado na SECC e teletransportado com a) � = 1.0 e � =
0.5 (tracejada), � = 1.0 (pontilhada), � = 1.5 (sólida); b) � = 1.0 e � = 0.5 (tracejada), � =
1.0 (pontilhada), � = 1.5 (sólida)

onde omitimos a dependência do tempo para abreviar, fazendo w1 (t1) = w1; DA = K
2
A�LAL

�
A;

D2 = K
2
2 �LBL

�
B com KA =

K
D
+ k2

D2
; LA =

L
D
+ LB

D2
; Njk+Nrs =

Kw
D
Bjk+

Lw�

D
B�kj +

K2w�1
D2
Brs+

L2w1
D2
B�sr; e Qjk +Qrs =

L
�
w
D
Bjk +

Kw�

D
B�kj +

L
�
2w1
D2
Brs +

K2w�1
D2
B�sr :

Na Figura 3.2a temos o grá�co da �delidade em função de T = �t; do campo teletrans-

portado comparando com o campo preparado na SECC, onde �xamos o parâmetro de com-

pressão � = 1:0 com o parâmetro de deslocamento � = 0:5; � = 1:0 e � = 1:5; na Figura 3.2b

�xamos parâmetro de deslocamento � = 1:0 com o parâmetro de compressão � = 0:5; � = 1:0

e � = 1:5: A �delidade é mostrada desde o momento que o campo na SECC foi preparado a

partir de um tempo tal que �t = 0:2 e a partir do tempo t2 tal que �t = 0:4; em que o campo

é teletransportado, temos a �delidade do campo na SECC teletransportado.

Notamos que a �delidade do estado teletransportado está em torno de 90 % quando o

parâmetro de deslocamento for de � ' 1:0 com o parâmetro de compressão no intervalo de

� . 1:0 visto nas Figuras 3.2a e b, mas terá uma �delidade próxima a 80 % com o parâmetro

de deslocamento � ' 0:5 com parâmetro de compressão � ' 1:0 mostrado na Figura 3.2a.
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Capítulo 4

Propriedades estatísticas dinâmicas

Neste capítulo iremos investigar as propriedades estatísticas do novo estado do campo eletro-

magnético que propomos e chamamos de SECC a �m de caracteriza-lo. Veri�caremos o efeito

do reservatório na variância das quadraturas, bem como a evolução do número médio de fótons

e assim caracterizar em que estatística o estado preparado na cavidade pertence por meio do

parâmetro Q de Mandel.

Mostraremos resultados analíticos e numéricos sem perda de energia e com perda de ener-

gia para o meio ambiente da inversão atômica para alguns parâmetros realistas [36]. Também

estudaremos a evolução da superposição de estados sob a in�uência de um reservatório à tem-

peratura 0 K e com temperaturas não nulas com o objetivo de saber como o seu grau de pureza

são perdidos com a evolução temporal através da entropia linear. Superposições estudadas aqui

são compostas por estados coerentes, estados coerentes comprimidos, estados coerentes ortogo-

nais e estados coerentes comprimidos ortogonais [34] que introduzimos generalizando os estados

coerentes ortogonais [35]. Para comparação, mostraremos como a robustez das superposições

estudadas aqui é diferente de um qubit dado por uma superposição do estado com zero fóton

j0i com o estado de um fóton j1i.

4.1 Propriedades estatísticas

Nesta Seção apresentaremos uma revisão de algumas propriedades estatísticas necessárias

para entender alguns efeitos óticos não clássicos.

As quadraturas X1 e X2 do campo eletromagnético são de�nidas em termos dos operadores
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de criação e aniquilação de fótons a e ay, como

X1 =
1

2

�
a+ ay

�
(4.1)

e

X2 =
1

2i

�
a� ay

�
(4.2)

que satisfazem a relação de comutação

[X1; X2] =
i

2
. (4.3)

A variância das quadraturas é de�nida como

(�Xj)
2 =



X2
j

�
� hXji2 com j = 1; 2 (4.4)

e de acordo com a relação de comutação

(�X1) (�X2) >
1

4
, (4.5)

sendo assim, o menor valor permitido para o produto das incertezas é 1=4. A compressão

ocorrerá quando (�Xj)
2 for menor que 1=4: Por conveniência, de�ne-se o parâmetro

qj =
(�Xj)

2 � 0; 25
0; 25

, (4.6)

e neste caso, compressão ocorrerá quando �1 6 qj < 0.

A estatística de fótons de um estado pode ser obtida pelo parâmetro Q de Mandel. Con-

sideremos que (�n)2 = hn2i � hni2 dá a �utuação (ruído) no número de fótons. Na luz comum

(térmica ou caótica) obtém-se (�n)2 > hni. Como a luz coerente obedece a uma estatística de

Poisson
h
P (n) = �n;n =

hnie�hni
n!

i
diz-se então que a luz comum é super-Poissoniana.

Certos feixes liminosos apresentam estatísticas sub-Poissoniana: (�n)2 < hni : Este tipo de

efeito implica que certa função de probabilidade P (�) devia assumir valores negativos. A P (�)

é a função que aparece na representação �, na base coerente dado por � =
R
P (�) j�i h�j d2�;

logo é um efeito ótico não-clássico.

O parâmetro Q de Mandel é de�nido em termos da variância do número de fótons e do

número médio de fótons por:

Q � (�n)2 � hni
hni ; (4.7)
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sendo a variância (�n)2 = hn2i � hni2 ; e o parâmetro Q de Mandel �cará

Q � hn2i � hni � hni2

hni : (4.8)

Utilizando esta de�nição, temos a seguinte classi�cação para a estatística de fótons:

Q = 0 =) estatística Poissoniana

Q > 0 =) estatística super-Poissoniana

Q < 0 =) estatística sub-Poissoniana.

Ou seja, o parâmetro Q de Mandel caracteriza a ocorrência de uma das estatísticas. Lembrando

que o estado de número tem (�n)2 = 0; logo o parâmetro Q = �1 é o mais sub-Poissoniano

possível, pois tem o número de fótons bem de�nido. No estado coerente temos que o número

médio de fótons e a variância no número de fótons são iguais, hni = (�n)2 = j�j2 ; logo o

parâmetro Q = 0 e o estado coerente pertence a estatística Poissoniana.

4.2 Evolução temporal das propriedades estatísticas

Numa situação real o estado evoluído modi�ca-se sob in�uência do reservatório, e por con-

sequência suas propriedades estatísticas também sofrem alterações. Veri�caremos, então, a

evolução de algumas propriedades estatísticas do campo na SECC preparado na cavidade,

como o número médio de fótons, a estatística de fótons dado pelo parâmetro Q de Mandel e a

compressão nas quadraturas .

4.2.1 Número médio de fótons

De acordo com a Eq. (B8) no apêndice B, a função característica é dada por:

C(�; ��; t) = Tr
n
�AR (t) e

�aye��
�a
o
= Tr

n
�AR (0) e

�ay(t)e��
�a(t)

o
; (4.9)
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veja que �
@C(�; ��; t)

@�

�
�=0

=


ay (t)

�
; (4.10)�

�@C(�; �
�; t)

@��

�
�=0

= ha (t)i , (4.11)�
�@

2C(�; ��; t)

@��@�

�
�=0

=


ay (t) a (t)

�
= hn (t)i e (4.12)�

@4C(�; ��; t)

@�@��@�@��

�
�=0

=


n2 (t)

�
� hn (t)i ; (4.13)

nesta última usamos que
�
a (t) ; ay (t)

�
= 1: De acordo com a Eq. (2.49) a função característica

do campo na SECC preparado dentro em uma cavidade com dissipação e temperatura é dada

por:

C(�; ��; t) =
2X

j;k=1

N2 h�kj �ji exp
�
�1
2
�2w�(t)2���� � 1

2
��2w(t)2��

�
� exp [�w�(t) (����k � ���j)� ��w(t) (��j � ���k)]

� exp
�
� j�j2

�
jw(t)�j2 + �

��
; (4.14)

então, a evolução do número médio de fótons do campo na SECC de acordo com as Eqs. (4.12)

e (4.14) será

hn (t)i =

�
�@

2C(�; ��; t)

@��@�

�
�=0

= N2

2X
j;k=1

h�kj �ji
�
jw(t)j2 (����k � ���j) (��j � ���k) +

�
jw(t)�j2 + �

��
(4.15)

no caso particular, sem dissipação (�t = 0), temos jw(t)j2 = 1 e à temperatura nula (� = 0) ;

para o campo na SECC com o parâmetro de deslocamento �1 = � e �2 = �� teremos o mesmo

resultado do número médio de fótons encontrado na literatura [6] dado por:

hn (0)i = N2 (h�; �j+ h��; �j) aya (j�; �i+ j�;��i)

= N2
��
j�j2

�
cosh2 r + sinh2 r

�
� ��2ei� sinh r cosh r � �2e�i� sinh r cosh r + sinh2 r

�
+
�
j�j2

�
cosh2 r + sinh2 r

�
� ��2ei� sinh r cosh r � �2e�i� sinh r cosh r + sinh2 r

�
+2e�2j�j

2 �
� j�j2

�
cosh2 r + sinh2 r

�
� ��2ei� sinh r cosh r

��2e�i� sinh r cosh r + sinh2 r
�	
; (4.16)
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(a) (b)

Figura 4.1: Evolução do número médio de fótons com n! = 0.0 e � = 1.0 (sólida), �=1.5
(tracejada), � = 2.0 (asterístico) com n! = 1.0 e � = 1.0 (pontilhada), � = 1.5 (tracejada e
pontilhada), � = 2.0 (quadrada); a) para o campo na SEC � = 0.0 e b)para o campo na SECC
� = 1.0

e note que, sem dissipação (�t = 0) temos jw(t)j2 = 1 à temperatura nula (� = 0) ; para o campo

na SEC, isto é, com o parâmetro de compressão � = 0; teremos o mesmo resultado do número

médio de fótons tanto na Eq. (4.16) quanto na Eq. (4.15) dada por:

hn (0)i =
j�j2

�
2� 2e�2j�j2

�
�
2 + 2e�2j�j

2�
= j�j2 tanh

�
j�j2
�
: (4.17)

Se �zermos o parâmetro de deslocamento �1 = �2 = �, e a constante de normalização N = 1;

sem dissipação e à temperatura 0 K , teremos o número médio de fótons do campo no ECC

tanto na Eq. (4.16) quanto na Eq. (4.15) [6].

Na Figura 4.1a apresentamos a evolução do número médio de fótons em função de �t

do campo na SEC com temperatura
�_
n! = 0:0

�
e com temperatura

�_
n! = 1:0

�
, variando o

parâmetro de deslocamento � = 1; � = 1:5 e � = 2:0. Na Figura 4.1b apresentamos a evolução

do número médio de fótons em função de �t do campo na SECC à temperatura nula
�_
n! = 0:0

�
e com temperatura não nula

�_
n! = 1:0

�
, variando o parâmetro de deslocamento � = 1; � = 1:5

e � = 2:0; todos com o parâmetro de compressão � = 1:0. Para comparação mostramos a linha

sólida vermelha representando o número médio de fótons térmicos
_
n! = 1:0

E, como esperado tanto para o campo na SEC quanto para o campo na SECC, com tem-
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peratura nula o estado perde excitação para as paredes do reservatório com o passar do tempo

e o estado dentro da cavidade vai para o estado de vácuo e com temperatura não nula o estado

entra em equilíbrio com o estado térmico existente dentro da cavidade.

4.2.2 Parâmetro Q de Mandel

Para classi�car a estatítisca de fótons do estado campo evoluído preparado na cavidade na

SECC levando em conta a dissipação e a temperatura, com dependência temporal no parâmetro

Q de Mandel.

Então, o parâmetro Q de Mandel em função do tempo, de acordo com a de�nição dada pela

Eq. (4.7), será

Q(t) � �n2(t)� hn(t)i
hn(t)i ; (4.18)

onde �n2(t) = hn2(t)i � hn(t)i2 ; então

Q(t) � hn2(t)i � hn(t)i � hn(t)i2

hn(t)i ; (4.19)

da Eq. (4.13) e da função característica do estado do campo preparado na cavidade dada pela

Eq. (4.14) temos que:



n2 (t)

�
� hn (t)i =

�
@4C(�; ��; t)

@�@��@�@��

�
�=0

= N2

2X
j;k=1

h�kj �ji
h��w2(t)����2 � jw(t)j4 ���� (��j � ���k)2

� jw(t)j4 �� (����k � ���j)
2 + jw(t)j4 (��j � ���k)

2 (����k � ���j)
2

+4 jw(t)j2 (��j � ���k) (����k � ���j)
�
jw(t)�j2 + �

�
+ 2

�
jw(t)�j2 + �

�2i
; (4.20)

e a evolução do número médio de fótons é encontrado na Eq. (4.15).

Para ter idéia dos valores numéricos do parâmetro de deslocamento � e do parâmetro de

compressão � que caracteriza a estatística de fótons, apresentamos na Figura 4.2 o parâmetro

Q de Mandel em função do parâmetro de deslocamento � e do parâmetro de compressão � sem

dissipação (�t = 0) e com temperatura nula (� = 0).
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Figura 4.2: Parâmetro Q de Mandel em função de � e � para o campo na SECC.

Figura 4.3: Fixando � = 2.5 e � = 0.5 para o campo na SECC sendo n! = 0.0 (sólida), n! =
0.4 (pontilhada) e n! = 1.0 (tracejada) para parâmetro Q(t) de Mandel.

Veri�camos, então, que o estado do campo preparado na cavidade é caracterizado na es-

tatística de fótons sub-Poissoniana (Q < 0) no intervalo do parâmetro de deslocamento � & 2:0

e no intervalo do parâmetro de compressão de 0:25 . � . 0:75 em condições ideais.

Como exemplo, temos na Figuras 4.3 a evolução do parâmetro Q(t) de Mandel em função

de �t do campo na SECC preparado na cavidade para o parâmetro de deslocamento � = 2:5 e

o parâmetro de compressão � = 0:5 à temperatura 0 K e à temperatura não nula.

Para comparação mostramos a estatística de fótons Poissoniana (Q(t) = 0) na Figura 4.3

em linha de traço e ponto.

Nota-se na Figura 4.3, com um tempo muito grande, o campo na SECC preparado na
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cavidade, com temperatura nula
�_
n! = 0:0

�
, com o parâmetro de deslocamento � = 2:5 e

de compressão � = 0:5; o estado se apresenta na estatística sub-Poissoniana em todo o seu

tempo de vida dentro da cavidade, com o número de fótons térmico em torno de
_
n! = 0:4, que

equivale a uma temperatura de aproximadamente 0:9 K, o campo na SECC ainda se apresenta

na estatística sub-Poissoniana em um intervalo de tempo satisfatório, ou seja, até um instante

tal que �t ' 0:5.

4.2.3 Compressão das quadraturas

Para completar o nosso propósito, veri�caremos o efeito de compressão das quadraturas em

função do tempo, do campo evoluído inicialmente preparado na cavidade na SECC, conforme

a Eq. (4.6), pelo parâmetro

qj(t) =
(�Xj (t))

2 � 0; 25
0; 25

, com j = 1; 2 (4.21)

cuja variância na quadratura �X1 é

(�X1 (t))
2 =



X2
1 (t)

�
� hX1 (t)i2

=
1

4

D�
a (t) + ay (t)

�2E� 1
4


�
a (t) + ay (t)

��2
=

1

4

�

a2 (t)

�
+ 1 + 2



ay (t) a (t)

�
+


ay2 (t)

�
�

�
a (t) + ay (t)

��2i
(4.22)

e a variância da quadratura �X2 é

(�X2 (t))
2 =



X2
2 (t)

�
� hX2 (t)i2

=
1

4

D�
a (t)� ay (t)

�2E� 1
4


�
a (t)� ay (t)

��2
= �1

4

�

a2 (t)

�
� 1� 2



ay (t) a (t)

�
+


ay2 (t)

�
�


�
a (t)� ay (t)

��2i
(4.23)
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(a) (b)

Figura 4.4: Parâmetro de compressão nas quadraturas qj(t) em função de � e � do campo na
SECC para: a) quadratura X1 e b) quadratura X2.

sendo que os valores médios de

ha (t)i = N2

2X
j;k=1

h�kj �jiw(t) (��j � ���k) , (4.24)



ay (t)

�
= N2

2X
j;k=1

h�kj �jiw�(t) (����k � ���j) ; (4.25)



a2 (t)

�
= N2

2X
j;k=1

h�kj �ji
�
w2(t) (��j � ���k)

2 � w2(t)��
�
e (4.26)



ay2 (t)

�
= N2

2X
j;k=1

h�kj �ji
�
w�2(t) (����k � ���j)

2 � w�2(t)����
�
, (4.27)

previamente calculados usando a função característica do estado preparado na cavidade con-

forme a Eq. (4.14) dado por: haj (t)i =
h
(�1)j @

jC(�;��;t)
@��j

i
�=0

e


ayj (t)

�
=
�
@jC(�;��;t)

@�j

�
�=0
, com

j = 1; 2 e a evolução do valor médio do número de fótons


ay (t) a (t)

�
= hn (t)i de acordo com

a Eq. (4.12) mostrado na Eq. (4.15).

Para veri�car para quais valores dos parâmetros de deslocamento � e de compressão �

do estado preparado na cavidade ocorre o efeito de compressão em uma das quadraturas do

campo preparado na cavidade, apresentamos nas Figuras 4.4a e 4.4b o parâmetro qj (j = 1; 2)

em função parâmetros de deslocamento � e de compressão � na condição ideal, ou seja, sem

dissipação e temperatura nula.
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Figura 4.5: Compressão nas quadraturas do campo na SECC com � = 1:0 e � = 1:0 para X1
com

_
n! = 0:0 (sólida),

_
n! = 0:4 (tracejada),

_
n! = 1:0 (pontilhada) e para X2 com

_
n! = 1:0

(quadrado),
_
n! = 0:4 (asterístico),

_
n! = 0:0 (cruz).

E, veri�camos na Figura 4.4a que há compressão na quadratura X1 do campo preparado

na cavidade para o parâmetro de deslocamento � . 1:0 com o parâmetro de compressão

0:5 . � . 1:0 e na Figura 4.4b que há compressão na quadraturaX2 do campo para o parâmetro

de deslocamento 0:5 . � . 1:2 com o parâmetro de compressão pequeno em torno de � . 0:2:

Como exemplo, temos na Figura 4.5 através do parâmetro qj(t) (j = 1; 2) a evolução da

compressão nas quadraturas em função de �t do campo na SECC preparado na cavidade,

�xando o parâmetro de deslocamento � = 1:0 e de compressão � = 1:0, pertencente aos

intervalos mencionados na Figura 4.4a.

E visto claramente, na Figura 4.5 na presença o efeito de compressão na quadratura X1 do

campo na SECC preparado na cavidade, em todo o tempo de vida do estado na cavidade à

temperatura nula , ou seja, não havendo nenhum fóton térmico dentro da cavidade. Mas, ainda

com um número médio de fótons térmico de
_
n! = 0:4 em um tempo satisfatório de vida do

estado preparado na cavidade, o efeito de compressão na quadratura do campo X1 se manifesta.

E, com o passar do tempo este efeito se reduz ocorrendo o aumento das �utuações quânticas

na componente da quadratura do campo X1; e como previsto, as �utuações da quadratura

conjugada do campo X2 são diminuída.

A relação de incerteza com dependência temporal é dada por:

(�X1 (t)) (�X2 (t)) >
1

4
; (4.28)
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(a) (b) (c)

Figura 4.6: Evolução da relação de incerteza em função � e � do campo na SECC: a) n! = 0.0
e �t = 0.0; b) n! = 0.0 e �t = 0.4; c) n! = 0.4 e �t = 0.4

sendo sempre válida visto na evolução da relação de incerteza em função parâmetros de desloca-

mento � e de compressão � do campo na SECC preparado na cavidade sem dissipação (�t = 0) e

com temperatura nula
�_
n! = 0:0

�
na Figura 4.6a, do campo na SECC evoluído (com dissipação

tal que �t = 0:4) e temperatura nula
�_
n! = 0:0

�
na Figura 4.6b e na Figura 4.6c do campo na

SECC evoluído (com dissipação tal que �t = 0:4) e com temperatura não nula
�_
n! = 0:4

�
.

Veri�ca-se, como esparado, que a relação de incerteza sempre terá um valor mínimo igual a

0:25, visto nas Figuras 4.6a, 4.6b e 4.6c, para diversos parâmetro de deslocamento � e de com-

pressão � do estado preparado na cavidade com dissipação e sem dissipação, com temperatura

nula e com temperatura não nula.

4.3 Inversão atômica

Inversão atômica é de�nida como a diferença entre a probabilidade de se encontrar o átomo

no estado excitado (Pe) e a probabilidade dele estar no estado fundamental (Pg) [6]. As carac-

terísticas dinâmicas da inversão atômica, como veremos, �cam determinadas pela distribuição

do número de fótons do campo. Quando a distribuição do número de fótons alcança grandes

valores e os termos evoluem com frequência que interferem entre si, ocorre o colapso, que é

um efeito quântico. Existirá instantes em que alguns termos da distribuição de fótons podem

evoluir em fase ocorrendo o ressurgimento. Nesta seção daremos, para efeito de comparação,
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os resultos analíticos e numéricos da inversão atômica para o campo no ECC e para o campo

na SECC com perda e sem perda de energia para o meio ambiente, usando a interação do

átomo-campo no modelo de Jaynes-Cummings [1].

4.3.1 Inversão atômica para o campo preparado no estado coerente
comprimido e preparado na superposição de estados coerentes
comprimidos sem perda

Considerando o campo no estado coerente comprimido j	i = j�; �i dentro da cavidade 1, o

operador densidade que representa o campo é � = j�; �i h�; �j : Na representação de interação

ressonante, o hamiltoniano que descreve a interação de um átomo com o campo no modelo

Jaynes-Cummings (J-C) [1, 50] é dado por:

Hjc = ~g
�
�+a+ ��a

y� ; (4.29)

sendo �+ e �� os operadores de Pauli, dados por:

�+ = jei hgj e �� = jgi hej ; (4.30)

g é a constante de acoplamento entre o átomo e o campo, e o operador de evolução é dado por

Ujc = e
�iHjct.

A probabilidade Pe de detectar o átomo no estado excitado jei, preparado inicialmente no

estado inicial jei, após interagir via J-C com o campo sem perdas, é dada por:

Pe = Tr jei hejUjc�U yjc

= Tr jei hejUjc j�; �i h�; �jU yjc; (4.31)

escrevendo o estado coerente comprimido j�; �i na base de Fock, então

Pe = Tr jei hej
 X

n

Cn

h
cos
�
gt
p
n+ 1

�
jei jni � i sin

�
gt
p
n� 1

�
jgi jn� 1i

i!
�
X
m

C�m

h
cos
�
gt
p
m+ 1

�
hej hmj+ i sin

�
gt
p
m� 1

�
hgj hm� 1j

i
; (4.32)

sendo Cn os coe�cientes do campo no ECC j�; �i dado por [6]:

Cn =

p
(ei� tanh r)np
2nn! cosh r

exp

�
�1
2

�
j�j2 + e�i��2 tanh r

��
� Hn

 
�e�i

�
2

p
2 cosh r sinh r

!
: (4.33)

55



a b c

Figura 4.7: Inversão atômica com temperatura nula e sem dissipação para o campo no: a) EC
� = 5.0, � = 0.0; b) ECC � = 5.0, � = 0.5; c) ECC � = 5.0, � = 1.0

Tomando o traço na Eq. (4.32), a probabilidade de detectar o átomo no estado inicial jei é:

Pe =
X
n

jCnj2 cos2
�
gt
p
n+ 1

�
; (4.34)

onde jCnj2 nos dá a distribuição do número de fótons do campo e a inversão atômicaW (gt) =

Pe� Pg = 2Pe� 1; será dada por:

W (gt) =
X
n

jCnj2 cos
�
2gt
p
n+ 1

�
: (4.35)

Note que se �zermos r = 0 nos coe�cientes do campo no estado coerente comprimido Cn dado

pela Eq.(4.33), teremos a inversão atômicaW (gt) na Eq. (4.35) do estado coerente dentro da

cavidade 1.

A Figura 4.7a mostra a inversão da população em função de gt, sem perda, para o campo

no EC com o parâmetro de deslocamento � = 5:0 [6] e as Figuras 4.7b e c para o campo no

ECC com o parâmetro de deslocamento � = 5:0 com o parâmetro de compressão � = 0:5 e

� = 1:0.

As Figuras 4.7b e c mostram que a inversão atômica do campo no ECC também apresenta

o colapso e ressurgimento, mas esses efeitos ocorrem mais vezes, no mesmo intervalo de tempo,

comparado com a inversão atômica do campo no EC dada na Figura 4.7a.
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Para o campo preparado na SECC na forma j	i = N (j�; �i+ j�;��i) ; o operador densi-

dade que representa o estado é � = N2 (j�; �i+ j�;��i) (h�; �j+ h��; �j). A probabilidade Pe

de detectar o átomo no estado excitado jei, preparado inicialmente no estado inicial jei ; sem

perdas, será dada por:

Pe = N2tr jei hejUjc (j�; �i+ j�;��i) (h�; �j+ h��; �j)U yjc: (4.36)

Escrevendo na base de Fock cada camponente do campo j�; �i e j�;��i e atuando o operador

de evolução Ujc; teremos a

Pe = N2Tr jei hej
(X

n

C+n

h
cos
�
gt
p
n+ 1

�
jei jni � i sin

�
gt
p
n� 1

�
jgi jn� 1i

i
+
X
m

C�m

h
cos
�
gt
p
m+ 1

�
hej hmj � i sin

�
v
p
m� 1

�
hgj hm� 1j

i)

�
(X

k

C+�k

h
cos
�
gt
p
k + 1

�
g hej hkj+ i sin

�
gt
p
k � 1

�
hgj hk � 1j

i
+
X
j

C��j

h
cos
�
gt
p
j + 1

�
hej hjj+ i sin

�
v
p
j � 1

�
hgj hj � 1j

i)
; (4.37)

sendo C+ e C�; os respectivos coe�cientes dos estados coerentes comprimidos j�; �i e j�;��i :

Tomando o traço na Eq. (4.37), a probabilidade de detectar o átomo no estado excitado jei, é

dado por:

Pe = N2

(X
n

h��C+n ��2 + �C+n C��n + C+�n C
�
n

�
+
��C�n ��2i cos2 �gtpn+ 1�o ; (4.38)

e a inversão atômicaW (gt), sem perdas, do campo na SECC, é dada por:

W (gt) = N2

(X
n

h��C+n ��2 + C+n C��n + C+�n C
�
n

+
��C�n ��2i cos�2pn+ 1gt�o ; (4.39)

note que se �zermos os coe�cientes C�n = 0 e a constante de normalização N = 1 na Eq. (4.39)

teremos a inversão atômica do campo no ECC sem perda, conforme a Eq. (4.35).

A inversão da população em função de gt é mostrada na Figura 4.8a para SEC com o

parâmetro de deslocamento � = 5:0 e nas Figuras 4.8b e c para o campo na SECC �xando o
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a b c

Figura 4.8: Inversão atômica sem perda para o campo na:: a) SEC � = 5.0 e � = 0.0; b) SECC
� = 5.0 e �=0.5; a) SEC � = 5.0 e � = 1.0

parâmetro de deslocamento � = 5:0 com o parâmetro de compressão � = 0:5 e � = 1:0 sem

perda.

As nossas simulações mostram, nas Figuras 4.8a, b e c, que os efeitos de colapso e ressurg-

imento também aparecem na inversão atômica, quando o campo é preparado na SECC, mas

que tende a desaparecerem com o aumento do parâmetro de compressão.

4.3.2 Inversão atômica para o campo na superposição de estados
coerentes comprimidos com perdas

O operador densidade no formalismo de Glauber na representação do estado coerente de

acordo com a Eq. (B18) no Apêndice B, é dada por:

� (�; t) =

Z
d2�P (�; t) j�i h�j (4.40)

então, numa interação do campo com o átomo via J-C, teremos que:

Ujc� (�; t)U
y
jc =

Z
d2�P (�; t)Ujc j�i h�jU yjc; (4.41)

escrevendo a representação do estado coerente j�i em termos da representação de número por:

j�i =
1X
n

Cn jni ; (4.42)
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sendo Cn = exp
�
� j�j2 =2

�
�np
n!
os coe�cientes do estado j�i na representação do campo no es-

tado coerente, fazendo a evolução na interação via Jaynes-Cummings, com o átomo inicialmente

no estado excitado jei teremos,

Ujc�U
y
jc =

Z
d2�P (�; t)

(X
n

Cn

h
cos
�p
n+ 1gt

�
jei jni � i sin

�p
n� 1gt

�
jgi jn� 1i

i
�
"X
m

C�m cos
�p
m+ 1gt

�
hej hmj+ i sin

�p
m� 1gt

�
hgj hm� 1j

#)
: (4.43)

A probabilidade Pe de detectar o átomo no estado excitado jei será dada por:

Pe = Tr jei hejUjc�U yjc

=

1X
n

cos2
�p
n+ 1gt

�Z
d2�P (�; t) jCnj2 ; (4.44)

onde
R
d2�P (�; t) jCnj2 dá a distribuição do número de fótons do campo preparado na cavidade

com dissipação e temperatura.

Substituindo os coe�cientes do campo no EC tal que o jCnj2 = exp
�
� j�j2

�
j�j2n =n! e a

função P (�; t) dada pela Eq. (2.53) na Eq. (4.44), a probabilidade Pe de detectar o átomo no

estado excitado jei será dada por:

Pe =
N2

�

2X
j;k=1

1X
n

h�jj �kip
K2
p � LpL

�
p

cos2
�p
n+ 1gt

� 1
n!
� Ijk; (4.45)

fazendo Ajk = w (t) (��j � ���k) e Dp = K
2
p � LpL

�
p, a integral

Ijk =

Z
d2� exp

(
KpAjkA

�
kj +KpAjk�

� �KpA
�
kj��Kp j�j2

Dp

)

� exp
��LPA�2kj � 2LpA�kj�� � Lp��2

2DP

�
� exp

(
�L�

pA
2
jk + 2L

�
pAjk�� L

�
p�

2

2DP

)
� exp

�
� j�j2

�
j�j2n ; (4.46)

com A =
�L�p
2Dp
; B = �Lp

2Dp
, C =

�KpA�kj+L
�
pAjk

Dp
, D =

KpAjk�LpA�kj
Dp

, E = �
�
Kp

DP
+ 1
�
, F =

2KpAjkA
�
kj�LPA�2kj�L

�
pA

2
jk

2Dp
e a integral passa a ser

Ijk = exp (F )

Z
d2� exp

�
A�2 +B��2 + C� +D�� + E j�j2

�
j�j2n (4.47)
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ou, ainda

Ijk = exp (F )

Z
d2� exp

�
A�2 +B��2 + C� +D�� + E j�j2

�
�n��n

= exp (F )

�
@2n

@tn@�n

Z
d2� exp

�
A�2 +B��2 + C� +D�� + E j�j2

�
exp (�t+ ���)

�
t=�=0

= exp (F )

�
@2n

@tn@�n

Z
d2� exp

�
A�2 +B��2 + (C + t)�+ (D + �)�� + E j�j2

��
t=�=0

:(4.48)

Da identidade [52] Z
d2� exp

�
A�2 +B��2 + C�+D�� + E j�j2

�
=

�p
E2 � 4AB

exp

�
�ECD + C2B +D2A

E2 � 4AB

�
, (4.49)

com E2 � 4AB > 0; temos (Kp +Dp)
2 > LpL

�
P ; substituindo a Kp; Dp; Lp; L

�
P temos

�2 +
�
1 + 2 jw(t)�j2

�
�+ jw(t)j2 j�j2 + jw(t)j4 j�j4 � jw(t)j4 j��j2 � jw(t)j2 j��j > 0 (4.50)

usando j�j2 � j�j2 = �1 no quarto e quinto termo da Eq.(4.50), �caremos

�2 +
�
1 + 2 jw(t)�j2

�
�+ jw(t)j2 j�j2 � jw(t)j4 j�j2 � jw(t)j2 j��j > 0; (4.51)

então,

� > jw(t)j2 j�j (j�j � j�j) ; (4.52)

[note que é a mesma condição de existência dada pela Eq. (2.54) da função P (�; t) mostrada

na Eq. (2.53)], e a integral dada pela Eq.(4.48) passa a ser:

Ijk =
� exp (F )p
E2 � 4AB

@2n

@tn@�n

exp

"
�E (C + t) (D + �) + (C + t)2B + (D + �)2A

E2 � 4AB

#
t=�=0

: (4.53)

Abrindo os parênteses da Eq. (4.53) temos que:

Ijk =
� exp (F )p
E2 � 4AB

@2n

@tn@�n

exp

�
�ECD � EC� � EDt� Et�

E2 � 4AB

+
C2B + 2CBt+Bt2

E2 � 4AB

+
D2A+ 2DA� + A� 2

E2 � 4AB

�
t=�=0

; (4.54)
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ou ainda,

Ijk =
� exp (F )p
E2 � 4AB

exp

�
�ECD + C2B +D2A

E2 � 4AB

�
� @2n

@tn@�n
exp

��
B

E2 � 4AB

�
t2 +

�
A

E2 � 4AB

�
� 2

+

�
2CB � ED
E2 � 4AB

�
t+

�
2DA� EC
E2 � 4AB

�
�

� E

E2 � 4ABt�
�
t=�=0

; (4.55)

agora com �P = B
E2�4AB , Q =

2CB�ED
E2�4AB , �R =

A
E2�4AB , S =

2DA�EC
E2�4AB e U = � E

E2�4AB ; teremos

Ijk =
� exp (F )p
E2 � 4AB

exp

�
�ECD + C2B +D2A

E2 � 4AB

�
� exp

�
U

@2

@Q@S

�
@2n

@tn@�n
exp

�
�Pt2 +Qt�R� 2 + S�

�
t=�=0

: (4.56)

Com a ajuda da identidade [52]�
@m

@V m
exp

�
�GV 2 + 2EV

��
V=0

=
p
GmHm

�
Ep
G

�
; (4.57)

a integral passa a ser

Ijk =
� exp (F )p
E2 � 4AB

exp

�
�ECD + C2B +D2A

E2 � 4AB

�
� exp

�
U

@2

@Q@S

�q
(PR)nHn

�
Q

2
p
P

�
Hn

�
S

2
p
R

�
; (4.58)

usando o fato que:

expx =
1X
l=0

xl

l!
;

a integral será dada por

Ijk =
� exp (F )p
E2 � 4AB

exp

�
�ECD + C2B +D2A

E2 � 4AB

�
�

1X
l=0

U l

l!

@2l

@Ql@Sl

q
(PR)nHn

�
Q

2
p
P

�
Hn

�
S

2
p
R

�
; (4.59)

e, com o uso do resultado conhecido das propriedades dos polinômios de Hermite:

dl

dxl
Hn (x) =

2ln!

(n� l)!Hn�l (x) ; (4.60)

teremos �nalmente, o resultado da integral dada por:

Ijk =
� exp (F )p
E2 � 4AB

exp

�
�ECD + C2B +D2A

E2 � 4AB

�
�

nX
l=0

U l (n!)2
p
(PR)n

l! [(n� l)!]2
q
(PR)l

Hn�l

�
Q

2
p
P

�
Hn�l

�
S

2
p
R

�
: (4.61)
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Substituindo a integral dada pela Eq. (4.61) na Eq. (4.45), teremos a probabilidade de

detectar o átomo no estado excitado jei dada por:

Pe =
2X

j;k=1

N2 exp (F ) h�jj �kip
E2 � 4AB

p
K2
p � LpL

�
p

exp

�
�ECD + C2B +D2A

E2 � 4AB

�

�
1X
n

nX
l=0

cos2
�p
n+ 1gt

� U ln!
p
(PR)n

l! [(n� l)!]2
q
(PR)l

Hn�l

�
Q

2
p
P

�
Hn�l

�
S

2
p
R

�
:

(4.62)

A inversão atômica, com dissipação e temperatura, será dada por:

W (gt) =
2X

j;k=1

N2 exp (F ) h�jj �kiq
(E2 � 4AB)

�
K2
p � LpL

�
p

� exp��ECD + C2B +D2A

E2 � 4AB

�

�
1X
n

nX
l=0

cos
�
2
p
n+ 1gt

� U ln!
p
(PR)n

l! [(n� l)!]2
q
(PR)l

Hn�l

�
Q

2
p
P

�
Hn�l

�
S

2
p
R

�
:

(4.63)

Se �zermos a constante de normalização N = 1 e o parâmetro de deslocamento �1 = �2 = �

na Eq. (4.63) teremos a inversão atômica com perda para o estado coerente comprimido j�; �i.

Note que K2
p � LpL

�
p > 0 nos leva à condição � > jw(t)j2 j�j (j�j � j�j) com temper-

atura diferente de O K dentro da cavidade, veja Eq.(2.54), e também para E2 � 4AB > 0

temos a mesma condição, veja Eq. (4.52). Dentro da raiz da Eq. (4.63) temos que ter

(E2 � 4AB)
�
K2
p � LpL

�
p

�
> 0; então

�
�� jw(t)j2 j�j (j�j � j�j)

�2
> 0 para qualquer �; inclu-

sive � = 0; ou seja, para qualquer temperatura desde que haja uma compressão mínima no

estado (� 6= 0), a expressão da inversão atômica dada pela Eq. (4.63) será sempre válida.

Mostramos a inversão atômica em função de gt com dissipação e temperatura na Figura 4.9

com o parâmetro de dissipação � do reservatório e de acoplamento g do átomo com o campo

usados em experiências recentes [48, 47] de forma que �=g = 10�4: Nas Figuras 4.9a e b temos a

inversão atômica em função de gt para o campo na SECC �xando o parâmetro de deslocamento

� = 1:5; o número médio de fótons térmico dentro da cavidade
_
n! = 0:2 com os respectivos

parâmetros de compressão � = 0:5 e � = 1:5; nas Figuras 4.9c e d �xamos o parâmetro de

deslocamento � = 5:0 e o número médio de fótons térmico dentro da cavidade
_
n! = 0:2 com os

respectivos parâmetros de compressão � = 0:5 e � = 1:0.
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a b

c d

Figura 4.9: Inversão atômica para o campo na SECC com �=g = 10�4, n! = 0.2; a) � = 1.5,
� = 0.5; b) � = 1.5, � = 1.0; c) � = 5.0, � = 0.5; e d) � = 5.0, � = 1.0
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Nas nossas simulações com dissipação e temperatura, notamos nas Figuras 4.9a, b, c e d

que os efeitos de colapso e ressurgimento estão presentes somente para o intervalo do parâmetro

de deslocamento � & 5:0 e com o aumento do parâmetro de compressão � estes efeitos tende a

desaparecerem, como no caso da inversão atômica sem perda, porém o colapso, efeito quântico

desejado, é visto claramente na Figura 4.9c, com dissipação e com um número de fótons térmicos
_
n! = 0:2 dentro da cavidade que equivale à temperatura aproximadamente de 0:6 K.

4.4 Entropia Linear

Nesta Seção estudaremos a evolução da superposição de estados sob a in�uência de um

reservatório com temperatura 0 K e com temperaturas não nula com o objetivo de saber como

o seu grau de pureza são perdidos com a evolução temporal. Superposições estudadas aqui são

compostas por estados coerentes, estados coerentes comprimidos, estados coerentes ortogonais

e estados coerentes comprimidos ortogonais [34] que introduzimos generalizando os estados

coerentes ortogonais [35]. Para comparação, mostraremos como a robustez das superposições

estudadas aqui é diferente de um qubit (QBIT) dado por uma superposição do estado com zero

fóton com o estado de um fóton.

4.4.1 Entropia linear da superposição de estados

Para estudar a perda de pureza dos estados acima referidos, focamos nossa atenção na

evolução temporal da entropia linear [34] para o campo na SECC, uma vez que os outros estados

resultam como casos particulares. A entropia linear na teoria da informação quântica é de�nida

de acordo com a E = 1�Tr�2 (t), onde � (t) é o operador densidade para o sistema no instante

t. De acordo com a sua de�nição, entropia linear tem um mínimo quando o Tr� = Tr�2 = 1 e

espera-se, portanto, que os estados em evolução no tempo tal que sua entropia linear permanece

mínima são os estados mais úteis para tarefas de processamento quântico. Para os nossos

propósitos, podemos reescrever a entropia linear em termos da função de Wigner dada pela Eq.

(C5) do Apêndice C:

E = 1� �
Z
d2W 2 (; t) : (4.64)

A entropia linear do campo na SECC dado por a j�; �i+ b j�;��i preparado na cavidade 1
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é obtida resolvendo a Eq. (4.64) usando a Eq. (2.58) e será dada por:

E = 1�N4

2X
j;k=1

2X
r;s=1

h�; �jj �; �ki h�; �rj �; �si
2
p
D

exp

�
�K
D
jwj2BjkB�kj �

Lw�2

2D
B�2kj �

L
�
w2

2D
B2jk �

K

D
jwj2BrsB�sr �

Lw�2

2D
B�2sr �

L
�
w2

2D
B2rs

�
� exp

(
K (Majk +Mars) (Tajk + Tars)�

�
L (Tajk + Tars)

2 + L
�
(Majk +Mars)

2�
2D2

)
; (4.65)

sendo agora a constante de normalização N =
�
a2 + b2 + 2ab exp(� j�j2)

�� 1
2 , Majk +Mars =

KwBjk +Lw
�B�kj +KwBrs+Lw

�B�sr; e Tajk + Tars = L
�
wBjk +Kw

�B�kj +L
�
wBrs+Kw

�B�sr:

4.4.2 Estado coerente ortogonal e coerente comprimido Ortogonal

O estado coerente comprimido j�; �i e o estado coerente comprimido j�;��i não são or-

togonais, mas podemos de�nir um estado chamado de estado coerente comprimido ortogonal

(ECCO) j�; �i? = A j�; �i + B j�;��i que é ortogonal ao estado coerente comprimido j�; �i :

Com A e B reais temos

(h�; �jA+ h�;��jB) j�; �i = 0; (4.66)

então, A2+B2+2AB exp
�
�2 j�j2

�
= 1 e A+B exp

�
�2 j�j2

�
= 0; encontramos A = � exp(�j�j2)

2SR

e B =
exp(j�j2)
2SR

; logo

j�; �i? =
� exp

�
� j�j2

�
j�; �i+ exp

�
j�j2
�
j�;��i

2SR
(4.67)

sendo S =
�
sinh(j�j2)

� 1
2 e R =

�
cosh(j�j2)

� 1
2 : Com o parâmetro de compressão � = 0 na Eq.

(4.67) teremos o estado coerente ortogonal (ECO) j� = 0; �i? = j�i? que será ortogonal ao

estado coerente j�i [35].

A função característica, do ECCO j�; �i? ; é

C?(�; t) = Tr
n
�?(0)e

�ay(t)e��
�a(t)

o
= Tr

(
N2
?

2X
j;k=1

Cjk j�; �ji h�; �kj e�a
y(t)e��

�a(t)

)
; (4.68)
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sendo N? = (2SR)�1 e o operador densidade que representa o ECCO é dada por:

�? (0) = N2
?
�
� exp

�
� j�j2

�
j�; �i+ exp

�
j�j2
�
j�;��i

�
�
�
h�; �j exp

�
� j�j2

�
+ h�;��j exp

�
j�j2
��

= N2
?

2X
j;k=1

Cjk j�; �ii h�; �jj ; (4.69)

com o parâmetro de deslocamento �1 = � , �2 = �� e o coe�ciente C11 = exp
�
�2 j�j2

�
;

C12 = C21 = �1; e C22 = exp
�
2 j�j2

�
:

A função característica do ECCO é dada por:

C?(�; t) = N
2
?

2X
j;k=1

TrCjk j�; �ji h�; �kj exp
�
�ay (t)

�
exp (���a (t)) ; (4.70)

analogamente as Eq. (2.49) e (2.58) a função característica do ECCO será dada por:

C?(�; t) = N2
?

2X
j;k=1

Cjk h�kj �ji exp
�
�1
2
�2w�(t)2���� � 1

2
��2w(t)2��

�
� exp [�w�(t) (����k � ���j)� ��w(t) (��j � ���k)

� j�j2
�
jw(t)�j2 + �

��
: (4.71)

e a função de Wigner por:

W? (; t) =
N2
?
�

2X
j;k=1

Cjk h�; �jj �; �ki
�
K2 � LL�

�� 1
2

� exp
(
�
KMjkM

�
kj +

1
2

�
LM

�2
kj + L

�
M2
jk

�
K2 � LL�

)
: (4.72)

A entropia linear do ECCO é dada por:

E? = 1� �
Z
d2W 2

? (; t) : (4.73)

A entropia linear do ECCO preparado na cavidade 1 é obtida resolvendo a Eq. (4.73) usando

a Eq. (4.72) e será dada por:

E? = 1�N4
?

2X
j;k=1

2X
r;s=1

CjkCrs
h�; �jj �; �ki h�; �rj �; �si

2
p
D

� exp
�
�K
D
jwj2

�
BjkB

�
kj +BrsB

�
sr

�
� Lw

�2

2D

�
B�2kj +B

�2
sr

�
� L

�
w2

2D

�
B2jk +B

2
rs

��
� exp

(
K (Majk +Mars) (Tajk + Tars)� 1

2

�
L (Tajk + Tars)

2 + L
�
(Majk +Mars)

2�
2D2

)
:

(4.74)
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4.4.3 Estado QBIT

Para comparação com o campo na SECC, também analizaremos a entropia linear do campo

na superposição de estado de zero e um fóton (QBIT) que representa superposição de estado de

Fock, uma vez que estados de zero e um normalmente são tomados como base computacional.

De�nindo o estado QBIT dado por j	iQ = � j1i + � j0i ; com j�j2 + j�j2 = 1 o operador

densidade que representa este estado é dado por:

�Q (0) = �
2 j1i h1j+ �2 j0i h0j+ ��� j1i h0j+ c:c: (4.75)

e o estado de QBIT evoluído dentro do reservatório no instante t é dado por:

�Q (t) = �aa (t) j1i h1j+ �bb (t) j0i h0j+ �ab (t) j1i h0j+ c:c: (4.76)

As equações de movimento dos elementos da matriz correspondente ao operador densidade

são dadas por [6]:

:
�aa(t) = �(

_
n! + 1)��aa +

_
n!��bb; (4.77)

:
�ab(t) =

:
�
�
ba = �(

_
n! +

1

2
)��ab; (4.78)

:
�bb(t) = (

_
n! + 1)��aa �

_
n!��bb; (4.79)

sendo
_
n! =

1
e}!=kBT�1 o número médio de fótons térmico no reservatório a uma temperatura T

e � a constante de dissipação do reservatório.

Veja que
:
�aa(t)+

:
�bb(t) = 0; o que implica pela conservação da probabilidade �aa (t)+�bb (t) =

1; já que o estado tem apenas duas possibilidades.

Resolvendo as equações de movimento do estado QBIT, dadas pelas Eq. (4.77) - (4.79),

com � = � = 1=
p
2 e �aa (0) = �bb (0) = �ab (0) = �ba (0) = 1=2; a Eq. (4.76) �cará

�Q (t) =
1

2

("
e�(2

_
n!+1)�t + 2

_
n!�

2
_
n! + 1

� #
j1i h1j

+

"
2
_
n! + 2� e�(2

_
n!+1)�t�

2
_
n! + 1

� #
j0i h0j

+ e�(
_
n!+

1
2)�t(j1i h0j+ j0i h1j

o
; (4.80)

que generaliza o resultado para o número médio de fótons térmico
_
n! = 0; ou seja, à temperatura

nula.
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A entropia linear do estado QBIT é de�nida por:

EQ = 1� Tr�2Q (t) : (4.81)

Multiplicando o operador densidade dada pela Eq. (4.80) por ele mesmo, �caremos

�2Q (t) =
1

4

8<:
24e�(2_n!+1)t + "e�(2_n!+1)t + 2_n!

2
_
n! + 1

#235 j1i h1j
+

24e�(2_n!+1)t + "2_n! + 2� e�(2_n!+1)t
2
_
n! + 1

#235 j0i h0j
+ f(

_
n!; t)

�
j1i h0j+ g(

_
n!; t) j0i h1j

�	
; (4.82)

onde f(
_
n!; t) e g(

_
n!; t) serão irrelevantes para o presente propósito, pois se substituímos a Eq.

(4.82) na Eq. (4.81) e tomarmos o traço a entropia linear do estado QBIT �cará:

EQ = 1� 1
4

8<:2e�(2_n!+1)�t +
"
e�(2

_
n!+1)�t + 2

_
n!

2
_
n! + 1

#2

+

"
2
_
n! + 2� e�(2

_
n!+1)�t

2
_
n! + 1

#29=; : (4.83)

Na equação acima observamos para o número médio de fótons térmico
_
n! = 0 a entropia linear

do estado QBIT é nula para o instante inicial t = 0 ou para t ! 1. Esta explicação se deve

o fato que a entropia linear será nula sempre que o estado for um estado puro. Como estamos

começando com estado puro no instante inicial t = 0, a entropia linear começa do zero, e uma

vez que à temperatura zero absoluto o estado �nal será o estado de vácuo (estado puro), a

entropia linear também irá para zero.

Note que para �t!1 temos que a entropia linear do estado estado QBIT EQ =
2
_
n!(

_
n!+1)

(2
_
n!+1)

2 ,

e para o número médio de fótons térmico
_
n!muito grande a entropia linear do estado QBIT

EQ ! 0:5:

O operador densidade que representa o estado térmico é dada por [6]:

�T =
1X
n=0

hnin

(1 + hni)n+1
jni hnj ; (4.84)

E a entropia linear do estado térmico será:

ET = 1� Tr�2T

= 1�
1X
n=0

hni2n

(1 + hni)2n+2
(4.85)
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como o número médio de fótons térmico hni = 1
e}!=kBT�1 ; que nós dá

1+hni
hni = e}!=kBT então a

entropia linear do estado térmico será dado por:

ET = 1�
1

(1 + hni)2
1X
n=0

e�2n}!=kBT : (4.86)

Usando
1X
n=0

e�nx = 1
1�e�x , teremos

ET = 1� 1

(1 + hni)2
1

(1� e�2}!=kBT )

= 1� 1

hni2 e2}!=kBT (1� e�2}!=kBT )

= 1�
�
e}!=kBT � 1

�2
e2}!=kBT (1� e�2}!=kBT )

=
2
�
e}!=kBT � 1

�
(e2}!=kBT � 1) ; (4.87)

logo, a entropia linear do estado térmico é dado por:

ET =
2

(e}!=kBT + 1)
; (4.88)

porém, se

�T =
1X
0

hnin

(1 + hni)n+1
jni hnj ; (4.89)

teremos que normalizar, pois estamos considerando apenas dois termos, assim o operador den-

sidade do estado térmico com apenas dois termos, será dada por:

�T = NT

1X
n=0

hnin

(1 + hni)n+1
jni hnj (4.90)

sendo NT =
(1+hni)2
2hni+1 a constante de normalização, com n = 0 para o estado j0i h0j e n = 1

para o estado j1i h1j ; o operador densidade do estado térmico com apenas dois termos, a uma

temperatura T , será dada por:

�T =
hni

2 hni+ 1 j1i h1j+
hni+ 1
2 hni+ 1 j0i h0j : (4.91)

Multiplicando a Eq. (4.91) por ela mesma e tomando o traço a entropia linear do estado térmico

será dada por:

ET = 1� Tr�2T (t)

= 1�
"�

hni
2 hni+ 1

�2
+

�
hni+ 1
2 hni+ 1

�2#
; (4.92)
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Figura 4.10: Entropia linear com temperatura nula e não nula para SEC, ECO, SECC e ECCO.
Os parâmetros � e � foram escolhidos para que todos os estados tenham o mesmo número médio
de fótons igual a 0:8

que é o mesmo resultado da entropia linear do estado QBIT dada pela Eq. (4.83) quando �t!

1, portanto o estado QBIT, como esperado, vai para o equilíbrio térmico com o reservatório à

uma determinada temperatura T para �t!1:

Para comparar a entropia linear para os diferentes estados evoluídos no tempo, primeira-

mente �xamos o número inicial médio de fótons para cada superposição de estado, uma vez

que a coerência de uma superposição é sensível ao número médio fótons. Na Figura 4.10 temos

o grá�co da entropia linear em função �t para o campo na SECC, ECC, ECCO e ECO para

temperatura nula e temperaturas não nulas, respectivamente. Como esperado, a temperatura

reduz drasticamente a pureza, embora não na mesma taxa para cada superposição. Na verdade,

esses números mostram que o ECO perde a pureza mais lentamente em comparação com os

outros estados, sugerindo assim que é mais vantajoso codi�car informações com esse estado

quando o ambiente é considerado.

No entanto, um estudo preciso revela porque acontece o ritmo mais lento da perda de

pureza do ECO : uma vez que as amplitudes de probabilidade para ECO é de�nida como

A = � exp(�j�j2)
2SR

e B =
exp(j�j2)
2SR

e para grande número médio de fótons j�j2 a amplitude A

tende a zero, e daí o estado inicial do ECO é quase o estado coerente. Como se sabe, estados

coerentes são robustos em evolução em reservatório térmico, principalmente à temperatura zero,

70



0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
0.000

0.005

0.010

0.015

0.020

0.025

0.030

0.035

0.040
 SEC     b/a=10.0
 SEC     b/a=20.0
 SEC     b/a= 7.4
 ECO    B/A= 7.389E

Γt

Figura 4.11: Entropia linear com temperatura nula para ECCO e SEC com � = 1, com
diferente amplitudes de probabilidades para SEC. Para ECCO, B=A = 7:3891 (sólida) e para
SEC, b=a = 7:4 (pontilhada e tracejada), b=a = 10 (tracejada) e b=a = 20 (pontilhada).

quando ele perde excitação coerente. Este ponto está mais claro visto nas Figuras 4.11 e 4.12,

que compara a entropia linear do ECO com a entropia linear do SEC à temperatura nula e

à temperatura não nula, considerando diferentes amplitudes de probabilidade. Nota-se nestas

Figuras que quando A ! 0, o comportamento da entropia linear para ECO e SEC torna-se

semelhante.

A Figura 4.13 inclui a dependência da entropia linear em função �t à temperatura nula

e à temperatura não nula para o estado QBIT igualmente pesado, que tem inicialmente o

número médio de fótons igual a 0:5. Nota-se que o estado QBIT igualmente pesado possui

mais robustez em relação aos outros estados igualmente pesados estudados aqui, desde que os

estados de todos os campos começam com o mesmo número médio de fótons.
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Figura 4.12: Entropia linear, considerando o reservatório com um número médio de ocupação
_
n! = 1:0 para o campo na SEC igualmente pesado (pontilhada) e para o campo na SEC com
b=a = 7:4 (tracejada) e ECCO com B=A = 7:389 (sólida). Todos com � = 1:0:
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Figura 4.13: Entropia linear com temperatura nula e não nula o campo na SECC, SEC, e QBIT.
Os parâmetros � e � foram escolhidos para que todos os estados tenham o mesmo número médio
de fótons igual a 0:5 e igualmente pesados.
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Capítulo 5

Conclusão

Propomos um esquema para a geração do campo eletromagético no estado na superposição

de estados coerentes comprimidos (SECC). Para preparar o campo na SECC numa cavidade

que contém um campo preparado inicialmente no estado coerente comprimido (ECC) j�; �i1,

consideramos primeiramente um átomo de dois níveis inicialmente preparado no estado exci-

tado jei passando por uma primeira zona de Ramsey levando-o a superposição dos estados

excitado e fundamental. Depois interagindo com o campo na cavidade numa interação disper-

siva átomo-campo e o estado do átomo �cando emaranhado com o estado do campo dentro

da cavidade. Então, passando o átomo numa segunda zona de Ramsey sofrendo de novo uma

rotação arbitrária em seu estado e sendo detectado numa medida seletiva e �nalmente com

isto, conhecemos o estado do campo dentro da cavidade, assim completamos a engenharia de

preparação do campo na superposição de estados coerentes comprimidos.

Para caracterizar o campo na SECC evoluído sob ação do reservatório, reperesentado pelas

paredes da cavidade, encontramos um resultado analítico para a função de Glauber-Sudarshan

e para a função de Wigner. Apresentamos também alguns resultados numéricos para a função

de Wigner, para a �delidade levando em conta parâmetros realistas retirados de experimentos

recentes em eletrodinâmica quântica de cavidades. Observamos que este estado apresenta

valores negativos na função de Wigner, que é um efeito puramente quântico, e se preserva, visto

nos resultados numéricos na �delidade, no intervalo do parâmetro de deslocamento � . 1:0 e

no intervalo do parâmetro de compressão � . 1:0 próximo a 90 %.

O procedimento do teletransporte do estado do campo preparado na primeira cavidade para

uma segunda cavidade foi o seguinte: Um segundo átomo de dois níveis inicialmente preparado
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na superposição de seus dois estados possíveis jei e jgi por uma zona de Ramsey interagindo

numa interação dispersiva com o estado do campo preparado na segunda cavidade no estado

coerente comprimido j�; �i2 e logo em seguida interagindo com o estado do campo preparado

na primeira cavidade e por �m passando por uma última zona de Ramsey, então o estado do

campo preparado na primeira cavidade, o estado do campo na segunda cavidade e o estado do

segundo átomo �cam emaranhados. Fizemos uma operação unitária de descompressão através

do operador de compressão S�1 (�; �) seguida da operação de inversão de deslocamento através

do operador de deslocamento de Glauber D�1 (�) no estado do campo na primeira cavidade, o

que faz que o estado do campo na primeira cavidade �ca na superposição do estado de vácuo

j0i com um estado diferente do vácuo j�2�i :

Para descriminarmos o estado do campo na primeira cavidade para sabermos o estado do

campo na segunda cavidade, supomos um feixe de átomos com todos os átomos no estado

fundamental e interagimos este feixe com o estado do campo na primeira cavidade. E, a idéia

é simples, pois se todos os átomos do feixe de átomos forem detectados no estado fundamental

o estado do campo na primeira cavidade estará no estado de vácuo j0i ou se, pelos menos um

átomo do feixe for detectado no estado excitado, o estado do campo na primeira cavidade estará

no estado diferente do vácuo j�2�i, descriminando o estado do segundo átomo fazendo uma

detecção numa medida seletiva, então, o estado do campo na segunda cavidade é conhecido

em um estado campo na superposição de estados coerentes comprimidos em que 50 % das

possibilidades o estado do campo na segunda cavidade será igual ao estado do campo preparado

na primeira cavidade.

Feito o teteletransporte observamos que os resultados numéricos na �delidade chega a 90 %,

no intervalo do parâmetro de deslocamento � . 1:0 e no intervalo do parâmetro de compressão

� . 1:0. Notamos que quando o parâmetro de compressão é � = 0:5 a �delidade do estado

do campo para � = 0:5 é maior que a �delidade do estado quando � = 1:0 como no caso do

teletransporte do estado do campo na superposição de estados coerentes [53] e justamente o

contrário, visto na Figura 2.5b, ou seja, a �delidade do estado do campo para o parâmetro de

deslocamento � = 1:0 é maior que a �delidade do estado quando o parâmerro de deslocamento

for � = 0:5 �xando parâmetro de compressão � = 1:0, esse comportamento é porque a coerência
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da superposição de estados é sensível ao número médio de fótons, e o número médio de fótons

para o campo na SECC com o parâmetro de compressão � = 1:0 e de deslocamento � = 0:5 é

maior que o número médio de fótons do campo na SECC para o parâmetro de deslocamento

� = 1:0 e de compressão � = 1:0. Por outro lado, nossos cálculos numéricos para a �delidade

mostram que quando o parâmetro de deslocamento � & 1:5 o processo de teletransporte se torna

impraticável pois a �delidade é muito baixa. É também veri�cando que, ao �xar o parâmetro

de compressão � = 1, o número médio de fótons para o campo na SECC se torna crescente para

o parâmetro de deslocamento � > 1:0 resultando numa baixa �delidade.

Enquanto que o efeito quântico de apresentar colapso e ressurgimento na inversão atômica foi

para o intervalo do parâmetro de deslocamento � & 5:0 e do parâmetro de compressão � . 1:0

no estado do campo na SECC preparado cavidade. Efeitos quânticos também se manifestam

na evolução das propriedades dinâmicas deste estado preparado na cavidade caracterizado na

estatística de fótons sub-Poissoniana (Q(t) < 0) no intervalo do parâmetro de deslocamento

� & 2:0 e no intervalo do parâmetro de compressão de 0:25 . � . 0:75 em condições ideais.

Como exemplo, veri�camos com o parâmetro de deslocamento � = 2:5 e o com o parâmetro de

compressão � = 0:5, pertencentes aos intervalos mencionados, o campo preparado na SECC na

cavidade é caracterizado na estatística sub-Poissoniana em um intervalo de tempo considerado

para �t ' 0:4; visto que a constante de dissipação da cavidade é � ' 102 s�1 com uma

temperatura próxima de 0:9 K (que corresponde ao número médio de fótons térmico
_
n! = 0:4

dentro da cavidade).

Veri�camos, ainda, que há compressão na quadratura X1 do campo preparado na cavidade

para o parâmetro de deslocamento � . 1:0 com o parâmetro de compressão 0:5 . � . 1:0 e que

há compressão na quadratura X2 do campo para o parâmetro de deslocamento 0:5 . � . 1:2

com o parâmetro de compressão pequeno em torno de � . 0:2 em condições ideais.

Investigamos também a robustez dos vários estados do campo preparado na superposição

de estados quando evoluídos em um reservatório térmico à temperatura 0 K e à temperatura

não nula, por meio da entropia linear. As superposições estudadas aqui foram a superposição

de estados coerentes (SEC), o estado coerente ortogonal (ECO), o estado coerente comprimido

(ECC), o estado coerente comprimido ortogonal (ECCO), que introduzimos para generalizar
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o ECO e o estado QBIT dado pela superposição de estado de zero e de um fóton. Através

da análise da entropia linear, mostramos que, quando se �xa o número médio de fótons para

os estados de superposição, o estado coerente ortogonal é o mais robusto contra a inevitável

interação com o meio ambiente, diminuindo num ritmo mais lento do que os outros estados,

mesmo quando á temperatura não nula é levada em conta. Este ritmo mais lento, mostrado pelo

ECO, embora impressionante à primeira vista, é explicado quando olhamos suas amplitudes

de probabilidade: uma vez que uma das componentes da superposição contribui muito pouco,

o ECO é quase um estado coerente, que perde a excitação coerentemente à temperatura nula

e a taxa mais baixa à temperaturas não nula. Vimos ainda que o estado QBIT, igualmente

pesados, mantém maior grau de pureza sob in�uência do reservatório, em relação aos estados

dos campos estudados neste trabalho, quando os campos tiverem o mesmo número médio de

fótons inicial.

Mostramos que os feitos quânticos com o passar do tempo com dissipação e com aumento

da temperatura, como esperados, tende a desaparecerem bem como a degradação do estado. O

mais importante para o campo preparado na SECC na cavidade é que há efeitos quânticos, tanto

na função de Wigner, na inversão atômica, quanto nas propriedades dinâmicas, e a �delidade

se mantém alta para parâmetros realistas em intervalos de tempos satisfatórios.
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Apêndices

Apêndice A - Uma expressão para calcular interações efe-
tivas

Para calcular interações efetivas a partir de hamiltonianos que apresentam todos os seus

termos altamente oscilantes iremos recorrer a uma expressão criada por James e Jerke [8]. Para

isto, faremos uma análise do hamiltoniano H2 (t) por meio da equação de Schrödinger

i}
@

@t
j	(t)i = H2 (t) j	(t)i ; (A1)

em que H2 (t) depende necessariamente de t: Integrando a Eq. (A1) temos que

j	(t)i = 1

i}

�
j	(0)i+H2 (t)

Z t

0

H2

�
t
0
� ���	�t0�E dt0� ; (A2)

substituinsdo a Eq. (A2) na Eq. (A2) temos

i}
@

@t
j	(t)i = H2 (t)

i}
j	(0)i+ H2 (t)

i}

Z t

0

H2

�
t
0
� ���	�t0�E dt0 : (A3)

A partir da operação realizada sobre a equação de Schrödinger podemos realizar um proced-

imento similar à aproximação de onda girante. Ou seja, iremos eliminar todos os termos

oscilantes do lado direito da Eq. (A3), os quais estão associados à interação efetiva do sis-

tema. Podemos, então, eliminar o termo oscilante H2 (t) j	(0)i pois a dinâmica do sistema não

muda e é possível realizar uma aproximação sobre
R t
0
H2
�
t
0� ��	 �t0�� dt0 ; retirando do integrando��	 �t0�� supondo que o estado varia lentamente. Assim teremos

i}
@

@t
j	(t)i =

�
H2 (t)

i}

Z t

0

H2

�
t
0
�
dt

0
�
j	(t)i ; (A4)

portanto,

H2 (t)

i}

Z t

0

H2

�
t
0
�
dt

0 AOG
= Heff ; (A5)

sendo que a sigla AOG (Aproximação de Onda Girante ), sobre o sinal de igualdade, indica

que os termos oscilantes existentes em H2(t)
i}

R t
0
H2
�
t
0�
dt

0
devem ser retirados.
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Apêndice B - Formalismo de Glauber

Para estudar a evolução temporal do campo preparado na cavidade sob in�uência de um

reservatório, vamos deduzir as principais equações do formalismo de Glauber a serem usadas

para o tratamento de dissipação no processo de engenharia de preparação do campo em EQC.

Vamos calcular a função característica, então calcularemos a função P Glauber-Sudarshan e a

função de Wigner com dependência temporal.

O operador densidade [6] pode ser expandido em termos dos estados coerentes por:

� (�) =

Z
P (�) j�i h�j d2� (B1)

sendo P (�) a representação P de Glauber-Sudarshan, enquanto que a função característica é

de�nida por:

C(�) = Tr
n
� (�) e�a

y
e��

�a
o
: (B2)

Substituindo a Eq. (B1) na Eq. (B2), e como o estado coerente é auto-estado do operador de

aniquilação, i.e., a j�i = � j�i, a função característica pode ser escrita como:

C(�) =

Z
P (�) e��

�
e��

��d2� (B3)

e, portanto, a função característica forma um par de transformada de Fourier com a função

P (�) de Glauber-Sudarshan então,

P (�) =
1

�2

Z
C(�)e��

�����d2�: (B4)

Em sistemas abertos com dependência temporal a função característica pode ser escrita na

forma normal ordenada por:

C(�; t) = Tr
n
�AR (t) e

�aye��
�a
o
; (B5)

onde �AR (t) representa o operador densidade do sistema e do reservatório no tempo t. Sendo

U (t) = e�i
H
} t o operador de evolução temporal, e sabendo que U (t)U y (t) = Î , então

C(�; t) = Tr
n
U (t) �AR (0)U

y (t) e�a
y
U (t)U y (t) e��

�a
o
; (B6)

como Tr fABCg = Tr fCABg = Tr fBCAg, então

C(�; t) = Tr
n
U y (t) e�a

y
U (t)U y (t) e��

�aU (t) �AR (0)
o
; (B7)
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da identidade e�AF (B) e��A = F
�
e��ABe�A

�
, U y (t) �ayU (t) = �ay(t) e U y (t) ��aU (t) =

��a(t). A função característica será:

C(�; t) = Tr
n
�AR (t) e

�aye��
�a
o
= Tr

n
�AR (0) e

�ay(t)e��
�a(t)

o
; (B8)

sendo que operador a (t) [53] é encontrado da equação de Heisenberg da(t)
dt

:

= 1
i~ [a (t) ; H],

a (t) = w(t)a+
X
k

vk (t) bk; (B9)

sendo

w(t) = exp

�
�
�
�

2
+ i!`

�
t

�
(B9a)

e

vk (t) =
i� exp

�
�
�
�
2
+ i!`

�
t
�
� exp(!kt)

�
2
+ i (!k � !`)

(B9b)

sendo � constante de dissipação da cavidade e hamiltoniano H é dado pela Eq. (2.1). Note

que a frequência do campo na cavidade é modi�cada para !` = ! + � quando a interação

átomo-campo ocorre com o átomo no estado excitado e se mantém !` = ! quando o átomo

está no estado fundamental.

Substituindo a (t) dada pela Eq. (B9) na Eq. (B8), a função característica �cará

C(�; t) = TrAR

n
�AR (0) e

�(w�(t)ay+
P
k v

�
k(t)b

y
k)e��

�(w(t)a+
P
k vk(t)bk)

o
= TrAR

n
�A (0) e

�w�(t)aye��
�w(t)a�R (0) e

�
P
k v

�
k(t)b

y
ke��

�P
k vk(t)bk

o
= TrA�A (0) e

�w�(t)aye��
�w(t)aCR(�; t); (B10)

sendo a função característica do reservatório è dada por:

CR(�; t) = TrR

n
�R (0) e

�
P
k v

�
k(t)b

y
ke��

�P
k vk(t)bk

o
= TrR

Y
k

n
�R (o) e

�v�k(t)b
y
ke��

�vk(t)bk
o
; (B11)

mas

�R (o) =

Z
P (�k) j�ki h�kj d2�k; (B12)

e a função característica do reservatório será dada por:

CR(�; t) = TrR
Y
k

Z
P (�k) j�ki h�kj e�v

�
k(t)b

y
ke��

�vk(t)bkd2�k; (B13)
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tomando o traço na Eq. (B13) temos

CR(�; t) =
Y
k

Z
P (�k) e

�v�k(t)�
�
ke��

�vk(t)�kd2�k; (B14)

Para um modo a função P (�k) [41] do reservatório, é dada por:

P (�k) =
e
� j�kj2
<nk>

� < nk >
; (B15)

sendo hnki =
�
e}wk=KBT � 1

��1
o número médio de fótons térmicos dentro da cavidade.

Substituindo a Eq. (B15) na Eq. (B14) e esta na Eq. (B10) a função característica

C(�; t) = TrA�A (0) e
�w�(t)aye��

�w(t)a
Y
k

Z
d2�k

e
�j�kj2
<nk>

� < nk >
e�v

�
k(t)�

�
ke��

�vk(t)�k (B16)

usando a identidade
R
d2�e�aj�j

2�b��c�� = �
a
e
bc
a teremos a função característica dada por:

C(�; t) = TrA�A (0) e
�w�(t)aye��

�w(t)ae�j�j
2P

kjvk(t)j
2<nk>: (B17)

De posse da função característica, podemos encontrar o operador densidade na representação

diagonal do estado coerente com dependência temporal de acordo com a Eq. (B1) por:

� (�; t) =

Z
P (�; t) j�i h�j d2�; (B18)

previamente calculada a função P (�; t) de Glauber-Sudarshan de acordo com a Eq. (B4) por:

P (�; t) =
1

�2

Z
C(�; t)e��

�����d2�; (B19)

e a função de Wigner [6] W (; t) dada por:

W (; t) =
1

�2

Z
d2�e�

����C(�; t)e�
j�j
2

2

: (B20)
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Apêndice C - Fidelidade e Entropia Linear

Podemos, através da �delidade, observar o quanto um estado evoluído se afasta do estado

original e através da entropia linear veri�car o grau de pureza de um estado evoluído. Iremos,

então, demonstrar a seguir, que tanto a �delidade quanto a entopia linear podem ser escritas

em termos da função de Wigner

A �delidade é de�nida por:

F = Tr [� (�; t0) � (�; t)] ; (C1)

substituindo o operador densidade � (�; t0) e � (�; t) de acordo com a Eq. (B18) na Eq. (C1)

e nesta colocando a função P (�; t) de Glauber-Sudarshan dada pela Eq. (B19) a �delidade

�cará

F = Tr
1

�4

Z Z Z Z
d2d2�d2�C(�; t)e�

���� ji hjC(�0 ; t0)e��
0�����0 j�i h�j ; (C2)

tomando o traço teremos,

F =
1

�4

Z Z Z Z
d2d2�d2�d2�

0
C(�; t)C(�

0
; t0)e

�����e��
0�����0 h j�i h�j i

=
1

�4

Z Z Z Z
d2d2�d2�d2�

0
C(�; t)C(�

0
; t0)e

�����e��
0�����0e�jj

2�j�j2+��+��

=
1

�4

Z Z Z Z
d2d2�d2�d2�

0
C(�; t)C(�

0
; t0)e

�jj2+�����e
�j�j2+

�
�
0�+�

�
�+
�
��0+

�
��
;

(C3)

da identidade
R
d2�e�aj�j

2�b��c�� = �e
bc
a =a a �delidade será dada por:

F =
1

�3

Z Z Z
d2d2�d2�

0
C(�; t)C(�

0
; t0)e

�jj2+�����e

�
�
0�+�

��
��0+

�

=
1

�3

Z Z Z
d2d2�d2�

0
C(�; t)C(�

0
; t0)e

�����e�
0����0e

�
����0 ���2

; (C4)

como W (; t) = 1
�2

R
d2�e�

����C(�; t)e�
j�j
2

2

e
���0�� = j�j a �delidade será

F = �

Z
d2W (; t)W (; t0) : (C5)

Fazendo t0 = t na Eq. (C1) a entropia linear do estado evoluído em termo da função de

Wigner será dada por:

E = 1� Tr�2 (�; t)

= 1� �
Z
d2W 2 (; t) : (C6)
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