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Introducao

Além da libertacao da geometria e da libertacao da algebra, um terceiro movimento mate-
matico profundamente significativo teve lugar no século XIX. Esse terceiro movimento, que
se materializou lentamente, tornou-se conhecido como aritmetizacao da andlise .

Quando se entende apenas parcamente a teoria subjacente a uma certa operagao mate-
matica, hd o perigo de se aplicar essa operacao de maneira formal, cega e, talvez, ilogica . O
executante, desinformado das possiveis limitagoes da operacao, é levado a usa-la em exemplos
nos quais ela nao se aplica necessariamente. Quase todo dia os professores de matemaética
se deparam com erros dessa natureza cometidos por alunos. Assim, um aluno de dlgebra
elementar, convencido firmemente de que a®° = 1 para todo ntimero real a, poe que 0° = 1,
ao passo que outro admite que a equacao ax=>b sempre tem exatamente uma tnica solugao
real para um par de nimeros reais dados a e b. Além disso, um aluno que faz trigonometria

pode pensar que a férmula

V1 — sen?x = cosx

se verifica para todo z. Um aluno de cédlculo, que desconheca as integrais improprias, pode
obter um resultado errado aplicando de maneira aparentemente correta as regras formais da
integracao ou pode chegar a resultados paradoxais aplicando a certas séries infinitas con-
vergentes resultados que sé valem para séries infinitas absolutamente convergentes. Foi isso
essencialmente o que aconteceu com a andlise durante o século seguinte a invencao do cél-
culo. Tangidos pela aplicabilidade imensa do assunto, e carecendo de um entendimento real
dos seus fundamnetos, os matematicos manipularam os processos analiticos de uma maneira
quase cega, muitas vezes guiados apenas pela intuicao. O resultado sé poderia ser uma acu-

mulacao de absurdos, até que, como reagao natural ao emprego desordenado do intucionismo



e do formalismo, alguns matematicos conscieciosos se sentiram na obrigacao de tentar a dificil
tarefa de estabelecer uma fundamentacao rigorosa para a analise.

A primeira sugestao de um remédio real para o estado insatisfatério dos fundamentos
da andlise veio de Jean-le-Rond d’Alembert(1717-1783), ao observar muito corretamente, em
1754, que era necessaria uma teoria dos limites; mas até 1821 nao se verificou um desen-
volvimento sélido dessa teoria. O mais antigo mateméatico de primeiro plano a efetivamente
tentar uma rigorizagdo do célculo foi o italo-francés Joseph Louis Lagrage(1736-1813). A
tentativa, baseada na representacao de uma funcao por uma expansao em série de Taylor,
ficou muito longe de ser bem sucedida, pois ignorava questoes necessarias sobre convergéncia
e divergéncia. Essa tentativa foi publicada em 1797 no monumental trabalho de Lagrange,
Théorie des Fonctions Analytiques. Por ser talvez Lagrange o matematico mais importante
do século XVIII, seu trabalho teve uma influéncia profunda nas pesquisas matematicas poste-
riores; com o trabalho de Lagrange teve inicio a longa e dificil tarefa de banir o intucionismo
e o formalismo da analise.

No século XIX o corpo da analise continuou a se erguer, mas sobre alicerces cada vez
mais profundos. Sem duvida, deve-se a Gauss o mérito de ter laborado mais do que qualquer
matematico de seu tempo para romper com as idéias intuitivas e estabelecer padroes de rigor
mais elevados para a matematica. Ademais , no tratamento das séries hipergeométricas feito
por ele em 1812 encontra-se o que geralmente se considera como a primeira consideracao
efetivamente adequada a respeito da questao da convergéncia de uma série infinita.

O primeiro grande progresso se deu em 1821, quando o matematico frances
Augustin-Louis Cauchy(1789-1857) pds em prética e com éxito a sugestdo de d’Alembert
de desenvolver uma teoria dos limites aceitavel e definir entao continuidade, diferenciabili-
dade e integral definida em termos do conceito de limite. Sao essas defini¢oes, em esséncia,
embora formuladas mais cuidadosamente que encontramos hoje nos textos elememtares de
calculo. Certamente, o conceito de limite é essencial e indispensavel para o desenvolvimento
da andlise, pois convergéncia e divergéncia de séries também dependem desse conceito. O
rigor de Cauchy inspirou outros matematicos a se unirem no esforco para escoimar a analise
do formalismo e do intucionismo.

A procura de um entendimento mais profundo dos fundamentos da andlise ganhou um



relevo extraordinario em 1874 com a publicacao de um exemplo, da lavra do matematico
alemao Karl Weierstrass, de uma func¢ao continua nao-derivavel ou, o que é equivalente, de
uma curva continua que nao admite tangente em nenhum de seus pontos. Georg Bernhard
Riemann inventou uma funcao que é continua em todos os valores irracionais da variavel mas
descontinua para os valores racionais. Exenplos como esses pareciam contrariar a intuigao
humana e tornavam cada vez mais evidente que Cauchy nao tinha atingido o verdadeiro
amago das dificuldades na procura de uma fundamentacao sélida para a andlise. A teoria dos
limites fora construida sobre uma nocao intuitiva simples do sistema dos ntimeros reais. De
fato, o sistema dos ntmeros reais tinha sido mais ou menos admitido sem maiores cuidados,
como ainda se faz na maioria dos textos elementares de calculo. E é claro que a teoria
dos limites, continuidade e diferenciablidade dependem mais de propriedades reconditas dos
numeros do que se supunha entao. Assim, Weierstrass defendeu um programa no qual o
proprio sistema dos niimeros reais, antes de mais nada, fosse tornado rigoroso para que assim
tudo que dele decorresse na andlise inspirasse seguranca. Esse notavel programa, conhecido
como arimetizacdo da andlise, revelou-se dificil e intrincado, mas acabou se concretizando
através de Weierstrass e seus seguidores, e hoje a andlise pode ser deduzida logicamente de
um conjunto de postulados que caracterizem o sistema dos nimeros reais.

Os matematicos foram consideravelmente além do estabelecimento do sistema dos nu-
meros reais como o fundamento da andlise. Pode-se também fazer com que a geometria
euclidiana se baseie no sistema dos niimeros reais através de sua interpretacao analitica e
foi demonstrado pelos matematicos que a maior parte dos ramos da geometria é consistente
se a geometria euclidiana é consistente. Ademais, como o sistema dos nimeros reais , ou
alguma parte dele, pode servir para interpretar tantos ramos da algebra, parece evidente que
também se pode fazer depender uma boa parte da dlgebra desse sistema. De fato, pode-se
afirmar hoje que, essencialmente, consisténcia de toda a matematica existente depende da
consisténcia do sistema dos nimeros reais. Nisso reside a tremenda importancia do sistema
dos numeros reais para os fundamentos da matematica.

Uma vez que se pode fazer com o grosso da matematica existente se alicerce no sistema
dos ntimeros reais, é natural a curiosidade de saber se seus fundamentos podem penetrar mais

fundo ainda. Nos fins do século XIX, com o trabalho de Richard Dedekind(1831-1916), Georg



Cantor (1845-1918) e Giuseppe Peano (1858-1932), esses fundamentos se assentaram no muito
mais simples e basico sistema dos nimeros naturais. Isto é, esses matematicos mostraram
como o sistema dos nimeros reais, e portanto o grosso da matematica, pode ser deduzido de
um conjunto de postulados para o sistema dos niimeros naturais. Entao, no principio do século
XX, mostrou-se que o sistema dos niimeros naturais pode ser definido em termos de conceitos
da teoria de conjuntos, e assim o grosso da matematica pode ser fundamentado sobre uma
plataforma na teoria dos conjuntos. Especialistas em légica, como Bertrand Russel (1872-
1970) e Alfred North Whitehead (1861-1947) empenharam-se em aprofundar ainda mais esses
fundamentos, deduzindo a teoria dos conjuntos de um embasamento no célculo proposicional
da logica, embora nem todos os matematicos entendam que esse passo tenha sido dado com
exito.
Texto retirado do livro
Introducao a Historia da Matematica

de Howard Eves.



Capitulo 1

Numeros Reais

Como vimos na secao anterior o conjunto dos nimeros reais é fundamental no estudo da
matematica, em particular da andlise. Com base nisto faremos uma lista das principais
propriedades dos nimeros reais, as quais serao admitidas sem serem demonstradas. Porém,

antes definiremos os conjuntos dos nimeros naturais, inteiros e racionais.

1.1 Numeros naturais e inteiros

O conjunto IN = {1,2,3,4,...} é usado para contagens. De tao natural, IN é chamado de
conjunto dos numeros naturais, o primeiro conjunto numérico que aparece na historia de
qualquer civilizacao ou em qualquer tratado sobre os fundamentos da Matematica.

Admitiremos conhecidos os conjunto N e 7Z = {..., —3,—-2,—1,0,1,2,3,...} (dos niimeros
inteiros) bem como suas propriedades algébricas de soma e multiplicagado e sua relagao de
ordem <.

No conjunto IN valem dois principios fundamentais: o “Principio da Boa Ordem” e o “Prin-
cipio de Inducao”, do qual falaremos com mais detalhes mais adiante. Também provaremos

que estes dois principios sao equivalentes.

Principio da Boa Ordem: Todo subconjunto nao vazio de IN possui elemento minimo, ou

seja, se B C IN com B # (), entao existe n € B tal que n < m para todo m € B.

Principio de Indugao: Seja A C IN satisfazendo as seguintes propriedades:
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(a) 1€ A;

(b) n € Aimplica que n+1 € A. Entdao A = IN.

O Principio da Indugao (e suas variantes) é usado para demonstrar que certas propriedades
sao verdadeiras para todo nimero natural. A estratégia é a seguinte. “Definimos o conjunto
A constituido pelos numeros naturais que possuem uma certa propriedade P. A seguir,
mostra-se que A satisfaz (a) e (b) do Principio de Indugao. Dai, concluimos que A = IN e,
portanto, que P é verificada por todo nimero natural”. Este tipo de argumento é chamado

de demonstragao por indugao.

Teorema 1.1.1 [Boa Ordem = Indugao|: Vale o Principio da Boa Ordem se, e somente

se, vale o Principio de Inducao.

Demonstracao: Suponha vélido o “Principio da Boa Ordem”. Seja A C IN satisfazendo (a)
e (b) do Principio de Indugdo. Suponhamos, por absurdo, que A # IN. Isto significa que
existe algum elemento de IN que nao pertence a A e, portanto, o conjunto B = A° é nao
vazio. Pelo Principio da Boa Ordem, B possui um elemento minimo m € B. Com certeza
m > 1 pois como 1 € A, 1 ¢ B = A°. Assim, m — 1 é um natural menor que m. Pela
minimalidade de m, temos que m — 1 ¢ B e portanto m — 1 € A. De (b) concluimos que
m=(m—1)+1€ A, oque é absurdo.

Suponha valido o “Principio da Inducao”. Seja B C IN nao vazio. Suponhamos por
absurdo que B nao possua elemento minimo. Em particular, 1 € B (senao 1 seria elemento
minimo de B). Seja

A={neN;n<mVm e B}

Observamos inicialmente que AN B = (). De fato, se AN B # (), entao existe n € AN B.
Tendo n € A temos também n < m qualquer que seja m € B, em particular, tomando
m =n € B obtemos n < n o que é absurdo. Concluimos que AN B = (.
Mostraremos a seguir que A = IN. Vejamos agora que isto é suficiente para concluir a
demonstracao. Neste caso temos ) = AN B = INN B = B contradizendo a hipétese B # ().
Mostremos, por inducdo, que A = IN. J4 sabemos que 1 ¢ B e portanto 1 < m qualquer
que seja m € B, ou seja, 1 € A. Tomemos n € A. Por definicao de A temos n < m qualquer

que sejam € B, logo n+1 < m paratodom € B. Sen+1 € B entao n+ 1 é um elemento
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minimo de B. Como, por hipétese, B nao possui elemento minimo, segue que n + 1 ¢ B e
portanto n + 1 < m para qualquer m € B. Concluimos que n + 1 € A. Pelo Principio da

Inducao A = IN. [ |

1.2 Numeros racionais

Os numeros que podem ser escritos na forma %, onde p e ¢ sao inteiros e ¢ # 0, sao chamados

de numeros racionais e representado pelo simbolo@. Podemos escrever esta definicao como
_ b
Q_{E | pq€Z,q#0}.

E facil o leitor notar que @ contém 7Z que por sua vez contém IN.
Facamos agora, um estudo, pouco mais detalhado, sobre os niimeros racionais.

Sendo § e § dois nimeros racionais quaisquer, a soma e o produto de tais ntiimeros sao

dados por:
g_i_g _ad+be
b d  db
ac_ac
b'd bd

Dizemos que o numero racional § é positivo se p.q € IN. Se p.g € IN e p # 0 dizemos,
entao, que § ¢ estritamente positivo. O niimero racional a ¢é estritamente menor que o niimero
racional b, ou que b é estritamente maior que a, e escrevemos a < b, ou respectivamente b > a,
se existe um numero racional ¢ estritamente positivo tal que b = a +t. A notagdao a < b é
usada para indicar a afirmacao “a < b ou a = 0”. A notagdo a > b é equivalente a b < a.
Observe que a positivo equivale a a > 0 e que se a < 0, dizemos que a é negativo.

Considerando os nimeros racionais z, y e z, a quadrupla (@, +, -, <) satisfaz as seguintes

propriedades:
Associativa
(A1) (z+y)+z=z+(y+2) (M1)  (2y)z = 2(yz)

Comutativa



CAPITULO 1. NUMEROS REAIS 8
(A2) z+y=y+ux (M2)  zy=uyzx
Existéncia de elemento neutro
(A3) z+0=u (M3) z-1=u
Ezisténcia de oposto

(A4) Para todo racional = existe um tnico racional y tal que x+y = 0. Tal y denomina-

se oposto de x e indica-se por —z. Assim, x + (—z) = 0.
Emisténcia de inverso

(M4)  Para todo racional = # 0 existe um unico racional y tal que x -y = 1. Tal y

denomina-se inverso de x e indica-se por 7! ou % Assim, z - 27! = 1.

Distributiva da multiplicacao em relacao a adicao

(D) x(y+ 2) = 2y + zz.
Reflexiva
(O1) x <.

Anti-simétrica

(02) r<yey<xentdor =y.
Transitiva
(03) r<yey<zentao xr < z.

Quaisquer que sejam os racionais x e y

(O4) r<youy<ux.

Compatibilidade da ordem com a adi¢ao
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(OA) r<y=c+z<y+z
Somando-se a ambos os membros de uma desigualdade um mesmo nimero, o sentido da

desigualdade se mantém.
Compatibilidade da ordem com a multipliccao

(OM) x<y=xz<yz
Multiplicando-se ambos os membros de uma desigualdade por um mesmo ntimero positivo,

o sentido da desigualdade se mantém.

Nota 1.2.1:
1. O simbolo (=) que aparece em (OA) e (OM) significa “entao” ou “implica”.

2. Seja K um conjunto qualquer com pelo menos dois elementos e suponhamos que em K
estejam definidas duas operagoes indicadas por 4+ e - ; se a terna
( K+, ) satisfaz as propriedades (A1) a (A4), (M1) a (M4) e (D), diremos que (
K,+,- ) é um corpo. Se, além disso, K estiver definida uma relagao (<) de modo que a (
K,+,-, <) satisfaga todas as 15 propriedades anteriormente listadas, entao diremos que
(K,+,-, <) é um corpo ordenado. Consequentemente ((@,+,-, < ) é um corpo ordenado,
ao passo que ( Z,+,-, < ) nao é um corpo ordenado, pois é facil ver que (M4) nao se

verifica.

1.3 Numeros Irracionais

A seguir, vamos mostrar que

Lema 1.3.1:
Néo existe um nimero racional cujo quadrado seja igual a 2. Em outras palavras, v/2 nao

¢ um numero racional.
Antes de demonstrar o Lema 1.3.1, vamos demonstrar o seguinte teorema.

Teorema 1.3.2:

(1) Se “a” for impar, entao a® também é fmpar;
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(2) Se a? for par, entao “a” também é par.
Demonstracgao:
1. Como a é impar, a é da forma a = 2k 4+ 1, com k inteiro. Entao:
a? = (2k +1)% = 4k + 4k + 1 = 2(2k* + 2k) + 1,

como 2k? 4 2k ¢é inteiro, resulta a? {mpar.

10

2. Por hipétese, a® é par. Se a fosse fmpar, por (1), terfamos a* também fmpar, que

contraria a hipotese. Assim,

a> par = a par

Demonstragao do Lema 1.3.1:

Suponhamos que /2 seja racional, ou seja, que exista uma fracao irredutivel 7 tal que

(%)? = 2; entao:
a2
§:2 = =2 = a® par = a par;

sendo a par, serd da forma a = 2p, p inteiro. De a? = 2b? temos:

4p? =2 = 2p° =12

Assim, b* é par e, portanto, b também o é. Sendo a e b pares, a fracao

que nos leva a uma contradicao.

7 € redutivel, o

Nimeros como v/2, nio-racionais, sdo chamados irracionais e a partir desse niimero pode-

mos construir uma infinidade de ntimeros irracionais. Com efeito, qualquer que seja o nimero

inteiro n, ndao-nulo, nv/2 e v/2/n sdo niimeros irracionais. De fato, se para algum n, nv/2 ou

V/2/n fosse racional teriamos:

3
=
Il
Q3
S
=[5
I

onde peq € 7.
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Se nv/2 = %’ for verdadeira entdo:

Como n% ¢ um numero racional, temos que v/2 é um nidmero racional, o que é uma

contradicao. Do mesmo modo a igualdade ‘/75 = g também nao pode ser verdadeira, pois, se

fosse teriamos

Vi="P.

q

Outros exemplos classicos de ntimeros irracionais sao: o m da Geometria Elementar; o
nimero e, base dos logarimos neperianos; v/3, V6, v/2, etc. Em geral, se um nimero natural
nao é um quadrado perfeito, suas raizes quadradas sao ntimeros irracionais.

Provemos, agora, a seguinte proposicao:

Proposicao 1.3.3: Se a # 0 é racional e “s” é irracional, entao, a + s e a - s sao irracionais.

Demonstragao:

Sabemos que se b é racional, entao a+0b e a-b sao racionais. Suponhamos, por contradicao,
que a - s seja racional. Entao, a-s = p, onde p €@Q e como a # 0, temos s = £, ou seja, s é
racional, pois é o produto de p pelo racional 1/a, o que é uma contradi¢ao, pois s é irracional,
por hipotese.

Agora suponhamos que a + s seja racional. Entao, a + s = p, onde p € Q e como @Q
¢ um corpo, temos s = p+ (—a), ou seja, s é racional, pois é a soma de p com o racional —a,

o que é uma contradicao, pois, por hipdteses, s é irracional.

1.4 Numeros Reais

O conjunto de todos os nimeros, racionais e irracionais, é chamado conjunto dos nimeros
reats e indicamos por R.

Admitiremos que a quadrupla (IR, +, -, <) é um corpo ordenado, isto é, satisfaz todas as
propriedades: (A1) a (A4), (M1) a (M4), (D), (O1) a (04), (OA) e (OM) recomendamos ao
leitor rever tais propriedades.

Vejamos agora, em forma de exemplos, outras propriedades dos niimeros reais.
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Exemplo 1.4.1:

Se para quaisquer reais x, y, z e w tivermos x < y e z < w entao

r+z<y+w,
ou seja, somando-se membro a membro desigualdades de mesmo sentido, obtém-se outra de
mesmo sentido.

Solucgao:

Pela propriedade (OA) temos que

r<y = z+z<y+z (1)
e
2<w = y+z<ytw (2)
De (1) e (2) e da propriedade transitiva obtemos o resultado desejado, ou seja,
r+z<y+w.
O exemplo a seguir caracteriza uma propriedade dos ntimeros reais chamada de Lei do
cancelamento.

Exemplo 1.4.2:

Se para quaisquer reais x, y, z tivermos x + z = y + z entao

Solucao:

Somando-se —z a ambos os membros da igualdade = + 2z = y + w, obtemos:

(z+2) +(=2) = (y+2) +(-2).

Pela propriedade associativa temos,

r+lz+ (=) =y+[z+(=2)]
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Dai,

ou seja,

Como queriamos demonstrar.

Exemplo 1.4.3:

Se para quaisquer reais x, y, z e w tivermos 0 <z <y e 0 < z < w entao

zz < yw,

ou seja, multiplicando-se membro a membro desigualdades de mesmo sentido e de nimeros

positivos, obtém-se desigualdade de mesmo sentido.
Solugao:

Pela propriedade (OM) vem que:

donde, pela propriedade (O3), obtém-se
rz < yw.

Faremos a seguir uma lista de outras propriedades dos numeros reais, cujas de-
monstragoes omitiremos, pois, trata-se de tarefa um tanto arida e nao é o que mais importa
aqui. Mesmo porque, suas demonstragoes podem ser obtidas facilmente das propriedades ja
vistas até o momento.

Quaisquer que sejam os reais x, y, 2 € w tem-se:
(a) z<y & z4+z<y+z

(b) 2>0 & 271>0;
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(c) 2>0 & —z<0;
(d) sez>0,z<y <& zz<yz;

(e) sez<0,z<y <& xz>yz ouseja, multiplicando-se ambos os membros de uma

desigualdade por um mesmo niimero negativo, o sentido da desigualdade muda;
(f) se0<z<yel<z<wentdo zz < yw.
(g) 0<az<y & 0<,<g;
(h) Uma e somente uma das condigoes abaixo é verdadeira:
r<y ou =Yy ou x>Y.
Esta propriedade é conhecida como Tricotomia;
i) zy=0 <& z=0ouy=0.

Esta propriedade conhecida como Anulamento do produto diz que um produto é nulo

se, e somente se, um dos fatores for nulo.
Exemplo 1.4.4: Supondo que z > 0 e y > 0 prove que:
(a) z<y=2*<y’
(b) z<y=a®<y%
(c) z<y&a? <y’

Solucgao:
(a) De0<z<yel<z<y e pela propriedade (f) temos:

z? < 2

(b)  Deixamos este a cargo do leitor.
(c) Por(a), z<y= x*<y? Suponhamos, agora x> < y?; se x >y, por (b) teriamos
x? > 12, contradicao. Assim, 22 < y?> = x < y. Fica provado, deste modo, que quaisquer

que sejam os reais x > 0ey >0

<yt <y’
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1.5 Mobdulo de um numero real

Se x é um numero real, o médulo de x (ou valor absoluto de x) é o nimero |z| definido por :

lz] =2 se x>0

|| =—2 se xz<0.

Decorrem imediatamente para qualquer x € IR, da definicao de valor absoluto, as seguintes
propriedades:

x| > 0;

|t =0< x=0;
2| = |-z

2| > 2

Na proposicao seguinte estao outras propriedades importantes do valor absoluto de um

numero real.

Proposicao 1.5.1:

Quaisquer que sejam os numeros reais a, b e x, tem-se:

2. Jab] = lal o]

3. Ja+10b| <la] +|b|( Desigualdade Triangular );
4. Sea>0, |z|]<a <& —-a<z<aq;

5. x| = VaZ

6. af = [b] <fla] = [bl| < |a —b];

7. la—0b|<l|a—z|+ |z -1
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Demonstragao:
1.  Sendo 22 > 0,Vz € R, temos que:
] =22

pela definicao de valor absoluto. Resta mostrar que

z® = 22,

Se x > 0, temos
x| =«

e, portanto,

|z|” = 22,
Se x <0,

x| = —x
e, portanto,

2. Do item 1 temos que:

jabl* = (ab)* = a** = |a” |b]",

ou seja,

|abl = |al [b].

3. Provaremos, agora, a chamada desigualdade triangular e na sua prova faremos uso
do fato

|z| > z,Vr € R.
Temos

la+ b = (a+b)? = 0> + 5 + 2ab < [af* + [o]* + 2]a| o] = (|a] + [6])”.
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Ou seja,

ja+ " < (la| + [ol)?,

donde obtemos

la+b] < |af + [b].
4. Suponhamos que |z| < a. Se x > 0, temos
x=lz| <a.
Sendo = > 0, é claro que x > —a, de modo que, neste caso,

—a<zx<a.

Sex <0,entao xr < ae

—z = |z] < a.

Mas —x < a é equivalente a x > —a, de modo que

—a<z<a.

Portanto, provamos que

z| <a = —-a<z<a.

Para provarmos a reciproca, também distiguiremos os casos z > 0 e x < 0. Suponhamos
que

—a<z<a.

Esta dupla desigualdade pode ser desdobrada em

r<a e x> -—a.

Se x > 0, |z| = = e a primeira desigualdade nos da

x| < a.
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Se x <0, |z| = —z e, da segunda desigualdade, temos

lz] < a.

Logo,

—a<zr<a = |z|<a.

5. Antes de provarmos esta parte, faremos uma observacao sobre o sibolo /x, sendo x
um numero real positivo. E comum usar \/z para indicar uma das raizes de z, sem

especificar qual dela, ou seja, colocar

Va2 =uzx.

Tal notacao pode conduzir a uma contradi¢ao, vejamos:

Usando a féormula v a? = z, temos

V32=3 ¢ /(-3?2=-3.
Mas

VE = B = v

Logo,
3=-3 (absurdo?!)

Para evitar este fato usaremos, sistematicamente, o simbolo /z para indicar a raiz
quadrada positiva de x. A raiz quadrada negativa de x serd indicada por —/z. Assim
especificado, temos que:

V2?2 é a raiz quadrada positiva de 22, isto é, é o niimero positivo cujo quadrado

é 2% e o nimero || satisfaz tais condigoes, ou seja,

| >0 e |z]* =2
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Logo,

Va?=|z|.

6. FEm virtude da desigualdade triangular, temos

lal = |(a =) +b| < |a —b[ +[b],

o que nés da

jal = [b] <fa —b]. (1)

Pelo mesmo motivo, temos

o] — la| < [b—al.

Ora, é evidente que

la —bl =1b—al.

Consequentemente

bl—lal <la—b ou la—bl=—(al—[p). (1)

De (I) e (II) e do item 4 concluimos que

|la| = [b]] < |a —b].
A outra desigualdade, é ébvia, e deixamos a cargo do leitor.

7. Esta dltima afirmacao resulta, também da apliccao da desigualdade triangular a soma

a—b=(a—=z)+ (r—0b), pois,

la bl = |(a —2) + (z = )| <[a—z[+ [z -0,
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ou melhor,

la —bl <l|a—z|+ |z —b|.

Como queriamos demonstrar.

Corolario 1.5.2:

Dado um nimero real positivo a, qualquer que seja o niimero real x, temos:

x| >a & z>a ou r < —a.

Demonstragao:

Seja |x| > a. Suponhamos que exista um numero real x que nao satisfaz a condic¢ao
T >a ou r < —a.
Mas z nao satisfaz esta ltima condicao se, e somente se,

—a<zr<a

o que, pelo item 4 da proposicao 1.2, é equivalente a

lz] < a

contradizendo nossa hipotese.
Reciprocamente, se
T >a ou < —a

entao

|z| > a.
De fato, x nao satisfaz a condi¢ao

7] = a

se, e somente se, x satisfaz a condigao

lz] < a
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novamente, pelo item 4 da proposigao 1.2, |z| < a é equivalente a

—a < zx<a,

0 que nos a uma contradicao da hipdétese
T >a ou r < —a.
Portanto, esta demonstrado o corolério.
|
Corolario 1.5.3:
Dados a, b, ¢ € IR, tem-se
|z —al <b

se, e somente se,

a—b<zx<a++b.

Demonstracgao:

Com efeito, pelo item 4 da proposi¢ao 1.2, |z — a| < b é equivalente a
-b<z—a<hb.
Somando a a ambos os membros dessa desigualdade obtemos o resultado desejado, ou seja,

a—b<x<a+hb.

Nota 1.5.4:
Todas as afirmacoes da proposicao 1.2 e de seus corolarios sao ainda verdadeiras com <

em lugar de < e > em lugar de >, como se verifica facilmente.
1.6 Maximo, Minimo, Supremo e
Infimo de um Conjunto

O conjunto dos nimeros reais, como podemos observar, possui infinitos subconjuntos, dentre

os quais destacarremos os intervalos.
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Sejam a e b dois nimeros reais, com a < b. Um intervalo em R é um subconjunto de R

que tem uma das seguintes formas:
1. Intervalos Limitados

(a) Fechado

[a,0] = {z € Rja <z < b}

(b) Fechado & esquerda

la,b) ={z € Rja < x < b}

(c) Fechado a direita

(a,b) ={r € Rya <z <b}

(d) Aberto

(a,b) ={r e Rja <z < b}
2. Intervalos Ilimitados

(a) Semi-reta direita fechada, de origem b

(—o0,b] ={zr € R;x < b}

(b) Semi-reta direita aberta, de origem b

(—o0,b) ={xr € Ryz < b}

(¢) Semi-reta esquerda fechada, de origem a

la,+00) ={z € R;a <z}
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(d) Semi-reta esquerda aberta, de origem a

(a,+00) ={zr € R;a < z}

(e) Intervalo aberto ou fechado

(—o0,+00) =R

este intervalo também é conhecido como intervalo total.

3. Intervalo degenerado

[a, a]

este inervalo consiste em um tnico ponto a.

Proposicao 1.6.1:

Todo intervalo nao-degenerado é um conjunto infinito.

Demonstragao:

Como R é um corpo ordenado temos que, se z < y, entao,

Tr+vy

<
TSy

<Yy

Assim, se I for um intervalo de extremos a, b, com a < b, podemos obter uma infinidade de
elementos x1, x9, 23, ..., T,, ... em I, tomando
a—+b a4+ 71 a—+ T,

T = 5 To = 9 y o Tngpl = 5

dessa forma obtemos

a<.<xT3<Te<x1<Db

e assim esta completa a demonstragao.
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Seja A um subconjunto dos numeros reais. Dizemos que A é limitado superiormente
quando existe z € IR tal que x > a para todo a € A. Cada = € IR com esta propriedade
chama-se uma cota superior de A.

Analogamente, dizemos que A é limitado inferiormente quando existe y € IR tal que y < a
para todo a € A. Um elemento y € IR com esta propriedade chama-se uma cota inferior de
A.

Assim, um subconjunto A de R é limitado quando é limitado superior e inferiormente,
isto é, quando existem z, y € R tais que A C [z, y].

Sendo A um subconjunto dos nimeros reais, o maior elemento de A, quando existe, é
chamado de mdzimo de A e indica-se por maz(A) e o menor elemento de A, quando existe,
chama-se minimo de A e indica-se por min(A).

Seja A um subconjunto dos niimeros reais, ou seja, A C IR. Um elemento y € R chama-se
supremo do subconjunto A quando y é a menor das cotas superiores de A em IR.

Assim, para que y € R seja supremo do subconjunto A, escrevemos y = sup(A), é

necessario e suficiente que sejam satisfeitas as seguintes condicoes:

1. Par todo a € A tem-se a < sup(A);
2. Se ¢ € R é tal que ¢ > a para todo a € A, entdo ¢ > sup(A);

3. Se ¢ < sup(A) entdo existe a € A tal que ¢ < a < sup(A).

Resulta da definicao que, o supremo de um conjunto, quando existe, é inico. De fato, se
dois elementos y e 3y € IR satisfazem as condigoes acima, deve-se ter y < 3/ e 3/ < y, ou seja,
y=1v"

Analogamente, um elemento x € R chama-se infimo de um conjunto B C IR, limitado
inferiormente, quando = é a maior das cotas inferiores de B. Para que x seja infimo de B C IR,

escrevemos = = inf(B), é necessario e suficiente que as condigoes abaixo sejam satisfeitas:

1. Para todo b € B tem-se inf(B) < b;
2. Se c € R é tal que ¢ < b para todo b € B, entao ¢ < inf(B);

3. Se ¢ > inf(B) entdo existe b € B tal que inf(B) < b < c.
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Deixamos a cargo do leitor provar que o infimo de um conjunto B C IR, quando existe, é
unico.
Exemplo 1.6.2:

Se A = () entao todo z € IR é cota superior de A. Como nao existe menor elemento,
respectivamente maior elemento, no corpo ordenado IR, segue-se que o conjunto () nao possui

supremo, respectivamente infimo, em RR.
Exemplo 1.6.3:

Se A C R possuir um elemento maximo, este serd o seu supremo, se A possuir um
elemeto minimo, ele serd seu infimo. Reciprocamente, se sup(A) pertence a A entao é o
maior elemento de A; se inf(A) pertencer a A, serd o seu menor elemento. Em particular,
todo subconjunto finito A C IR possui inf e sup. Outro exemplo:

se A= (—o00,a] e B =[b,+00), temos inf(B) =b e sup(A) = a.

Exemplo 1.6.4:

Dados @ < b em R, seja A = (a,b) o intervalo aberto com esses extremos. Tem-se
inf(A) =ae sup(A) =b. Com efeito, a é, evidentemente, uma cota inferior de A. Provemos

agora que nenhum ¢ € R com a < ¢ é cota inferior de A. Isto é claro se ¢ > b. Por outro

a+tc

lado, se a < ¢ < b entao x = %3¢ é um elemento de A, com a < z < ¢, 0 que prova que ¢ nao

é cota inferior de A. Assim a = inf(A). De modo andlogo se mostra que b = sup(A). Neste
caso, tem-se sup(A) € Aeinf(A) & A.
Exemplo 1.6.5:

Sejam X = {z €eQ;z >2ea? <2} eY ={ye@Q;y >0ey? > 2} Comox > 2 nos
leva a 22 > 4 temos que x ¢ X, concluimos, entao, que X C [0,2], logo X é um conjunto
limitado de ndmeros racionais. Por outro lado, Y C (0, +00), de modo que Y ¢ limitado
inferiormente.

Note que o conjunto X possui inf(X) = 0, pois 0 é o menor elemento de X. Entre-
tanto, nao existe sup(X), assim como nao existe inf(Y) em @ e sdo estas afirmages que

mostraremos agora. Para isto, estabeleceremos os seguintes fatos:

(A) O conjunto X ndo possui elemento mdzimo.
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Com efeito, dado x € X, isto é, dado um nimero racional nao-negativo cujo quadrado
é inferior a 2, tomamos um numero racional r < 1 tal que

2 — g2

O0<r< .
"Sorta

(1.1)

Afirmamos que x + 7 ainda pertence a X. De fato, de r < 1 segue-se 7> < r. Da
desigualdade (1.1) segue-se
r(2r +1) <2 — 2

Por conseguinte,
(z+r2=®+2re+r’ <+ 2re+r=a?4+r2e+1) < +2—-1>=2.
Assim, dado qualquer x € X, existe um nimero maior, x +r € X.

(B) O conjunto Y nao possui elemento minimo.

De fato, dado qualquer y € Y, temos y > 0 e ¥ > 2. Logo podemos obter um ntimero

racional r tal que

Entao 2ry < y? — 2 e daf
(y—r)2:y2—2ry+r2>y2—2ry>2.

Observa-se também que

1
po¥ L

2y

donde r < y, isto é, y — r é positivo. Assim, dado y € Y arbitrario, podemos obter
y—reY comy—r<y.
(C)Sexe X eyeY, entao z < y.

Com efeito, tem-se 22 < 2 < 3% e, portanto, 2% < y%. Como z e y sao ambos positivos,

conclui-se que = < y.

Usando os fatos de (A), (B) e (C) mostraremos que, entre os nimeros racionais, nao

existem sup(X) nem inf(Y). Veja,
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Se existisse a = sup(X), entdo seria forgosamente a > 0. Nao poderia ser a? < 2,
porque isto obrigaria a € X e, entao, a seria o elemento maximo de X, que nao existe, por
(A). Tampouco poderia ser a?> > 2, porque isto faria a € Y. Como, em virtude de (B), YV
nao possui elemento minimo, existiria b € Y, com b < a. Consequentemente usando (C),
concluirfamos que x < b < a para todo x € X, o que contradiz ser a = sup(X).

2 = 2. Mas, pelo Lema 1.3.1, nao existe

Assim, se existir a = sup(X), devera ser a
nenhum numero racional com esta propriedade. Concluimos que em @) o conjunto X nao
possui supremo.

Um raciocinio inteiramente andlogo, baseado nos fatos (A), (B) e (C), mostraria que o
nimero b = inf(Y), se existir, deve satisfazer b> = 2, e, portanto, ¥ nao possui infimo em @.

Ao mesmo tempo, estes argumentos mostram que, se existir um corpo ordenado no qual
todo conjunto nao-vazio, limitado superiormente, possua supremo, existira, neste dito corpo,
um elemento a > 0 cujo quadrado '1'(';% 2. Com efeito, tal corpo, sendo ordenado contém Q),
logo contém o conjunto X e nele existird a = sup(X), cujo quadrado, ndo podendo ser menor

nem maior do que 2, devers ser igual a 2, ou seja, a = /2.

Tudo isto, nos leva ao conjunto dos ntimeros reais, o qual possui a seguinte propriedade:

Propriedade do Supremo

Todo conjunto de numeros reais, nao vazio e limitado superiormente, admite supremo.

Esta propriedade nos diz que IR é um corpo ordenado completo, o qual contém sup(X),
assim como inf(Y).

Segue imediatamente dessa propriedade que, no conjunto dos reais, todo conjunto nao-
vazio A C IR, limitado inferiormente, possui um infimo. Com efeito, dado A, seja B = — A,
isto é, B = {—a;a € A}. Entao B é nao-vazio e limitado superiormente; logo existe z =

sup(B). Como se vé facilmente, tem-se —z = inf(A).

Propriedade de Arquimedes

Se x > 0 e y sao dois numeros reais quaisquer, entao, existe pelo menos um numero
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natural n tal que

nr > y.

Demonstragao
Suponhamos, por absurdo, que para todo natural n, nz < y. Consideremos entao o

conjunto

A ={nz;n € N}

A é nao vazio, pois 1 -z =z € A, e limitado superiormente por y, logo admite supremo.
Seja s o supremo de A. Como x > 0, s — x < s; assim, evidentemente s — x nao é cota

superior de A; logo existe um nimero natural m tal que
s—x < mz

e dai

s<(m+1)x

que é uma contradicao, logo, nx > y para algum natural n.

Como aplicacao, imediata, da propriedade de Arquimedes temos o seguinte exemplo:

Exemplo 1.6.6:

(a) Para todo z > 0, existe pelo menos um nimero natural n tal que % <z

(b) Para todo nimero real x existe pelo menos um nimero natural n tal que n > .
Solugao

(a) Como z > 0, pela propriedade de Arquimedes, existe um ndmero natural n tal que

nx > 1 e, portanto, % < x. O leitor deve observar que nz > 1 nos leva a n # 0.

(b) Como 1 > 0, pela propriedade de Arquimedes, existe um nimero natural n tal que

n>ux.



CAPITULO 1. NUMEROS REAIS 29

1.7 Principio de Inducao Finita

O conjunto dos nuimeros naturais possui uma importante propriedade que enuciaremos a
seguir. Porém antes vale ressaltar que P(n) indicard uma proposicao, que pode ser falsa ou

verdadeira, associada ao nimero natural n. Por exemplo:

2" >n
n+1=mn
1
1+2+3+...+n:w

sao proposicoes associadas ao numero natural n.

A propriedade a qual nos referimos é chamada principio de indugao finita que serd por
nos admitido e cujo enunciado é o seguinte:
Principio de Indugao Finita

Sejam a um nimero natural dado e P(n) uma proposi¢ao associada a cada nimero natural

n, n > a. Suponhamos que
(i) P(n) seja verdadeira para n = a;

(i) para todo nimero natural k > a

P(k)= P(k+1).
Entao P(n) € verdadeira para todo nimero natural n > a.

Como interessante aplicacao desse principio, vamos estabelecer a seguinte desigualdade,

conhecida como Desigualdade de Bernoulli.

Exemplo 1.7.1:

Quaisquer que sejam o nimero x > —1 e o nimero n > 1, vale a seguinte desigualdade
(14+2)" > 14 nax.

Solucao

Para n = 1, é 6bvio.
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Vamos provar que P(k) implica P(k + 1). Para isso partimos de P(k), isto é,
(1+2)" > 1+ ka.
Multiplicando esta desigualdade pelo nimero nao negativo 1 4 x, obtemos:
(I+2)"* > 1+ ko) (1+2) =1+ (k+ 1)z + ka*.
Como kz? > 0, podemos desprezar este termo, obtendo P(k + 1):
(1+2)"™ > 1+ (k+ 1)

Isto completa a demonstracao, pois sabemos que P(1) é verdadeira e que P(k) implica P(k+
1), concluimos, entao, pelo principio de indugao finita, que a desigualdade é verdadeira para
todo ntmero natural n.

Vejamos mais alguns exemplos de aplicacao desse principio.

Exemplo 1.7.2:

Prove que 10" > n para todo ntimero natural n > 1.
Solucao

Para n = 1, a proposicao é verdadeira pois
10 > 1.
Provemos, agora, que para todo k > 1
10" > k= 10" > k + 1.

De fato
10 > k= 10" > 10k >k + 1

ou seja,

10 > k= 10F > k + 1.

Segue do principio de inducao finita que, para todo niimero natural n > 1,

10" > n.
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Exemplo 1.7.3:
Seja P(n), n > 0 a proposigao n + 1 = n.

Observe que, para todo k£ > 0,
P(k) = P(k+1)

pois, se k + 1 = k, somando 1 aos dois membros, obtém-se (k + 1) + 1 = k + 1. Entretanto,
nao existe um nimero natural a que torne P(n) verdadeira, pois se existisse um nimero
natural a que tornasse P(n) verdadeira, terfamos a+ 1 = a e, pela lei do cancelamento, 1 =0
(absurdo !717).

Portanto o principio de indugao finita nao se aplica, pois a hipdtese (i) nao se verifica.

Exemplo 1.7.4:

Para todo ntmero natural n > 1

n(1+n)'

14243+...+(n—1)+n= 5

Solugao

Seja P(n) a proposicao acima. Para n = 1, P(n) é verdadeira, pois o primeiro membro é

igual a 1 e o segundo ¢ igual a w = 1. Provemos, que, para todo k > 1,

P(k) = P(k+1).

P(k) é a proposigao
k(14 k)

L4243+ +(h—1)+k=——

e P(k+ 1) é a proposigao

142434+ ...+ k-1 +k+(k+1)= <k+1>§2+K>.

Somando k + 1 aos dois membros de P(k), vem:

k(1 + k)

5 +(k+1)

1+243+ .+ (k-1 +k+(k+1)=

Rk 1)+ 1(k+1)
2
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(k+1)(2+k)

Portanto, para todo k£ > 1
P(k)= P(k+1).

Como as hipéteses (1) e (i) do principio de indugao finita estao verificadas, resulta que

P(n) é verdadeira para todo niimero natural n > 1.
Exemplo 1.7.5:
Prove, por inducao finita, que

1—-t"+1

14+t+t2 4. +1" = ,
+ 1—1t

com t # 1, para todo nimero natural n > 1.
Solucao
Seja P(n) a proposi¢ao acima. Paran =1

1—t'+1 1

= =14+t
1—1 11—t *

logo P(n) é verdadeiro para n = 1. P(k) é a proposic¢ao

1—tF+1

1+t+2+ . +tF =
Ft+tP 4+ -

e P(k+1)
1—th+2
1+t+t2+...+t’“+t’“+1:1—j.

Provemos que P(k) = P(k + 1) para todo k > 1; somemos t* + 1 aos dois membros de
P(k):

1—t'f+1+tk+1_1—tk+2

14+t+82+ . +th+th+1=
FtHt — T

Portanto, para todo k£ > 1
P(k)= P(k+1).
Segue do principio de indugao finita que P(n) é verdadeira para todo n > 1.

Exemplo 1.7.6:

Prove que n!>2"—1 para todo nimero natural n > 3.
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Solucao
Paran = 3,3 =1-2-3 =6 ¢ 22 = 4, logo, 3! > 22, Assim a proposicao é verdadeira

para n = 3. Para todo k > 3, temos
El>2F —1=2(k)>2-28 1= (k+1)- (k) > 2"
como (k+1) - (k!) = (k4 1)! resulta
El>2F — 1= (k+1)! > 2F

para todo k > 3. Segue do principio de indugao finita que a proposi¢ao é verdadeira para

todo n > 3.

1.8 Exercicios

1. Prove que

|z +y| = [2] + |y

se, e somente se, x e y sao ambos negativos ou ambos positivos.
2. Sejam a e b nimeros reais positivos. Mostre que:
(a) —-b<z<as2x+b—a|l<a+b.
(b) —-2b<zx+a-b<2a<% |z]<a+b.
3. Justifique ou dé contra-exemplo para as implicacoes seguintes:
(a) a#b=laf #[b].
(b) lal # [b] = a #b.

4. SejaY C@Q. Mostre que o conjunto das fragoes do tipo

on’
comn € N, possui inf(Y) =0 e sup(Y) = 1.
5. Use a propriedade do supremo para provar a existéncia da raiz n-ésima positiva de qual-

quer nimero a > 0, com a # 1.

6. Prove, por indugao finita, que

1+34+54+..+2n+1)=(n+1)>
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para todo n > 0.
7. Para que valores de n a afirmacao dada é verdadeira? Justifique sua resposta por
inducao finita.
(a) 3" >nl
(b) n?>n+1.
8. Sejam wu e v dois nimeros reais, com u > v > 0. Prove que
(a) u"—v" > (u—0v)"
(b) Usando (a) prove que

Vu—v> Ju— v

para todo natural n > 2.



Capitulo 2

Seqiiéncias de Numeros Reais

Na Anélise os conceitos e resultados mais importantes se referem a limites, direto ou indireta-
mente. Dai, num primeiro momento, estudaremos os limites de seqiiéncias de niimeros reais,
0s quais sao mais simples, mais adiante, estudaremos os limites de derivadas, seqiiéncias de
funcgoes e outros.

Intuitivamente, podemos pensar numa seqiiéncia (ay, as, ..., Gy, ...) de nimeros reais como
sendo uma seqiiéncia de pontos da reta e o seu limite como sendo um ponto do qual os
pontos a, tornam e permanecem arbitrariamente proximos, desde que se tome o indice n

suficientemente grande.

2.1 Nocoes Preliminares

Uma seqiiéncia de nimeros reais € uma funcao f : IN — IR , definida no conjunto IN =
{1,2,3,4,...} dos niimeros naturais e tomando valores no conjunto IR dos niimeros reais. O
valor f(n) serd representado por a,, para todo n € IN, e chamado o termo geral, ou n-ésimo
termo da seqiiéncia.

E comum usarmos as notagoes (an) , (@n)nen, (a1,as,as,...) ou simplesmente a, para
reprensentar uma seqiiéncia. Usaremos ainda a notagdo {a,} para indicar o conjunto de
valores da seqiiéncia. Essa distingao é importante, pois uma seqiiéncia pode possuir infinitos

elementos, mesmo que seu conjunto de valores seja finito.

Exemplo 2.1.1:

35
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A seqiiéncia

1,-1,1,-1,1

) T Ly Ly Ty

—1,...

¢ infinita, com

Mas observe que seu conjunto de valores possui somente dois valores, +1 e -1, ou seja,

{a,} = {+1,—-1}.

De acordo com a definicdo que demos anteriormente, o indice de uma seqiiéncia (a,)
comeca em n = 1, ou seja a; ¢ seu primeiro termo. Observe, o leitor, que a seqiiéncia de

termo geral

sO faz sentido para n = 4,5,6, ... de modo que seu primeiro termo é ay. Nao pense, o leitor,
que isto seja um obstaculo, pois podemos, e faremos, uma translagcao de indices de forma que

o primeiro termo da seqiiéncia tenha indice n = 1. De fato, definindo a seqiiéncia

1
:an = ——
+4 /—n+1

a seqiiencia fica definida a partir de n = 1.

bn

Seja (a,) uma seqiiéncia. Dizemos que (a,) é crescente se
a < az <az < .. <dap...,
isto é, se a, < a,.1 Agora se
ay > ag > az > ... > an...,

isto é, se a, > a,y1 dizemos que a seqiiéncia é decrescente.

A seqiiéncia (a,) é nao-crescente se
ay S (05} S as S S Q...

e nao-decrescente se

a12a22a32...>a...
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Se uma seqiiéncia satisfaz qualquer uma dessas propriedades ela é dita mondtona.
Uma seqiiéncia a,, é dita ser limitada superiormente se existir um nimero real S tal que
, para todo nimero natural n, temos

a, < f.

De maneira andloga dizemos que uma seqiiéncia a,, é limitada inferiormente se existir um

namero real « tal que, para todo niimero natural n, temos
a, > «.
Se existirem reais « e [ tais que, para todo niimero natural n, temos

a<a, < B,

dizemos que a, ¢ uma seqiiéncia limitada. Note que uma seqiiéncia é limitada se, e somente
se, ela é limitada superiormente e inferiormente. Em outra palavras, uma seqiiéncia é limitada

se todos os seus termos pertencem ao intervalo [«, /3].

Lema 2.1.2:

A seqiiéncia (a,) de nimeros reais é limitada se, e somente se, (|a,|) é limitada.

Demonstracgao:

Observe que todo intervalo [a, (] estd contido num intervalo maior da forma [—c¢, ¢] com
¢ > 0, basta o leitor fazer ¢ = maz{|a|,|B|}.

Uma vez que a, € [—c¢,c] é o mesmo que |a,| < ¢, a seqiiéncia (a,) é limitada se, e
somente se, existe um nuimero real ¢ > 0 tal que |a,| < ¢ para todo n € IN, e portanto (a,) é
limitada se, e somente se, (|a,|) é limitada.

|

Dada uma seqiiéncia f = (a,)nen de nimeros reais, uma subseqiéncia de f é a restrigao

de f a um subconjunto infinito N’ = {n; < ny < n3 < ... < ny,...} de IN. Escrevemos

' = (an)nen’ O (Gny, Qny,y Ang,y vy G,y -..) OU (G, )ien para representar uma subseqiiéncia.

Lema 2.1.3:
Uma seqiiéncia (a,),eny mondtona é limitada se, e somente se, possui uma subseqiiéncia

limitada.
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Demonstragao:
Se a seqiiéncia (a,),en mondtona é limitada, é facil ver que toda subseqiiéncia é limitada.
Seja an, < py < Apy <. < ay, < ..o < b uma subseqiiéncia limitada da seqiiéncia nao-
decrescente (a,). Note que para qualquer n € IN, existe um ny > n e, portanto, a, < a,, <b.

Logo a,, < b para todo n. Conseqiientemente, (a,),en € limitada.

Exemplo 2.1.4:

Sendo (a,) = 1 para todo n € IN, temos a seqiiéncia constante (1,1, 1,1,...), obviamente

ela ¢ limitada, nao-decrescente e nao-crescente.
Exemplo 2.1.5:

Sendo (a,) = n para todo n € IN, temos a seqiiéncia (1,2,3,4,...,n,...), que é limitada
inferiormente, ilimitada superiormente, mondtona crescente.
Exemplo 2.1.6:

Se para n par temos a,, = 0 e n impar temos a,, = 1, obtemos uma seqiiéncia limitada e
nao mondtona que é (1,0,1,0,1,...).
Exemplo 2.1.7:

Seja a, = % para todo n € IN. Esta é a seqiiéncia
1111
(1

3 57 ga Z: gv .
que é monodtona decrescente e limitada.

)

Exemplo 2.1.8:

4 ...,a", ...) das poténcias de a, coma € Ren € IN.

Consideremos a seqiiéncia (a', a2, a®, a
(i) Sea=0oua=1, temos obviamente uma seqiiéncia constante.
(ii)) Se 0 < a < 1, a seqiiéncia é decrescente e limitada. Com efeito, multiplicando

ambos os membros da desigualdade a < 1 por a” obtemos
an+1 < CLn,
e assim a seqiiéncia é decrescente. Observe, o leitor, que todos os termos dessa seqiiéncia sao

positivos e portanto

0<a™ <1
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para todo n € IN, em outra palavras esta seqiiéncia é limitada.
(iii) Se —1 < a < 0, a seqiiéncia (a™) ndo é mondtona, pois seus termos sao alterna-

damente positivos e negativos, respectivamentnte se n é par ou impar, contudo, a seqiiéncia

é limitada. De fato, como |a"| = |a|" e 0 < |a| < 1, pelo item (ii) e Lema 2.1 conclui-se a
afirmacao.
(iv)  Se a = —1 temos a seqiiéncia (—1,1,—1,1,...) cuja andalise é trivial.

(v) Se a > 1 obtemos uma seqiiéncia crescente ilimitada. Com efeito, multiplicando

> q" logo a seqiiéncia é

ambos os membros da desigualdade a > 1 por a™ obtemos a
crescente. Quanto a ser ilimitada, observe que a =1+ h com h > 0 € R e fazendo uso da
desigualdade de Bernoulli concluimos que a™ > 1 + nh. Note também que dado qualquer

nimero real b, podemos achar n tal que a™ > b, para isto, basta tomar

Donde obtemos

14+nh>0b

que por sua vez nos leva a a™ > b. Portanto, a seqiiéncia (a™) e crescente ilimitada.

(vi)  Se a < —1 a seqiiéncia (a") ndo é mondtona, pois seus termos sao alternadamente
positivos e negativos, e é ilimitada superior e inferiormente. Com efeito, seus termos de
ordem par, a®® = (a*)", constituem, pelo item v, uma subseqiiéncia crescente, ilimitada
2n+1 __

superiormente, de ntimeros positivos. Enquanto isso, seus termos de ordem impar, a

a(a®™), constituem uma subseqiiéncia decrescente, ilimitada inferiormente, pelo item v.

2.2 Limite de uma Seqiiéncia

Intuitivamente, dizer que o nimero real L é limite da seqiiéncia (a,) significa afirmar que,
a medida que o indice n cresce, os termos a, tornam-se e se mantém tao préximo de L
quanto se deseje. Dizer que a, vai-se tornando tao proximo de L quanto se deseje significa
dizer que |a, — L| torna-se inferior a qualquer nimero positivo &, por menor que seja, desde

que facamos o indice n suficentemente grande. Dizemos que o nimero real L é o limite da
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seqiiéncia (a,) de nimeros reais, e escrevemos

lim a, = L, lima, =L ou a, — L.
n—oo

Quando lima,, = L, diz-se que a seqiiéncia (a,) converge para L, ou tende para L. Uma
seqiiéncia que possui limite chama-se convergente, caso contrario, divergente.

Isto nos leva a seguinte definigao:

Definicao 2.2.1:
Diz-se que uma seqiiéncia (a,) converge para o numero L, ou tem limite L se, dado

qualquer ntmero € > 0, é sempre possivel encontrar um nimero n, tal que
n>n, = J|a,—L|<e.
Em linguagem simbdlica
lima, =L<Ve>0 dIn,e N:n>n,=l|a,— L| <e.
Observe que se lima, = L entdo qualquer intervalo (L — e, L 4 ¢), de centro L e raio

e > 0, contém os termos a,, da seqiiéncia, com excecao no maximo de um ntumero finito de

indices n. Com efeito, dado o intervalo (L — ¢, L + ¢), com lim a,, = L, obtemos
ne € N:n>n,=|a, — L| <e.

Ou seja,

n>n,=a, € (L—¢,L+e¢).

Assim, fora do intervalo (L—¢, L+-¢) sé poderao estar, no maximo, os termos a, s, as, ..., Gy, -

Reciprocamente, se qualquer intervalo de centro L contém todos os a,, salvo talvez para
um nuimero finito de indices n, entao lim a,, = L. Com efeito, dado qualquer € > 0, o intervalo
(L —¢e, L+¢) conterd todos os a, exceto para um nimero finito de indices n. Seja n, o maior

indice n tal que a, € (L — ¢, L + ). Entao
n>n, = a,€(L—¢g L+e¢),

ou seja

la, — L| < e.

Isto prova que lima,, = L.
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Exemplo 2.2.2:

Prove, segundo a definicao, que a seqiiéncia

n 123 n
(an) = ( ) = (_7 BEAVERE 7)
n+1 2°'3'4 n+1
converge para o numero 1.
Solucao:
Note que, dado qualquer € > 0,
1 1
la, — 1| = D = <con>--1
n—+1 n+1 €

Logo, dado qualquer € > 0 existe n, = % — 1 tal que
n
n>n,=|———1| <e¢g,
‘n +1 ‘

o que vem de encontro com a defini¢ao 2.1, como queriamos.
Exemplo 2.2.3:

Calcule o ponto de convergencia da seqiiéncia, abaixo

o — 3n
" n+sen(2n)
Solucgao:
Antes de calcularmos o pedido, observemos que:
(i) Dividindo o numerador e denominador por mn e lembrando
[sen(2n)]/n — 0, vemos que o ponto procurado é 3;

(ii) ¢ facl, também, ver que
In + sen(2n)| > n — |sen(2n)| > n — 1.

Assim,

3 |sen(2n)| 3 3 3
|an - 3| - S ~ < .
In 4+ sen(2n)| = |n+ sen(2n)| — n—|sen(2n)] ~ n—1

Portanto, dado qualquer € > 0, temos que

3 1
la, —3| < —— <een>1+-.
n—1 €

41

que
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Consequentemente o ponto de convergencia da seqiiéncia é 3, pois
1
Ve>0 dn,=14+-:n>n,=la, — 3| <e.
€

Demonstraremos, agora, que uma seqiiéncia nao pode possuir dois limites distintos, ou
seja, se o limite existe ele é tnico.
Teorema 2.2.4:

Selima, = L elima, = L; entdao L = L;.

Demonstracgao:

Suponhamos que L # L; e tomemos

L—L
<—| 1|.

c 2

Se lim a,, = L, entao, para um certo n; temos
n>n; = la, — L| <e.

Da mesma forma se, lima,, = L1, entao, para um certo ns temos
n>ny = la, — L1| <e.

Seja n, = max{ni,ns}, de forma que n > n, nos leva simultaneamente a n > n; e n > na.

Assim, n > n, implica que
\L — Li| = |(L —ay) + (an — L1)| < |L —ay| + | L1 —ay| < 2e < |L— Ly,

o que é aburdo. Logo, L = L;.

Este teorema nos da a Unicidade do limite.
Se insistirmos em calcular limites pela definicao, isto pode tornar-se um trabalho muito
complicado. Porém com esta definicao podemos estabelecer propriedades que torna este

trabalho um pouco menos complicado, como veremos daqui por diante.

Teorema 2.2.5:

Se lim a,, = L entao toda subseqiiéncia de (a,) converge para o limite L.
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Demonstragao:

Seja (any, Ay, ng, -, Gn,, -.) UmMa subseqiiéncia de (a,). Dado £ > 0, existe n, € IN tal que
n>n,=la, — L| <e.

Como os indices da subseqiiéncia formam um subconjunto infinito, existe entre eles um n;, >
n,. Entao

ng > n;, = n; >n, = |a,, — L| <e.

Logo lima,, = L.

Corolario 2.2.6:

Se lim,, , a, = L entao, para todo k € IN, lim,, o @, = L.

Demonstracgao:
Com efeito, (a14k, @24k, A3k, Qark, -, Anik, -..) € uma subseqiiéncia de (a,) e pelo teorema

anterior seu limite é L.

Nota 2.2.7:

Este ultimo corolario nos diz que o limite de uma seqiiéncia nao se altera quando dela
retiramos um numero finito de termos. Mas geral, é o teorema anterior a este corolério,
que diz que podemos retirar um nimero infinito de termos de uma seqiiéncia, desde que se
conserve uma infinidade de indices, de modo a restar uma subseqiiéncia, que o limite, ainda,

se mantém.

Teorema 2.2.8:

Toda seqiiéncia convergente é limitada.

Demonstracgao:
Seja (a,) uma seqiiéncia que converge par L. Entdao dado qualquer € > 0, exite n, € IN
tal que

n>n,=>L—¢c<a,<L+e.

Isto quer dizer que a partir do indice n = n, + 1, a seqiiéncia é certamente limitada: a

direta por L + ¢ e a esquerda por L — . Falta, entao , acrescentarmos os termos restantes
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da seqiiéncia, para isto, basta considerarmos, dentre todos os niimeros
Q1,02 ...,Qp, L — e, L+ ¢,

aquele que é o menor de todos, digamos A, e aquele que é o maior de todos, digamos B

e entao sera verdade, para todo n, que
A<a, <B,

como queriamos demonstrar.
|
Quando uma seqiiéncia nao é limitada, seus elementos podem se espalhar por toda a reta,
distanciando-se uns dos outros, como acontece com a,, = n, a,, = l—noua, = (—1)"(2n+1).
Se a seqiiéncia for limitada, estando seus elementos confinados a um intervalo [A, B], eles
sao forcados a se acumularem em um ou mais “lugares”desse intervalo. Isto é o que nos diz
o “Teorema de Bolzano-Weierstrass”, enuciado a seguir, cuja demonstragao esta baseada na

propriedade do supremo. Para mais detalhes, vinde [1], pg. 36.

Teorema 2.2.9: de Bolzano-Welierstrass

Toda seqiiéncia limitada (a,) possui uma subseqiiéncia convergente.

Demonstragao:

Como a seqiiéncia é limitada, existe um ntmero positivo M tal que, para todos os indices
n, —M < a, < M. Seja X o conjunto dos numeros z tais que existe uma infinidade de
elementos da seqiiéncia a direita de x, isto é, * < a, para uma infinidade de indices n. E
claro que —M € X e M é uma cota superior de X. Tratando-se, pois, de um conjunto nao
vazio e limitado superiormente, X possui supremo, que designamos por A.

Vamos provar que existe uma subseqiiéncia convergindo para A. Comecamos provando
que, qualquer que seja € > 0, existem infinitos indices n tais que A — ¢ < a,, e somente um
niumero finito satisfazendo A 4+ ¢ < a,,. De fato, sendo A o supremo de X, existe x € X a
direita de A — ¢ e infinitos a,, & direita desse x, portanto a direita de A —¢; ao mesmo tempo,
s6 pode existir um numero finito de elementos a,, > A + ¢; do contrario, qualquer niimero
entre A e A + ¢ estaria em X.

Seja € = 1 e a,, um elemento da seqiiéncia no intervalo (A4 — 1, A+ 1). Em seguida, seja

an,, com ny > np, um elemento da seqiiéncia no intervalo (A — %, A+ %) Em seguida, seja
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Any, COM N3 > ng, um elemento da seqiiéncia no intervalo (A — %, A+ %) Continuando com

esse raciocinio, construimos uma subseqiiéncia (z;) = (an,), que certamente converge para
A, pois |z; — A| < % E assim a demonstracao esta completa.

|

“Além de sua importancia, tanto tedrico como pratica, o teorema abaixo teve papel histo-

rico relevante. Foi tentando prové-lo de maneira puramente aritmética que Dedekind(1858)

verificou a imposibilidade de fazé-lo sem antes possuir uma teoria matematica satisfatoria

dos numeros reais.”

Teorema 2.2.10:

Toda seqiiéncia mondtona limitada é convergente.

Demonstragao:

Consideremos, para fixar as idéias, a seqiiéncia (a3 < as < ... < a, < ...) ndo-decrescente
limitada. A hipodtese de ser limitada significa que ela é limitada superiormente, ou seja, seu
conjunto de valores possui supremo S. Afirmamos que lima,, = S. Com efeito, dado qualquer
e >0, como S —e < S, 0onimero S — € nao é cota superior do conjunto dos a,. Logo existe

algum n, € IN tal que S — ¢ < a,,. Como a seqiiéncia ¢ monétona,
n> N, = an, <y

e, portanto,

S —e < ay,.

Como a, < S para todo n, vemos que
n>n,=5—-¢ec<a,<S+e.

Assim completamos nossa demonstragao.

Corolario 2.2.11:
Se uma seqiiéncia mondtona (a,) possui uma subseqiiéncia convergente, entao (a,) ¢

convergente.

Demonstragao:
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Com efeito, pelo Lema 2.2, a seqiiéncia monétona (a,) é limitada e consequentemente

pelo teorema anterior esta demonstrado o corolario.

2.3 Operacgoes com limites

Mostraremos agora algumas operacgoes, soma, multiplicacao e divisao, dos limites de seqiién-

clas.

Teorema 2.3.1:

Se lima, = 0 e (b,) é uma seqiiéncia limitada, lima,.b, = 0. Iste resultado é valido,
ainda, que lim b,, nao exista.
Demonstracao:

Sendo (b,,) limitada, existe ¢ > 0 tal que |b,| < ¢ prar todo n € IN. Dado € > 0, como

lim a,, = 0, podemos encontrar n, € IN tal que
€
n>ne,=la,| < —.
c

Logo,

£
n>n, = |an.by| = lan| . |by| < —.c=¢.
c

Isto nos montra que a,.b, — 0.

Exemplo 2.3.2:

Qualquer que seja = € R, temos

lim 202)
n—oo n
Solucao:
De fato,
1
sen(nz) = sen(nz).—.
n n
Como
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em outras palavras, é limitado e

1
- =0,
n

pelo teorema anterior, temos o resultado desejado.

Lema 2.3.3:

Sendo limb,, = y, com y # 0, entao, salvo um nimro finito de indices n, tem-se b,, # 0.

Demonstracgao:
Com efeito, sendo y # 0, podemos tomar um intervalo (y — e,y + €) de centro y, tal que
0¢ (y—e,y+e). Para isto, tome € = |y.

Entao existe n, € IN tal que
n>n,=b,€(y—ecy+e)

isto é

n>mn, = b, #0.

Teorema 2.3.4:

Seja lima, = = e limb,, = y, entao:
(a) lim(a, +b,) =z +yelim(a, —b,) =2 —y;
(b) lim(a,.b,) = z.y;
(c) lim(§) =7 sey#0.

Demonstracgao:

(a) Sendo lima, = x e limb, = y temos, respectivamente que, existem n; e ny em IN

tais que:
€
n>n; = |a, — x| <3
e

€
5

Seja n, = max{ni,ny}. Entdo n > n,, nos leva a n > n; e n > ny. Logo n > n, implica:

n>ny = |b, —yl <

(@ + ) = @+ )| = (a0 = 2) + (b = 9)| < lan =] + o =yl < 5 +5 <=
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Com isto provamos que lim(a, + b,) = = + y. De maneira andloga se prova a diferenca.

(b)  Observe que
Unbp — Y = apby — any + any — xYy = an(bn - y) + (an - $)y

Pelo teorema 2.3, (a,) é uma seqiiéncia limitada e pelo item (a) lim(b, — y) = 0. Logo pelo
teorema 2.5,

lim[a, (b, — y)] = 0.

De maneira analoga temos,

lim[(a, — z)b] = 0.
Dessa forma temos, pelo item (a)
lim(a,b, — zy) = lim[a, (b, — y)] + lim[(a, — x)b] = 0,

donde obtemos

lim(a,.b,) = z.y.

Para que a seqiiéncia 3 tenha sentido, ou seja, para que ela seja formada, limitamo-nos
n
aos indices n suficientemente grandes de modo que b,, # 0.

(c) Note, pelo item anterior, que b,y — y2, ou seja, existe n, € IN tal que

2

n>n0:>bny>%.

. 2 7
Para ver isto, basta tomar ¢ = %- e achar o n, correspondente. Dai, para todo n > n, , ﬁ
n

é um numero positivo inferior a y% Logo, a seqiiéncia (ﬁ) é limitada. Veja bem,
n

Como
segue do teorema 2.5 que

e portanto
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Exemplo 2.3.5:

Calcule o limite da seqiiéncia de niimeros reais

1

ap = %:$E7

onde z > 0.
Solucao:

Note que esta seqiiéncia é decrescente se x > 1, crescente se x < 1 e limitada em qualquer
um dos casos. Portanto, existe

. 1
lim z» = L.
n—oo

Sem sombra de divida temos L > 0. De fato,
(i) Se0<uz<1,entdo L = sup{zn:n e N} >z
(ii) Se x> 1 entdo z» > 1, para todo n, logo L = inf{zn;n € N} > 1
Podemos afirmar com toda certeza que
. 1
lim xz» = 1.
n—oo

Com efeito, consideremos a subseqiiéncia

sl

(xm) e (:L‘%’l'%7$1 7)

Pelo teorema 2.2 e pelo item (¢) do teorema 2.6 obtemos

1 : 1
) 1 ) 11 . xn limxn L

L =limz"c+) =limz» " »1 = lim —— = — = —=1.
z7 limgar L

Exemplo 2.3.6:
Calcule

. Nt
lim /n = limn~.
n—oo

Solucgao:
Primeiramente, vamos verificar se este limite existe. Para tanto, basta provar que a

seqiiéncia é mondtona.
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A seqiiéncia em questao é uma seqiiéncia de nimeros reais positivos, portanto limitada
inferiormente. Vejamos se é mondtona:
Para que seja
Un > "Wn+1
é necessario e suficiente que

n"t > (n 4+ 1),
isto é, que
1
n>(1+-)".
(1+-)
Isto de fato ocorre para todo n > 3, pois sabemos que

(1+ %)” <3 (veri fique!ll)

seja qual for n. Assim concluimos que a seqiiéncia dada por /n é decrescente a partir do
seu terceiro termo.

Note que 1 < v/2 < /3, logo ela cresce em seus trés primeiros passos, sé entdo comecando
a decrescer. Assim ({/n) é limitada e mondétona decrescente a partir do seu terceiro termo.
Portanto seu limite existe.

Seja  lim nw = L. Como a seqiiéncia é mondtona decrescente temos que
L = z'nf{n%;n € IN}. Uma vez que nw > 1 para todo n € IN, temos L < 1. Em par-

ticular, L > 0. Considerando a subseqiiéncia (2n)27, temos
L? = lim[(2n) 2] = lim[(2n) ] = lim[2%.n#] = lim 27 . limn» = L.
Como L # 0, de L? = L obtemos L = 1. Portanto,

lim ¥/n = 1.

n—oo

2.4 Critério de Convergéncia de Cauchy

Um “critério de convergéncia”ja foi dado antes, Teorema 2.4 (Toda seqiiéncia mondto-
na limitada € convergente), ou seja, um teorema que nos permite saber, em certos casos,

se uma dada seqiiéncia é convergente, mesmo sem conhecermos o valor desse limite. Mas é
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claro que muitas seqiiéncias convergentes nao sao mondétonas, de modo que aquele critério
de convergéncia nao é o mais geral possivel. Em contraste, o teorema seguinte ¢ de carater
geral, ¢ um critério de convergéncia, que nos dard uma condi¢ao, nao somente suficiente mas
também necessdria, para a convergéncia de qualquer seqiiéncia de niimeros reais. Este critério

é conhecido como Critério de Convergéncia de Cauchy.

Definicao 2.4.1:

Uma seqiiéncia de nimeros reais (a,) é dita ser uma uma seqiéncia de Cauchy se ela
satisfaz a seguinte condicao:

dado arbitrariamente um numero real ¢ > 0, pode-se obter n, € IN tal que m > n, e
n > n, implicam |a,, — a,| < €.

Note, o leitor, que comparando esta definicao com a definicao de limite observamos que,
na defini¢ao de limite, exige-se que os termos a,, se aproximem arbitrariamente de um niimero
real L, dado a priori. Enquanto que, para (a,) ser uma seqiiéncia de Cauchy, exige-se que
seus termos a,, € a,, para valores suficientemente grandes dos indices m e n, se aproximem
arbitrariamente uns dos outros, ou seja, impoe-se, apenas, uma condicao sobre os termos da
prépria seqiiéncia.

Lema 2.4.2:

Toda seqiiéncia de Cauchy ¢ limitada.

Demonstragao:

Seja (a,) uma seqiiéncia de Cauchy. Tomando € = 1, obtemos n, € IN tal que
m,n > n, = |a, —a,| < 1.

Em particular,

n>n, = la,, —a,| <1,

ou seja,

n>n,= a, € (an,, — 1,a,, +1).

Sejam « o menor e 8 o maior elemento do conjunto

{ai,as,...;a,, — 1,a,, + 1}.
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Entao a, € [a, f] para cada n € IN| logo (a,) é limitada.

Lema 2.4.3:

Se uma seqiiéncia de Cauchy (a,,) possui uma subseqiiéncia convergindo para L € IR entao
lima, = L.
Demonstracao:

Sendo (a,) uma seqiiéncia de Cauchy temos que dado € > 0, existe n, € IN tal que

m,n > n, = |ay — a,| < g.

Seja (a,,) uma subseqiiéncia de (a,) convergindo para L. Entado existe n; > n, tal que
lan, — L| < 5. Portanto,
£

19
n>no:>|an_L|Sla'n_a'n1|+|a'n1_L|<§+2

=£&.

Com isso mostramos que lima,, = L.

Teorema 2.4.4: Critério de Convergéncia de Cauchy

Uma seqiiéncia de nimeros reais é convergente se, e somente se, ¢ Cauchy.

Demonstragao:

Seja (a,) uma seqiiéncia tal que lima,, = L. Dado arbitrariamente ¢ > 0, existe n, € IN

tal que
€
m>no:>|am—L|<§
e
€
n>n, = la, — L| <§.
Logo,

€ £
m7n>no:>|am_an’§|am_L’+’CLn—L’<§+§:€.

Portanto (a,) é uma seqiiéncia de Cauchy.

Reciprocamemte, seja (a,) uma seqiiéncia de Cauchy. Pelo Lema 2.4, ela é limitada. Con-
sequentemente, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, ela possui uma subseqiiéncia conver-
gente.  Finalmente do Lema 2.5 temos que (a,) converge. Isto completa a de-

monstracao do teorema.
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2.5 Limites Infinitos

Certas seqiiéncias, embora nao convergentes, apresentam um comportamento tanto quanto
regular, a saber, aquelas cujos valores se tornam e se mantém arbitrariamente grandes ou ar-
bitrariamente pequenos com o crescer do indice. Seqiiéncias com estas propriedades, dizemos

que diverge para mais infinito ou para menos infinito respectivamente.

Definicao 2.5.1:
Seja (a,) uma seqiiéncia de nimeros reais. Dizemos que “a, diverge, ou tende , para
mais infinito”, e escrevemos lima, = +o0o quando, para todo nimero real A > 0 dado

arbitrariamente, existe n, € IN tal que
n>n, = a, > A.

Em outra palavras, para qualquer A > 0 dado, existe apenas um nimero finito de indices n
tais que a, < A.

Analogamente, dizemos que “a,, diverge, ou tende , para menos infinito”, e escrevemos
lim a,, = —oo quando, para todo nimero real A > 0 dado arbitrariamente, existe n, € IN tal
que

n>n,=a, < —A.
Em outra palavras, para qualquer A > 0 dado, existe apenas um ntumero finito de indices n
tais que a, > —A.

E fcil ver que lim a,, = —o0 se, e somente se, lim —a,, = +00. Portanto, se lima,, = +00

entao (a,) é limitada inferiormente mas é ilimitada superiormente. Da mesma forma, se

lima, = —oo entdo (a,) é ilimitada inferiormente mas limitada superiormente. Note, o

leitor, que se lima,, = +00 entao toda subseqiiéncia de (a,,) também tende para +oc.

Exemplo 2.5.2:

(a)  Se a, =n entdo obviamente lim a,, = +00.
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(b)  Seja a, = 2™ com x > 1. Dessa forma z = 1+ h com h > 0. Entao dado A > 0,
obtemos

2" =(1+h)">14+nh>A

desde que se tome

h .

Logo, se escolhermos um inteiro n, > %, teremos

n>n,=x" > A.

(c) Para cada p € IN temos que

lim n? = 4o00.
n—oo

De fato, a seqiiéncia (1,2, 3,4, ...) possui (1,2P,3P, 4P, ...) como subseqiiéncia.
(d) Para cada p € IN temos que
lim nr = +00.
n—0o0

Com efeito, porque a seqiiéncia
(1,27,37, 47, ...)
¢ crescente e possui a subseqiiéncia ilimitada (1,2,3,4,...).

(e) A seqiiéncia a,, = (—1)".n nao tem limite +0o nem —oo pois ¢ ilimitada nos dois

sentidos.

(f) A seqiiéncia (0,1,0,2,0,3,0,4,...) é limitada inferiormente, ilimitada superiormente

mas nao tem limite igual a 400 porque possui uma subseqiiéncia constante.

Proposicao 2.5.3:
Dada uma seqiiéncia nao-decrescente (a,,), ou ela é convergente, se for limitada, ou ela é

divergente, ou seja lim a,, = 400, se for ilimitada.
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Demonstragao:
Se (a,) for limitada é convergente como j& vimos anteriormente. Agora, sendo (a,)

ilimitada, dado A > 0, existe n, € IN tal que a,, > A. Como (a,) é ndo-decrescente,
n>mn, = a, > a, > A.

Isto completa a demonstragao.

Vejamos, agora, algumas operagoes aritmética com limites infinitos.

Teorema 2.5.4:
(a) Selima, = 400 e (b,) é limitada inferiormente, entao, lim(a,, + b,) = +o0;
(b) Selima, = 400 e existe ¢ > 0 tal que b, > ¢ para todo n € IN, entéo, lim a,,.b,, = +00.
(c) Seja a, > 0 para todo n. Entao

1
lima, =0 < lim — = 4o0;
Qn,

(d) Sejam (a,) e (b,) seqiiéncias de nimeros positivos. Entao:

(i)  se existe ¢ > 0 tal que a,, > ¢ para todo n e se limb,, = 0 tem-se

. a
lim - = +o0;

bn
(i)  se (ay) ¢ limitada e limb, = +o0 entdo lim §* = 0.
Demonstragao:

(a) Seja A > 0 dado. Sendo (b,) limitada inferiormente, existe ¢ € IR tal que ¢ < b,, para

todo n € IN. Existe também n, € IN tal que
n>n,=a,>A—c

Segue-se que

n>n,=a,+b,>A—c+c=A,

donde lim(a,, + b,) = +oc.
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(b) Dado A > 0, existe n, € IN tal que

A
n>n, = a, > —.
&

Logo

A
n>n, = a,b,>—c=A
c

e, portanto, lim(a,.b,) = +o0.
(c) Supondo lima, =0 e dado A > 0 existe n, € IN tal que

n>n,=>0<a,< 1
e, portanto, ai > A. Logo
1

lim(—) = .
1m(an) +o0

Reciprocamente, se lim(ai) = +00, dado ¢ > 0 existe n, € IN tal que

1 1
n>n,=>—>-
a, €

e, portanto, 0 < a,, < . Consequentemente lim a,, = 0.

(i) Dado A > 0, existe n, € IN tal que

C
n>n,=0<b, < —.

A
Entao
a c
n>n,=—>—=A.
bn 4
Portanto,
a
lim — = +o0
bn,

(ii)  Sendo (a,) limitada, existe k > 0 tal que a,, < k para todo n e dado € > 0,

existe n, € IN tal que

k
n>n,= b, > —.
€
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Entao
a, k
n>nO:>0<b—<E:€,
n €
e assim
a
lim(-=) =0
im(5")
E a demonstracao do teorema esta completa.
Exemplo 2.5.5:
Considere x > 1 e prove que
x?’b
lim — = +o00
n—oo N
Solucgao:
Como x > 1 temos que a = 1+ h, com h > 0. Assim
-1
2 =(1+h)">1+nh= %h?
Logo,
n n 2
para n > 2. Como
lim (= +h + (n )hQ) =+
segue que
x'fb
lim — = 400
n

Como queriamos.

De maneira, analoga prova-se que para todo p € IN e z > 1 tem-se

Esta prova deixamos a cargo do leitor.

Exemplo 2.5.6:

Mostre que para todo nimero real z > 0
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Solucgao:

Seja n, € IN tal que "2 >2 e k = ol - Para todo n > n,, teremos

™o

x! ne+1 n,+2 n _
—=k- . Cer = >k (2)"T.
" x x x
Dai segue que
x!
lim — =+
n—oo M

Este exemplo mostra que o fatorial de n cresce mais rapido do que x™, seja qual for x > 0

fixo, ou seja,

2.6 Exercicios

1. Seja a seqiiéncia
1— an—‘rl
Tp,=14+a+..+a" =
1—a
coma € R e 0 < a< 1. Prove que esta seqiiéncia é crescente e limitada para todo n.

2. Prove que a seqiiéncia com x; = 0 e x5 = 1 dada por

1
Tny2 = é(xn + Q:n+1>

para todo n = 1,2, 3,4, ... é limitada.

3. Prove que se, limz,, = a > 0, existe n, € IN tal que n > n, = x, > 0.

4. Sejam (z,) e (y,) seqiiéncias convergentes. Prove que se z,, < v, para todo n € IN
entao limx, < limy,.

5. Sejam z, < z, <y, para todo n € IN. Se limz,, = limy, = a, prove que lim z,, = a.

6. Seja (x,) a seqiiéncia definida por
’$n+2 - $n+1‘ S A ‘anrl - xn‘

para o < A < 1. Prove que (z,) é uma seqiiéncia de Cauchy, e portanto convergente.

7. Usando o exercicio anterior prove que:

1<+a)> a
—(x + — —.
2 T 2



Capitulo 3
Nocoes de Topologia

O leitor deve ter observado, no decorrer deste texto, que a Analise Matematica se fundamenta
nos numeros reais. Partindo desse principio, faremos um estudo das funcoes reais de uma
variavel real de maneira puramente analitica, ao contrario do que acontece nos cursos de
Caélculo onde o estudo é feito apoiando-se na intuicao geométrica. Mas, nao pense o leitor,
que as idéias geométricas serao abandonadas, pois serao usadas como guia importante da
intuicao, na busca dos caminhos da construcgao légica.

Em qualquer estudo de Topologia ¢ indispensavel a nocao de conjunto e é, por isso, que
veremos agora algumas nocoes basicas de conjunto e é claro que o leitor ja conhece vérias
delas. Todos os conjuntos aqui considerados sao conjuntos de numeros reais, ou seja, sao

subconjuntos de R. Fiquemos atentos para as notacoes:
1. x € A significa x pertence a A ou x é elemento de A;
2. A C B significa A é um subconjunto de B ou todo elemento de A estd em B;
3. A= Béomesmo que A C Be B C A simultaneamente;
4.  Dados dois conjuntos A e B,

(a) AN B significa, intersegao, o conjunto de todos os elementos que estao em A e

em B simultaneamente;
(b)  AUB significa, unido, o conjunto de todos os elementos que estao em pelo menos

um dos conjuntos A e B.

29
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5. O simbolo () significa um conjunto sem qualquer elemento, ou seja, vazio.
Vejamos algumas propriedades e definigoes sobre conjuntos.

1. AUB=BUA;

2. ANB=BnNA;

3. AuU(BUC)=(AUuB)UC;

4. ANn(BNC)=(AnB)NC,

5. AU(BNC)=(AUuB)N(AUCQ);

6. AN(BUC)=(ANB)U(ANC).

Definimos o complementar de um conjunto A, indicado por A¢, como sendo o conjunto

dos elementos que nao estao em A, ou melhor,
A=R-A={zecR:z ¢ A}

Observe o leitor que R =0 e #° = R.

Em relacao a um outro conjunto B, o complementar de A é definido como
B-A={rxeB:x¢A}

E facil ver que B — A = BN A°. Temos ainda as chamadas leis de De Morgan para dois

conjuntos A e B,
1. o complementar da uniao é a intersecao dos complementares
(AU B)¢ = A°N B¢
2. o complementar da intersecao ¢ a uniao dos complementares

(AN B)° = A°U B°.
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A uniao e a intersecao de conjuntos se estende a mais de dois conjuntos e, em geral, a
uma quantidade ilimitada qualquer. Assim, dada uma familia qualquer (A;);c; de conjuntos

sua uniao e sua intersecao sao definidas como

U{A;:iel}={z:x€ A, para algum i€l};

A, :iel}={x:x€A; para todo i€ l}.

De agora por diante sempre que falarmos em “ niimero "sem qualquer especificagao, enten-
deremos tratar-se de um nimero real. Como os ntimeros reais sao representados por pontos
de uma reta, através de suas abscissas, usaremos a palavra “ ponto “em lugar de “ niimero 7,
ou seja, “ ponto x "significa “ numero x 7.

O conjunto dos numeros reais é o espaco topologico, isto é, ¢ um conjunto equipado
com estruturas que permite falar em limites e continuidade de fungoes, mais frequentemente
utilizado e por isso o mais importante.

Passemos a estudar, nesse momento, as principais propriedades topolégicas dos subcon-

jutos da reta.

Definicao 3.0.1:

Dado um conjunto A C IR, um ponto x € A chama-se ponto interior de A quando existe
um intervalo aberto (a,b) tal que = € (a,b) C A.

O conjunto de todos os pontos interiores a A é indicado por int(A) e chamado o interior
de A . B facil ver que int(A) C A e que se A C B entéo int(A) C int(B).
Lema 3.0.2:

Para que z € A, A C R, seja um ponto interior do conjunto A é necessario e suficiente
que exista € > 0 tal que (x — e,z +¢) C A.
Demonstragao:

Se z € (a,b) C A, seja e o menor dos niimeros positivos z—e e x+e. Entao (r—e,z+¢) C

(a,b), logo (z — e,z +¢) C A.

Outra maneira de exibirmos este lema é a que segue:
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x € um ponto interior do conjunto A se, e somente se, existe € > 0 tal que |y — x| < &
implica y € A.

De fato, |y — x| < € significa que y pertence ao intervalo aberto (z — &,z + ¢€).
Exemplo 3.0.3:

(1) Se A= (a,b), ou A = (—00,b) ou A = (a,+00), entdo int(A) = A. De fato, no
primeiro caso, para todo x € A temos x € (a,b) C A. No segundo caso, dado arbitrariamente
z € A escolhemos a < x e temos x € (a,b) C A. O terceiro caso é anédlogo ao segundo.

(2)  Sejam A = [a,b], B = [¢,+0) e C = (—o0,d|. Entao int(A) = (a,b), int(B) =
(¢, +00) e int(C) = (—o0,d). Com efeito, para cada x € (a,b) temos z € (a,b) C A logo
(a,b) C int(A). Por outro lado a & int(A), porque todo intervalo aberto contendo a possuira
pontos & esquerda de a, logo nao estard contido em [a,b]. Do mesmo modo, o ponto b nao
¢ interior ao intervalo [a,b]. Logo o interior de [a,b] é o intervalo aberto (a,b). O mesmo
acontece com A; = [a,b) e Ay = (a,b], ou seja, int(A;) = (a,b) e int(As) = (a,b). De
maneira analoga prova-se as afirmacoes feitas para B e C.

Definicao 3.0.4:

Um subconjunto A C IR chama-se um conjunto aberto quando todos os seus pontos sao
interiores, isto é, quando int(A) = A.

Em outras palavras, A é aberto se, e somente se, para todo z € A existe um intervalo
aberto (a,b) tal que z € (a,b) C A.

Exemplo 3.0.5:

(1) O conjunto vazio é aberto. Com efeito, um conjunto A sé nao é aberto quando
existe em A algum ponto que nao seja interior. Como o conjunto vazio nao possui ponto
algum, somos forcados a admitir que () é aberto.

(2)  Obviamente, a reta IR inteira é um conjunto aberto.

(3)  Seja A=(0,1)U(2,5). Entao A é um conjuto aberto da reta.

De fato, para todo x € A tem-se x € (0,1) ou x € (2,5). Em qualquer um dos casos,
existe um intervalo aberto que contém x e esta contido em A.

(4)  Um intervalo é um conjunto aberto se, e somente se, ¢ um intervalo aberto. Deixa-

mos a cargo do leitor a verificagao deste fato.
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Teorema 3.0.6:

(a) Se A; C R e Ay C R s@o abertos, entao A; N A é aberto.

(b)  Seja (Aj)rer uma familia arbitraria de conjuntos abertos Ay C R. A reuniao
A=[]J A,
AEL

¢ um conjunto aberto.
Demonstragao:

(a) sejaxz € AN Ay, Entdo x € A e x € Ay. Logo existem intervalos tais que
x € (a1,b1) C Ay e x € (ag,by) C Ay. Sejam a o maior dos numeros ag, ag, € b 0 menor
dos nimeros by, by. Entdo z € (a,b) = (a1, b1) N (ag,by) C Ay N Ay, Assim, todo ponto

x € A; N Ay é interior e portanto esta intersecao é um conjunto aberto.

(b) Sejax € A=[JA,. Entao existe algum A € L tal que z € A,. Como A, é aberto,
podemos obter um intervalo (a,b) tal que z € (a,b) C A. Como A, C A, temos

x € (a,b) C A. Logo todo ponto = € A é interior e consequentemente A é aberto.

Corolario 3.0.7:

Se Ay, As, As, ..., A, sao subconjuntos abertos de IR entao A1 NA;NA3N...NA, é aberto.
Demonstragao:

A demonstracao é de facil obtencao, basta aplicarmos n — 1 vezes o teorema anterior,
obtendo assim A;NAs aberto, A;NA;NA3 = (A1NAy)N A3 aberto, ..., AiNA;NA3N...NA, =

(A1 N AN, ...,NA,_1) N A, aberto. Com isso esta demonstrado o corolério.

Observacgao 3.0.8:

A intersecao de um nimero infinito de conjuntos abertos pode nao ser um conjunto aberto.

De fato, consideremos os conjuntos abertos
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Note que 0 € A,, para todo n € IN, logo 0 € (] A,,. Por outro lado, se x # 0 entao |z| > 0 e,

portanto, existe n tal que 0 < % < |z|, ou seja,

Z g (__7 _) = A,

nn

Assim se x # 0 entao = & () A,. Isto significa que

) An = {0},

mas o conjunto { 0 } nao é aberto.
Exemplo 3.0.9:

(a) Todo conjunto aberto A C IR é uma reuniao de intervalos abertos. Com efeito, para
cada z € A, escolhamos um intervalo aberto I, tal que x € I, C A. Isto pode ser escrito

assim: {z} C I, C A. Tomando reunides, temos

Uzt c L cA

z€A €A
ou seja,
Ac|JLcA,
€A
o que nos da
A=J L
€A

(b) Seja F' = {x1,x9,23,...,x,} um conjunto finito de nimeros reais. Sem perda de

generalidade, podemos admitir que z; < x5 < 23 < ... < z,. Entao
R—F = (—00,21) U (x1,22) U (22,23) U... U (2p_1,2,) U (2, +00).

Dai concluimos que IR — F' é aberto.
Em outras palavras, o complementar de todo conjunto finito é aberto. De modo, analogo,
R — 7 é aberto, pois
R-Z=|J(nn+1)

neZ

¢ uma reuniao de conjuntos abertos.
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Definicao 3.0.10:
Seja A C R. Um ntimero a € IR é chamado ponto de acumula¢ao do conjunto A quando
todo intervalo aberto (a — ¢,a + €), de centro “a”, contém algum ponto z € A diferente de

[}

a

De outra maneira, dizemos que a € R é um ponto de acumulagao do conjunto A se
Ve>0 dreA: 0<|z—al<e.

O conjunto dos pontos de acumulagao de A é, as vezes, chamado de derivado de A, e
indicado por A'.
Exemplo 3.0.11:

(1)  Sendo A = {1,%,%,..,1,..} seu fecho ¢ A = {0}. De modo geral, se

1993
limz, = a e a # x, para todo n € IN entdo, pondo A = {xy,23,23,..., Tp, ...}, temos
A" ={a}.
(2)  (a,b) =la,b) = (a,b] = [a,b].
Definicao 3.0.12:

Um ponto “a”’de um conjunto A diz-se isolado se nao for ponto de acumulcaode A, ou
seja, para que “a’seja um ponto isolado é necessério e suficiente que exista ¢ > 0 tal que
(a—e,a+e)NA={a}

Exemplo 3.0.13:

Todo ponto a € 7 ¢ um ponto isolado de ZZ.

Definicao 3.0.14:
Dizemos que um ponto “a”é aderente a um conjunto A C R quando “a”for limite de uma

seqiiéncia de pontos de z,, € A.

O conjunto de todos os pontos aderente a A é chamado fecho do conjunto A e representado
por A.

E fécil ver que, se A C B entdao AC B e que A C A para todo A.
Exemplo 3.0.15:

(1) Todo ponto a € A é aderente a A. De fato, tomando a seqiiéncia de pontos,
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constante, x,, = a, temos:

limzx, = a.

(2) Podemos ter um ponto a aderente a A sem que a pertenca a A. Com efeito, seja
A = (0,400), entdao 0 ¢ A, mas 0 é aderente a A, pois lim fracln = 0, onde % € A para
todo n.

(3) O fecho do intervalo aberto (a,b) é o intervalo fechado [a,b]. Com efeito, os pontos

a e b sao aderentes ao intervalo aberto (a,b) pois

1
lima+—=a lim b — — =b.
n—o0 n n— oo n

Mas observe, o leitor, que se a < x,, < b e limx, = c entao a < ¢ < b. Portanto, todo ponto
aderente ao intervalo aberto (a,b) pertence ao intervalo fechado [a, b].

E claro que [a, b] é também o fecho dos intervalos semi-abertos [a, b) ¢ (a, b], assim como,
o fecho de [a, b] é o proprio [a, b].
Teorema 3.0.16:

Um ponto a € IR é aderente a um conjunto A C R se, e somente se, para todo £ > 0
tem-se AN (a—¢e,a+¢e)#0D.
Demonstracgao:

Se a é aderente a A entao lim x,, = a com x,, € A para todo n. Dado arbitrariamente ¢ > 0,
temos  x, € (a — e€,a + €) para todo n suficientemente grande.
Logo AN(a—¢,a+¢) # 0.

Reciprocamente, supondo satisfeita a condicao
AN(a—e,a+e)#0,

para cada n € IN podemos encontrar x,, € A tal que

1 1
T, € (a——,a+ —).
n n

Isto define uma seqiiéncia de pontos x,, € A tais que

1
|z, —al] < —.
n

Logo limz,, = a e entao a é aderente a A.
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Definicao 3.0.17:

Um conjunto A C R é fechado se, e somente se, todo ponto aderente a A pertence a A,
ou seja, quando o conjunto A coincide com o conjunto A ( A=A ).
Teorema 3.0.18:

Um conjunto F' C R é fechado se, e somente se, seu complementar IR — F' é aberto.
Demonstracao:

Temos que F' é fechado se, e somente se, todo ponto aderente a F' pertence a F. Se
a € R — F entao a nao é aderente a F, mas isso acontece se, e somente se, existe um
intervalo aberto I tal que a € I e INF = (), mas isso se, e somente se, a € I C R — F
também se, e somente se, a ¢ interior a R — F, ou seja, se, e somente se, IR — F' é aberto.

Corolario 3.0.19:

(a) IR e o conjunto vazio sao fechados.
(b)  Se Fi, Fy, F3, ..., F,, sao fechados entao F; U Fo U F3 U ... U F,, é fechado.

(¢)  Se (F))rer € uma familia qualquer de conjuntos fechados entao a intersegao

F:ﬂﬂ

AEL

¢ um conjunto fechado.
Demonstracgao:
(a) E ¢bvio, R é o complementar do aberto @, ¢ § é o complementar do aberto R.

(b) Sendo Fy, Fy, F, ..., F,, fechados temos, R— F, R— F,, R— F}, ..., R— F}, abertos, isto
¢é aberto, ou seja, Fy U Fy U F3U ... U F,, é fechado.

(c)  Sendo cada F) fechado implica cada IR — F) aberto que por sua vez implica | J, (R —
F\) =R — (), F\ aberto, ou seja,

F:ﬂﬂ

A

é fechado.



CAPITULO 3. NOCOES DE TOPOLOGIA 63

Observacao 3.0.20:

A reunidao de uma familia arbitraria de conjuntos fechados pode nao ser um conjunto
fechado. De fato, tome A C R qualquer conjunto que nao seja fechado. E facil ver, que todo
conjunto A é a reuniao dos seus pontos, ou seja,

A= J{=}.
€A

Cada ponto = € A forma um conjunto fechado {z} mas a reunido A nao é um fechado.

Teorema 3.0.21:

O fecho de todo conjunto A C IR é um conjunto fechado.

Demonstragao:

Seja € R—A um ponto qualquer. Dessa forma z nao é aderente a A, ou seja, existe
um intervalo aberto / com x € I e IN A = 0 e que, para todo y € I vale y € R—A. Logo
I ¢ R—A. Isto mostra que todo ponto x € R—A é ponto interior, ou seja, que R—A é

aberto. Portanto, A é fechado.

|
3.1 Exercicios
1. Prove que um ponto a é aderente ao conjunto A se, e somente se, para todo intervalo
aberto I contendo a tem-se I N A # ().
2. Sejam A C R limitado inferiormente e B C IR limitado superiormente. Prove que

a=1inf(A) é aderente a A e b = sup(B) é aderente a B.
3. Sejam A C R e a € R. Prove que as seguintes afirmacoes sao verdadeiras:
(a) a€ A ouseja, a é um ponto de acumulagao de A;
(b) a=limz,, onde (z,) é uma seqiiéncia de A, dois a dois distintos;
(c) todo intervalo aberto contendo a possui uma infinidade de elementos de A.
4. Usando o exercicio anterior prove que, se A’ # () entao A ¢é infinito.
5.  Prove que para todo A C R, tem-se A=A U A’. Ou seja, fecho de um conjunto A é

obtido acrescentando-se a A os seus pontos de acumulacao.
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6. Usando o exercicio 5 prove que:

A é fechado se, e somente se, A" C A;

69



Capitulo 4

Limite e continuidade de Funcoes

De forma mais geral, retornaremos agora a nocao de limite. Em vez de seqiiéncias, como estu-
damos anteriormente, vamos considerar funcoes reais f : D — R | definidas em subconjuntos

arbitrarios D C IR. Damos a seguir o conceito geral de funcao:

Definicao 4.0.1:
Uma funcao “ f : D — Y 7é uma lei que associa elementos de um conjunto D, chamado
o dominio da funcao, a elementos de um outro conjunto Y, chamado o contradominio da

funcao.

Nosso estudo se ressumird somente em fungoes cujos dominios sejam subconjuntos dos
numeros reais, principalmente intervalos. O contradominio sera sempre o mesmo, o conjunto
dos numeros reais e para indicar que uma funcao associa o elemento y ao elemento = escre-
vemos y = f(x). Entdo quando for usada a notagdo y = f(z), deve-se entender que x denota
qualquer valor no dominio D, chamada varidvel independente. y é a imagem de x pela func¢ao

f, chamada varidvel dependente.

Definicao 4.0.2:

Uma funcao f com dominio D é dita limitada a esquerda ou limitada inferiormente se
existe um numero A tal que A < f(z) para todo = € D e limitada a direita ou limitada
superiormrnte se existe um nimero B tal que f(z) < B para todo x € D.

Uma funcao que ¢ limitada a esquerda e a direita simultaneamente é dita limitada, ou

seja, existe um nimero M tal que |f(z)| < M para todo z € D.

70
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Definicao 4.0.3:
Dizemos que uma funcgao g é extencdo de uma funcao f, ou que f é restricao de g, se o

dominio de f esta contido no dominio de g e as duas fungoes coincidem no dominio de f.

Definicao 4.0.4:

Dizemos que uma funcao f com dominio D é injetiva ou invertivel se

z#a' = f(z) # f(@),

isto equivale a dizer que

Em outra palavras, isto significa que cada elemento da imagem de f provém de um tnico

elemento x no dominio de f, y = f(x).

Definicao 4.0.5:
Chamamos de funcdo inversa da funcao f, a qual é indicada por f~1, a funcdo que leva

y € f(D) no elemento x € D tal que f(x) =y.

E facil o leitor notar que 7Y f(z)) = z para todo z € D e f(f~'(y)) = y para todo
y € f(D).
Definicao 4.0.6:

Seja f uma funcao definida num intervalo. Dizemos que f é

(a)  crescente se x > 1’ = f(x) > f(2);
(b)  decrescente se v > ' = f(x) < f(2');
(¢) mnao-decrescente se x > x' = f(x) > f(2);

(d)  ndo-crescente se x > 2’ = f(x) < f(a')

Em qualquer um desses casos f é chamada de funcdao mondtona.

Definicao 4.0.7:
Uma fungao f : D — Y, com dominio D, é dita sobrejetiva se f(D) coincide com seu

contradominio Y.
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4.1 Limite e continuidade

Seja f : D — IR uma funcao com valores reais, definida num subconjunto D C IR. Dizemos

neste caso que f é uma funcao real de uma variavel real.

Definicao 4.1.1:

Dada uma funcao f com dominio D, seja x, um ponto de acumulagao de D. Dizemos que
o numero L é o limite de f(x) com z tendendo a z, se, dado qualquer € > 0, existe § > 0 tal
que

reD, 0<|z—ux]<d=|f(zx)—L|<e.

Indicamos o limite de uma funcao por:

lim f(z)=L, f(r)—>L com z—uz, ou limf(x)=0L.

T—To

Est4 dltima omitimos a indicagao “ x — z, "e sera usada quando nao houver nenhuma divida.

Podemos reescrever a definicao de limite como sendo:

lim f(z)=L&Ve>0 30>0: ze€D, 0<|z—uz,/<d=|f(zr)—L|<e.

T—To

Observagao 4.1.2:

(1) Ao considerarmos o limite lim,_,,, f(z), ndo exigimos que x, pertenca ao dominio
da funcao f.

(2) A exclusao do ponto z = x, na definigao de limite é natural, pois o limite L nada tem
a ver com o valor f(z,). O conceito de limite é utilizado para caracterizar o comportamento

da fungao f(x) nas proximidades do valor z,, porém mantendo-se sempre diferente de .

A definicao que faremos a seguir, funcao continua, é o tema central da Topologia. Apds
definir a nocao de funcao continua, demonstraremos algumas de suas propriedades mais
elementares.

Definicao 4.1.3:

Dizemos que a func¢ao f é continua no ponto x, se existir o limite de f(z) com x tendendo

a x, e esse limite for igual a f(z,). Dizemos também, que f é continua em seu dominio, ou

simplesmente continua, se ela for continua em todos os pontos desse dominio.

Vejamos agora algumas das principais propriedades do limite de uma funcao.
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Teorema 4.1.4:

Sejam DCR, f: D —1R ,z, € D’ Se

lim f(x) =1Ly e lim f(z)= Lo,

T—To T—To
entao L1 = LQ.

Demonstracgao:

Por definicao, dado quaquer ¢ > 0, existem d§; > 0 e 9, > 0, tais que para x € D,

0 < |o—ao| < b1 = [f(2) = L] < 5

£

O<\x—xo|<52:>]f(x)—L2\<2

73

Seja 6 = min{dy,d2}. Como z, € D', podemos obter y € D, tal que 0 < |y — x,| < 4. Entéao

€

225.

[Ly — Lo| <Ly = f()| + [f(y) — La| < g+

Ou seja, |L; — Lo| < e para todo € > 0, portanto Ly = Ls.

Teorema 4.1.5:

Sejam D C R, f: D - 1R, x, € D'. Para que

lim f(x) =L,
T—To

é necessario e suficiente que se tenha
lim f(z,) =L
n—oo

para toda seqiiéncia de pontos x,, € D — {z,}, tal que

lim x, =z,
n—oo

Demonstracao:
Suponhamos que

lim f(x)=L e que lim x,=x,,
T—To n—o00
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com z, € D —{z,}. Dado € > 0, existe § > 0 tal que
reD, 0<|z—uz,|<d=|f(z)-L|<e
Existe também n, € IN tal que
n>n, = |r, — 1z, <.

Donde obtemos que

n>n,=|f(x,) — L| <e,

ou seja,

lim f(z,) = L.

n—oo

Reciprocamente, suponhamos que nao se tenha

lim f(x)= L.

T—To

Entao existe € > 0 tal que para todo n € IN podemos obter z,, € D com
1
0< |z, —a,] <= e |f(x,)—L|>c¢.
n
Entao z, — x,, mas nao se tem

lim f(z,) = L,

n—oo
o que nos leva a uma contradi¢ao. Portanto, termina aqui a demonstracao.
|
Afim de facilitar algumas demonstracoes, que estao por vir, estudaremos agora o limite
de uma func¢ao composta.

Sejam D,ECR, f:D—-R,9g:E—R,z, €D, y, € FE,

lim f(z) =1y,
T—To

(§]
li =L.
Jlim g(y)

Para que tenha sentido falar em g(f(x)), € D, supomos que f(D) C E. E razodvel

esperar, nestas condigoes, que

lim g(f(z)) = L.

T—To
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Com efeito, x, é ponto de acumulacao do dominio da funcao go f : D — IR. Logo, tem

sentido considerar

lim g(f(z)).

T—To
Além disso, como ¢(y) tende para L quando y tende para y,, é plausivel imaginar que isto

ocorre, em particular, para y da forma y = f(x). Vejamos o seguinte teorema:

Teorema 4.1.6:
Sejam D,ECR, f:D—-R,g9g:F—R,e f(D)CFE. Sejamz, € D' ey, € E'NE,

com g continua em vy, . Se

lim f(z) =1y,
T—To
e
lim =L
Y—Yo g<y) ’
entao
lim g(f(x)) = L.
T—To
Demonstracgao:

Dado € > 0, existe n > 0 tal que y € FE,
[y —wol <m=lg(y) — L[ <e.
A partir de 7, obtemos d > 0 tal que x € D,
0<|z—m,]<d=|f(zx)—L| <n.

Entao, xr € D,

0<|z—a,]<d=|g(f(z)) — L| <e,

o que nos da o resultado desejado, ou seja,

lim g(f(z)) = lim g(y) = L.

T—To Y—Yo

Deixamos a cargo do leitor provar que as fungoes f(z) = 2? ¢ g(x) = + sao continuas.
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Exemplo 4.1.7:
Se lim,_,,, f(z) = L entao

lim [f(z)]* = L*.

T—To
Solucgao:
Como h(y) = y? é continua temos

lim [f(z))* = lim y* = L*.

T—To y—L

Exemplo 4.1.8:
Seja g : D — R e suponha g(x) # 0, para todo z € D, L # 0 e lim,_,,, g(x) = L. Prove

que
. 1 1
im — = —.
womo g(x) L
Solugao:
Seja
1 JR—
g(x) vy

onde y = g(x), v € D.

Como h(y) = i ¢ continua em todo y # 0 temos

. 1 o1 1
lim — = lim — = —.
T—To g(:[,‘) y—L Yy L

Teorema 4.1.9: do Confronto
Sejam D C R, f,g,h: D - R, x, € D'. Se, para todo z € D, x # z,, for f(z) < g(z) <
h(z) e, além disso, tivermos

lim f(z) = lim h(z) = L,

T—To T—To
entao

lim g(z) = L.

T—To
Demonstragao:

Por defingao, dado qualquer € > 0, existem d; > 0 e d > 0 tais que, para x € D,

O<|z—z,|<h=L—-e< f(r)<L+e
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O0<|z—m,] <dp=L—e<h(x)<L+e.
Seja 6 = min{dy,02}. Entao = € D,
O<|z—x,]<d=L—-e< f(zx) <glx) <h(r)<L+e,
donde obtemos

lim g(z) = L.

T—To

Teorema 4.1.10:
Sejam DCR, f:D—R,g9:D— 1R, z, € D.Se k for uma constante

=t
€
2ok =M
entao
(a)
Jim (f(2) +g(2)) = L+ M = lim f(z) + lim g(z).
(b)

lim (k- f(z))=k-L="Fk- lim f(x).

T—To T—To

lim (f(x)-g(z))=L-M = lim f(x)- lim g(x).

(d) Se M # 0 entao
f(z)

lim —~=

_L
v—=zo () M

lim f(z) =0

T—To

7
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e existe uma constante A tal que |g(z)| < A para todo = € D — {z,} entdo

lim (f(z) - g(z)) =0,

T—To
mesmo que nao exista
lim g(z).

T—To

Demonstragao:

(a)  Seja lim,,, f(x) = L e lim,,,, g(x) = M. Entao, dado € > 0 existe 6 > 0 tal que

0 < |z — x| < § implica
f(z) — L| < g e |g(z) — M| < g
Notemos que,
(f(z) + g(2)) = (L+ M)| < |f(z) = L| + [g(x) — M].

Assim,

O0<|z—xz, <d=|(f(x)+g(x)—(L+M)|<e.

Portanto,

lim (f(z) + g(z)) = L+ M = lim f(z)+ lim g(z).

T—To T—To T—To

(b) Se k=0 ¢ dbvio. Se k # 0, dado € > 0 existe 6 > 0 tal que

0<|x—x0|<§:>|f(x)—L\<%.
Logo,

O<|z—a,<d=|k-flz)—Fk L] <e.
Ou melhor

lim (k- f(z))=k-L="Fk- lim f(x).

T—To T—To

(c) Confiaremos ao leitor a verificagao da seguinte igualdade:
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Temos também que

lim [f(z) + g(2)]* = [lim (f(2) + g(2))]* = (L + M)

T—To T—To

lim [f(z) — g(2)] = [lim (f(2) - g(x))]* = (L — M)*.

T—To T—To

Concluimos dai que

lim f(a)g(a) = 3(1L+ M = L - MP) = LM,
" f L, 1L
fm oy T S s =k T ar

(e)  Uma vez que |g(z)| < A para todo z € D — {z,} temos
[F(@)g(@)| = |f(@)[|g(=)| < Alf(2)].
Logo para todo x € D — {z,}

—Alf(2)] < f(x)g(x) < Alf(2)].

Note que
lim A|f(z)|]=0 e lim —A|f(x)| =0,
T—To T—To
pois
lim f(x)=0.
T—To

Pelo teorema do confronto obtemos o resultado desejado

lim (f(x) - g(x)) = 0.

T—To

Como consequéncia imediata deste teorema temos o seguinte:
Teorema 4.1.11:
(a) Se f,g: D — IR sao continuas no ponto z, € D, entdao f+g, f—g, k- fe f-gsao

continuas nesse mesmo ponto. Se g(x,) # 0, entao % também é continua no ponto x,.
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(b) A composta de duas fungdes continuas é continua. Ou seja, se f : D — R e
g : E — R sao continuas nos pontos x, € D, y, = f(z,) € F, respectivamente, e além disso,
f(D) C E, entao go f: D — IR é continua no ponto z,.
Teorema 4.1.12: Critério de Cauchy para Funcgoes

Sejam D C R, z, € D' e f : D — R . Para que exista lim,_,,, f(x) é necessério e
suficiente que, dado arbitrariamente € > 0, se possa obter § > 0, tal que, para z,y € D, com
0<|r—m]<d,0<|y—u1z,| <0 impliquem |f(z) — f(y)| <e.
Demonstragao:

Se existe

lim f(x) =L,

T—To

entao, dado € > 0, podemos obter § > 0, tal que z,y € D

0<|x—x0|<5:>|f(x)—L\<%

0<ly—ao| < 3= |f(y) = Ll < 5 [f(2) = f)] <.
Dali,
1f(z) — fF)| < |f(x) = L] + | f(y) — L] < e.

Reciprocamente, dada uma seqiiéncia arbitaria de ndmeros reais x,, € D — {z,} com
limz, = x,, a seqiiéncia (f(x,)) é de Cauchy. Com efeito, dado ¢ > 0, tomamos § > 0

fornecido pela hipdtese. Existe entao n, € IN tal que
m,n>n,=0<|r,—z,]<d e 0<|r,—x,] <o

e, portanto,
|f(zm) — f(2a)] <&

Logo (f(x,)) é convergente e pelo teorema 4.2, existe

o, )

Como queriamos demonstrar.
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4.2 Limites laterais

Sejam D C R, f: D = R ez, € D,. Queremos que o leitor saiba que a notagao D'
representa o conjunto dos pontos de acumulacao a direita de D, ou seja, x, € D/, se, e
somente se, para todo § > 0 vale D N (x,,x, + 0) # (). De maneira andloga, a notagdo D’
representa o conjunto dos pontos de acumulacao a esquerda de D, ou seja, x, € D’ se, e
somente se, para todo 6 > 0 vale DN (x, — §,x,) # 0.
Definicao 4.2.1:

(a) Considerando z,, ponto de acumulacao a direita do dominio da funcao

f:D — IR temos:

lim f(z)=LeVe>0 3F9>0: z€D, z,<x<z,+d=|f(x)—L|<e.

xﬁxﬁ

Este limite, quando existe, é chamado de limite lateral a direita de f, em x,.

(b)  Considerando, agora, x,, ponto de acumulac¢do a esquerda do dominio da funcao

f:D — IR temos:

lim f(z)=L&eVe>0 39>0: z€D, z,—0<zx<z,=|f(x)—L|<e.

T—T,
Este limite, quando existe, é chamado de limite lateral a esquerda de f, em x,.

Exemplo 4.2.2:

Calcule o limite, a direita e a esquerda da func¢ao f, em 1, sendo
fx)=2% se z<1

flz) =2z, se x>1

Solucgao:

lim f(z) = lim 2z = 2.

z—1t r—1t
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lim f(x) = lim 2 = 1.
T—1~ T—1~

Teorema 4.2.3:

Seja DCR, f:D—Reux, e D ND"_. Entao existe

lim f(z) =L

T—To
se, e somente se, existem e sao iguais os limites laterais
lim f(z)= lim f(z) = L.
zﬁzj{ T—To
Demonstragao:
Se existe o limite ordindario, evidentemente, existem os limites laterais e coincidem com o
primeiro.
Reciprocamente, se

lim+ f(x) = lim f(x)=L.

r—xg T—To

entao, dado € > 0, existem §; > 0 e do > 0 tais que

re€ DN (T, x0+01) = |f(z)—L| <e

r e DN (x, —02,x,) = |f(x) — L| <e.

Seja 6 = min{dy,d2}. Entdo
r€D—{z,}N(x,— 06,2, +9)=|f(zx)— L| <e.

Logo,
lim f(z)= L.

T—To

Como consequéncia imediata desse teorema temos o seguinte:

Teorema 4.2.4:
A condicao necessaria e suficiente para que uma funcao seja continua num ponto x, de
seu dominio, que seja ponto de acumulacao a direita e a esquerda dessse dominio, é que os

limites laterais da fungao existam nesse ponto e sejam ambos iguais a f(z,).
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4.3 Teorema do Valor Intermediario

Uma fung¢ao continua num intervalo nao pode passar de um valor para outro sem passar por

todos os valores intermedidrios, isto é o que nos diz o préoximo teorema:

Teorema 4.3.1: do Valor Intermediario

Seja f : [a,b] — IR continua. Se f(a) < d < f(b) entdo existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = d.
Demonstragao:

Seja A = {x € [a,b] : f(x) < d}. A é nao vazio pois f(a) < d. Afirmamos que nenhum
elemento de A é maior do que todos os outros. Com efeito, seja k € A. Como f(k) < d,
vemos que k # b e, portanto, k < b. Tomando ¢ = d — f(k), a continuidade de f no ponto
k nos da um ¢ > 0, de forma que [k, k + 0) C [a,b], tal que, para todo = € [k, k + 0) tem-se
f(z) < f(k)+e¢, ouseja, f(x) < d. Assim, todos os pontos do intervalo [k, k + ¢) pertencem
a A. Agora ponhamos ¢ = sup(A). Como ¢ é o limite de uma seqiiéncia de pontos z, € A,
temos f(c) = lim f(x,) < d. Como A nao possui maior elemento, nao se tem ¢ € A. Logo

nao vale f(c) < d, o que nos obriga concluir que f(c) = d.

|
Corolario 4.3.2:
Seja f : I — IR continua num intervalo /. Entao f(I) é um intervalo.
Demonstragao:
Com efeito, sejam
A=infeerf(z) e B =supgerf(x).
Nao se aflinja, o leitor, estd notacao é simbdlica. Podemos ter A = —oo, se f for ilimitada

inferiormente em I, ou B = +o0, se f for ilimitada superiormente em I. Afirmamos que f(I)
é um intervalo, cujos extremos sao A e B. Em outras palavras, dado y com A < y < B, deve
existir x € I tal que y = f(z). De fato, pelas defini¢oes de inf e de sup existem a,b € I tais
que f(a) <y < f(b). Pelo teorema do valor intermediério temos que exite um ponto z, entre

a e b, tal que f(z) =y. Como queriamos.

Teorema 4.3.3:
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Seja f : I — R uma funcao continua injetiva, definida num intervalo I. Entao f é

mondtona, sua imagem J = f(I) é um intervalo e sua inversa f~!:.J — IR é continua.

Demonstracgao:

Sem perda de generalidade, podemos admitir que I = [a,b]. Sabemos que
f(a) # f(b). Para uma melhor compreencao, vamos supor que f(a) < f(b). Nestas con-
digoes, afirmamos que f é crescente. De fato, se nao fosse f crescente, existiriam pontos
r <y em [a,b] tais que f(x) > f(y). Temos entdo duas possibilidades:

(i) fla) < f(y)

(i) fla) > f(y).

No primeiro caso, temos

fla) < fly) < f(=)
e pelo teorema do Valor intermedidrio existird ¢ € (a,z) com f(c) = f(y), em contradi¢ao
com a hipdtese de f ser injetiva.

No segundo caso, temos

fly) < fla) < f(b)
e mais uma vez , pelo teorema do Valor intermediario existird ¢ € (y,b) com f(c) = f(a),
em contradicao com a injetividade de f. Com isto demonstramos que toda funcao continua
injetiva, definida num intervalo, é mondtona.

Temos, pelo corolario anterior que J = f(I) é um intervalo. Finalmente, temos eviden-
temente que a inversa de uma funcao monotona é mondtona. Suponhamos, sem perda de
generalidade, que f seja crescente, de forma que f~' também é. Seja a = f~1(b), assim
f(a) = b. Se a for interior ao intervalo I, dado qualquer € > 0, seja ¢ > 0, com ¢’ < ¢, tal

que (a —€’;a+¢€") C I. Ora,
flla—é a+e")]=(b—0b1,b+ d).
Seja agora ¢ o menor dentre d; e d9, de sorte que
fHo—-6b+6)]Ca—€,a+e)C(a—ea+e),

com isto provamos que f~! é continua no ponto b. Um raciocinio andlogo se aplica no caso

em que b é um dos extremos do intervalo J.
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Deixamos a cargo do leitor a demonstraciao quando f~! for decrescente, uma vez que a

mesma ¢ analoga a anterior. [ |

Observacao 4.3.4:

Sendo f uma fungao continua, injetiva e mondtona, o intervalo J = f(I) é aberto, ou
fechado, ou semi-aberto se o intervalo I é, respectivamente, aberto, ou fechado, ou semi-
aberto. Com efeito, sendo f mondtona injetiva, a € I é um extremo de I se, e somente se,

f(a) é um extremo de J.

4.4 Limites no infinito e limites infinitos

Definicao 4.4.1:

(a) Sejam D C R, ilimitado superiormente, e f : D — IR . Escrevemos

lim f(z)=L,

T—+00

quando o nimero real L satisfaz a seguinte condicao:
Ve>0 JA>0: z€D, z>A=|f(x)-L|<e.

Ou seja, dado qualquer € > 0, existe A > 0 tal que |f(x) — L| < & sempre que = > A.

(b) Sejam D C R, ilimitado inferiormente, e f: D — IR . Escrevemos

lim f(z) =1L,

T—r—00

quando o numero real L satisfaz a seguinte condicao:
Ve>0 dJA>0: ze€D, z<-A=|f(r)-L|<e.

Ou seja, dado qualquer € > 0, existe A > 0 tal que |f(z) — L| < & sempre que x < —A.

Quardando as devidas adaptacgoes, evidentes, todos os resultados obtidos para o limite

quando x — x, sao validas aqui.
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Exemplo 4.4.2:

Calcule

Solugao:
Note, o leitor, que quanto maior o valor de x, mais préoximo de zero estara % Assim,

dado qualquer € > 0 e tomando A = %

1
r>A=0<—-<c¢

x
e, portanto,
1
r>A=0—e<—-—<0+e¢.
x
Logo,
) 1
lim —=0
T—+o00 I
Observe, o leitor, que
lim e* =0
T—>—00
mas nao existe
lim e”.
T—>+00

Para englobarmos situagoes como esta, definiremos “ limites infinitos”.

Definicao 4.4.3:
(a) Sejam D CR,z,€ D' e f:D— R . Dizemos que
lim f(z) =400
T—To
quando, para todo A > 0 dado, existe § > 0 tal que
reD, 0<|r—ux,]<d= f(zx)> A
(b) Sejam D C R, z,€ D' e f: D — IR . Dizemos que
lim f(z) = —o0
T—To

quando, para todo A > 0 dado, existe § > 0 tal que

reD, 0<|r—x,]<d= f(x)<—-A.
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Exemplo 4.4.4:

(a)
li ! +
im ——— =400
N (A ’

pois, dado qualquer A > 0, basta tomar § = \/LZ que obtemos

1 1

2
O<|z—x,] <d=0<(xr—ux,) <Z:>m>A'
(b)  Sem sombra de divida temos
—1
lim — = —o0.

=70 (T — Xy)?

4.5 Descontinuidade de uma funcao

Dada f: D — R, um ponto de descontinuidade ou, simplesmente, uma descontinuidade, da
fungao f é um ponto a € D tal que f nao é continua nesse ponto.

Em outras palavras, a € D é um ponto de descontinuidade de f : D — IR se existe
um numero € > 0 tal que, para todo 6 > 0, existe um x5 € D com |zs —al < J, mas
[f(z5) = fla)] = e

As descontinuidades de uma fungao costumam ser classificadas em trés tipos: remouvivel,
de primeira espécie e de sequnda espécie. A descontinuidade removivel é aquela que pode ser

eliminada por uma conveniente definicao da funcao no ponto considerado, como por exemplo
Exemplo 4.5.1:

A funcao

possui uma descontinuidade removivel em x = 0, pois, ela possui limite igual a 1 quando
x — 0, apenas nao esta adequadamente definida nesse ponto.
A descontinuidade é de primeira espécie ou do tipo salto quando a fungao possui, no ponto

considerado, limites a direita e a esquerda , mas esses limites sao distintos.

Exemplo 4.5.2:
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A funcao
x
fla) =+
|z
possui limites laterais
li =1
2 /)
e
lim f(z) = —1,
z—0~

pois coincide com z 4 1 em (0, +00) e com x — 1 em (—00,0). Logo, esta fun¢ao possui uma
descontinuidade de primeira espécie em x = 0.
Finalmente, descontinuidade é de segunda espécie quando a fun¢ao tende a +co no ponto

considerado, ou nao tem limite nesse ponto.
Exemplo 4.5.3:

A funcao
1

Tr—a

flz) =
possui limites iguais a +00 e —0o, respectivamente, se x — at e x — a~. Conseqiiéntemente,

f(z) possui uma descontinuidade de segunda espécie em x = a.

4.6 Exercicios

1. Sejam DCIR, f:D— R, z, € D' Prove que se existe
lim f(z)
T—To
entao f ¢é limitada numa vizinhanga de z,, isto é, existem A > 0, § > 0 tais que
O<|z—m,]<d, xzeD =|f(x)<A
2. Sejam D CRR,g,f:D—Rex, €D Prove que se
lim f(z)=L e limg(z)=M
T—To T—To

com L < M entao existe 0 > 0 tal que x € D,

0<|z—m,] <= flx) <g(zx).
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3. Prove que se

lim f(x)=L>0

T—To

entao existe 0 > 0 tal que z € D,
0<|z—1,] <= f(z)>0.
4.  Se f(r) < g(x) para todo z € D, com x # x,,

lim f(z) =L e lim g(z)= M.

T—To T—To

Prove que L < M.
5. Prove que:
(a) Para que exista lim,_,, f(x) é necessario que exista lim, ., f(x,) e independa da

seqiiéncia de numeros z, € D — {z,} com

lim z, = z,.
n—oo

(b) Para que exista lim,_,, f(z) é suficiente que exista lim,, ,, f(x,) e para toda seqiién-

cia de nimeros x, € D — {z,} tal que

lim z,, = z,.
n—oo

6. Sejam D C R, f: D — R, uma fungao mondtona limitada, zo € D! e x; € D".
Mostre que existem os limites laterais
L= lim f(z) e M= lim f(z)
T T,
De posse do Teorema do Valor Médio resolva os exercicios 7, 8 e 9 seguintes.
7. Seja I um intervalo e f : I — IR uma funcao continua que s6 assume valores inteiros.
Mostre que f é constante.

8. Mostre que todo polinémio real p: R — IR,
p(x) = a'n,xn + an_lxn_l + ...a/lxl + Qo

de grau fmpar, ou seja, a, # 0 e n impar, possui uma raiz real, isto é, existe ¢ € IR tal que

p(c) = 0.
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9.  Prove que
Yy

existe para todo y > 0.
10.  Prove que:

(a) Toda fungao monétona e limitada, cujo dominio contenha um intervalo do tipo
[c, +00), possui limite com x — 00;

(b)  Toda fun¢ao mondtona e limitada, cujo dominio contenha um intervalo do tipo
(—o0, ¢, possui limite com = — —oc;
11.  Seja f uma funcao mondtona e limitada, definida num intervalo I, do qual x = a é
ponto de acumulagao a direita ou a esquerda. Mostre que f(x) tem limite com z — a™ ou

xr — a~, respectivamente.



Capitulo 5

Derivadas de Funcoes Reais

Vamos estudar, neste capitulo, as derivadas de fungoes reais de uma variavel. Evidentemente
suponhamos que o leitor ja tenha tido um contato, num curso de Célculo, com as derivadas

e suas aplicagoes mais elementares.

5.1 Definicao e Propriedades da Derivada

Sejam I C IR um intervalo aberto e f : I — IR uma funcao.

Definicao 5.1.1:

Dizemos que f é derivdvel em x, € I quando existe o limite

oo 1) = fla)

T—To T — x,
Para indicar esse limite usamos a notagao f’(x,), ou melhor,

T (R (0}

T—To T — T,
Geometricamente, a derivada f'(x,) representa a incliniagao, ou coeficiente angular, da
reta tangente ao grafico de f que passa pelos pontos (z,, f(z,)) e (z, f(z)). Em outras

palavras, a reta de equacao

f(@) = fxo) + f(wo) (2 — x,)

é, por definicao, a reta tangente ao grafico de f no ponto (z,, f(z,)) cujo coeficiente angular

¢ a derivada de f em x,.

91
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Fazendo x = z, + h podemos reescrever a derivada como segue:

f,(l'o) — lim f(l’) — f(xo) — lim f(xo + h) — f(xo)'

T—To T — T, h—0 h

Sendo z, extremo esquerdo ou direito de um intervalo onde f seja definida podemos

definir, de maneira andloga, as deriwadas laterais, a direita e a esquerda, respectivamente

por:
ot h
o) = ti L0112
f/(xo) — hll%l_ (l’o + h})L f( )

Portanto, dizer que uma funcao f é derivavel num ponto xy € I, onde f estd definida, significa
que existe, no ponto x,, as derivadas laterais de f e elas sao iguais. Agora, caso , seja um
dos extremos, existe apenas, no ponto x,, aquela derivada lateral que faz sentido.

A seguir daremos alguns exemplos que deixaremos para o leitor verificar a sua veracidade,

coisa esta que nao ¢ dificil, bastanto usar a definicao de derivada.

Exemplo 5.1.2:

(1) Sendo f: IR — IR constante, ou seja, existe ¢ € R tal que f(z) = ¢ para todo z € R,

temos que
f'la)=0

para todo a € IR, isto é, a derivada de uma constante é nula.

(2) Seja f : R — R dada por f(z) = ax + b. Entdo, para todo z, € R a derivada
f'(x,) = a. Ora, para todo z, € R

f(@) = (o) = alz — z,)

isto implica que
f(z) — f(=o)

T — T,

= a.

(3) Seja f: R — R definida como sendo f(z) = z%. Afirmamos que f’(z,) = 2z,. De
fato,
f(zo+h) = (z, + h)?* = 22 + 22,h + h?,
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assim

= 2x, + h.

f(xo—i_h) - f(xo)
h

(4)  Seja f : R — R dado por f(x) = |z|. A fungado f nao possui derivada no ponto
z, = 0. Com efeito, se x # 0 entao

@)= £O) _lal _

x—0 T

Y

Isex >0e-1sex<0. Logo existem as derivadas laterais f/(07) =1e f'(07) = —1,
mas nao existe f/(0), pois f/(07) = f/(07).
Entretanto, para z, # 0, existe a derivada f’(z,), como vimos ela vale 1 se z, > 0 e -1

se x, < 0.

Lema 5.1.3:

Dada uma funcao f, a condicao necessaria e suficiente para que f seja derivavel em x, é

que
f@o+h) = f(xo) + L-h+r(h),
com
. r(h)
w0
Demonstragao:

Se a funcao f é derivavel em um ponto x,, escreveremos
r(h) = f(wo +h) = f(z,) = ['(wo) - .

Entao para todo h # 0 temos

f(@o+h) = f(xo) + f'(xo) - h+ r(h),

com

Cr(h)
== =0

Reciprocamente, dada uma funcao f, suponhamos que exista uma constante L tal que se

poSsa escrever

f(zo+h) = f(zo) + L-h+r(h),
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com

Assim temos que

e, portanto,

=L,

lim
h—0

f(xo_‘_h) - f(xo)
h

ou seja, existe a derivada f'(z,) e é igual a L. Assim termina a demonstragao.

Note que a constante L, se existir com aquela propriedade, é tinica e igual a f'(x,).

Podemos, ainda, escrever a condi¢ao do lema anterior como segue:

f@o+h) = f(z) + [f'(wo) + n(h)]h,

com

lim n(h) = 0.

h—0
A fungao n serd definida para todo h tal que z, + h € Dy, também para h = 0. Para h # 0,

teremos
U(h) = T = f(xo + h) - f(xo)h - f/(xo)'
Para h = 0, faremos n(h) = 0. Assim a continuidade da funcdo 1 no ponto 0 equivale a

existéncia da derivada f'(x,).

Vamos agora, a algumas propriedades da derivada.

Teorema 5.1.4:

Toda fungao f derivavel num ponto z, é continua nesse ponto.

Demonstracgao:

Sendo f derivavel no ponto z,, existe o limite

Consequentemente, existe o seguinte limite

[f(x) — f(%o)

T — X,

lim [/ (2) - f(2,)] = lim (o)

T—To T—To
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M. ]jm(x—xo)zo.

T—To r — Ty T—To

Portanto,

lim f(z) = f(z,)

T—To
e f é continua em x,, como queriamos.

|

Usando a defini¢cao de derivada, o leitor, facilmente prova que se f e g sao derivaveis num
ponto x, entdao f + g também é derivavel nesse ponto e [f(x)+ g(x)]' = f'(z) + ¢'(x), ou seja,
a derivada da soma é a soma das derivadas de cada parcela. E igualmente facil provar que
(k- f(z)] = k- f'(z), onde k é uma constante real. Isto é, a derivada do produto de uma

constante por uma funcao é igual ao produto da constante pela derivada da funcao.

Teorema 5.1.5:

Se f e g sao derivaveis num ponto x,, entao:

(a)  f-g também é derivdvel nesse ponto e
[f : g]/(ajo) = f(xo), : g(l‘o) + f(l’o) ’ g(a:o)'.

(b)  Se g(z,) # 0, temos que § é derivével em x, e

f / g(xo)f(xo>/ B f($0)9($o),
e FER I

Demonstragao:
(a)  Observe o leitor que
f(@)g(x) = f2o)g(xo) = f(2)g(x) — [(20)g(x) + f(20)g(x) — f(o)g (o)

Logo por definicao
f(@)g(x) — f(zo)g(2o)

[f - g]'(zo) = lim

i F@)9(@) = Fa)o(e) + f(@)g(@) = f(a)gr.)
= i [{ I ) 4 gy 220t
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= f(mo)/ : g<xo) + f(xo) ’ g(xo)/.

96

Observe que, pelo fato de g ser derivavel em x,, g sera continua em x, e, assim,

lim g(x) = g(z,).

T,

(b)  Se g(z,) # 0, vem que

9(, [9(0)]?
De fato,
/ 1 1
[ 1 ] i 5@ g
g(x,) ToTe T — I,
g(x) = g(xo) 1 —9(z,)’

S T T e - @)

Do item (a), regra do produto, obtemos

o=l wa=re)tvsew [

ou melhor,

9(z,) [9(z,)]2 [9(z,)]?

Completando assim a demonstracao.

9

Teorema 5.1.6: Regra da Cadeia

[i] /(xo) f/(xo) - f(xo)g(xo), g(xo)f(xo), B f(xo)g(xoy‘

Consideremos uma funcao composta g o f, definida num intervalo I, com f(I) C D,.

Suponhamos que f seja derivavel num ponto z, € I e g derivavel em y,

funcao composta  ¢g(f(x)) é derivavel no ponto z, e

Demonstracgao:

Sendo f e g derivaveis temos, pelo Lema 5.1,

f(@o+h) = f(xo) + [f'(wo) +m(h)]h,

f(z,). Entao a
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com
lim 73, (R) = 0,
9(Wo + k) = 9(yo) + [9' (W) + 1n2(k)]k,
com
lim (k) = 0,
Pondo

k= f(xo + h) - f(xo) = [f,<mo) + Ul(h)]h,

temos y, + k = f(z, + h) assim
9(f (o + 1)) = g(yo + k) = g(yo) + [9' (o) + m2(k)]

= 9(Yo) + [9' (o) + m2(E)] - [f'(20) + mu ()]
= 9(Wo) + [9'(Wo) - f'(x0) + O()]h,
0(h) = na2(f(xo +h) — f(0)) - [f'(20) +m(R)] + ¢ (o) - .-

Como f é continua no ponto x, e 1y é continua no ponto 0 , temos

lim o (f (2o + ) — f(2,)) =0

logo
lim #(h) = 0,

k—0

0 que prova o teorema.

Teorema 5.1.7: Derivada de uma Funcgao Inversa
Seja y = f(x) uma func¢ao derivavel num intervalo I = (a,b), com f’(x) sempre positivo
ou sempre negativa nesse intervalo. Entdo sua inversa x = ¢g(y) é derivavel no intervalo

J=f(I)e
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Demonstragao:

Sejam y, € J, y € J, x, = g(y,) e © = g(y). Entao

gw) —9w.)  r—x6 1
y—yo  flo) = flz,) fafl)

Sabemos que J é um intervalo aberto, assim podemos fazer y variar em toda uma vizi-
nhanca de y,, a0 mesmo passo que x estard variando em toda uma vizinhaca de x,. Fazendo

Yy — Y, implicard que xr — x,, pois g é continua. Logo,

i 9@ —9(W0) _ 1 _
Y—Yo Y — Yo hmz%% [f(x)_f(ro)}

T—To

Portanto temos o resultado desejado

Exemplo 5.1.8:

Seja fungao f: IR — R, dada por f(z) = 3. Estd Funcao ¢ uma bijegao continua, com
inversa continua g : R — R onde g(y) = ¥y. Temos que f'(z,) = 3z2. Consequentemente,
f'(x,) # 0 para x, # 0 mas f’(0) = 0. Logo g ndo possui derivada no ponto 0 = f(0). Para

To#0ey, = xi temos, pelo teorema anterior, que

1 1
, J— —
9 (o) = 52 33/

Evidentemente, este resultado nao tem nenhum sentido para y, = 0.

5.2 Teorema do Valor Médio

Definicao 5.2.1:
(i)  Dizemos que uma fungao f : D — IR possui mdzimo local no ponto x, € D quando
existe 6 > 0 tal que
reDN(z,— 6,2, +0) = f(x) < f(x,).

Agora se,

x€(D—1z,)N(x,—6,2,+9) = f(x) < f(z,),
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dizemos que f possui um maximo local estrito no ponto x,.
(ii)  Dizemos que uma fungao f : D — IR possui minimo local no ponto z, € D quando
existe § > 0 tal que
re€DN(x,—d,z,+6) = f(x) > f(z,).

Agora se,

€ (D—1z,)N(x, —d,2,+ )= f(x) > f(z,),
dizemos que f possui um minimo local estrito no ponto x,.

Teorema 5.2.2:

Se f ¢ uma funcao derivavel num ponto x = ¢, onde ela assume valor maximo ou valor
minimo, entao f'(c) = 0.
Demonstragao:

Seja ¢ um ponto de maximo. Note que para |h| suficientemente pequeno,

fle+h)— f(c) <0 e temos que
flet+h) = [l
h

¢ <0seh>0e>0seh<0. Consequentemente, o limite dessa razao com h — 0 s6 pode

ser zero, donde obtemos f’(c) = 0. Com raciocinio andlogo prova-se o mesmo quando ¢ é um
ponto de minimo.

|

Estamos na eminéncia de enuciar o Teorema do Valor Médio, que, pelas varias consequén-

cias, é o resultado central do Calculo Diferencial.

Teorema 5.2.3: de Rolle

Se f é uma func¢ao continua num intervalo [a,b], deriviavel nos pontos interiores, com
f(a) = f(b), entdo sua derivada se anula em algum ponto interior, ou seja,
f'(c) = 0 para algum c € (a,b).
Demonstragao:

Se f for constante, entdo f’ se anula em todos os pontos interiores, e nao ha nada a fazer.
Agorase f nao for constante, terd que assumir valores maiores ou menores do que f(a) = f(b).
Por outro lado, sendo f continua num intervalo fechado, f assume um valor méximo e um

valor minimo. Entao, se f assumir valores maiores do que f(a), ela assumird seu maximo
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num ponto interior ¢ e se assumir valores menores do que f(a), assumird seu minimo num
ponto interior ¢. Em qualquer uma das hipdteses, pelo teorema anterior, f'(¢) = 0. Como

queriamos demonstrar.

Exemplo 5.2.4:

(i)  Seja f :[0,1] — R definida por f(z) = z se z € [0,1) e f(1) = 0. Temos que
f(0) = f(1) e que f é derivdvel em (0,1) mas f'(z) = 1 para qualquer 0 < x < 1, pois, f
nao é continua em [0, 1].

(ii) Seja agora f : [-1,1] = R, f(z) = |z|. Sem duvida, a funcdo f é continua em
[—1,1] e além disso temos que f(—1) = f(1), porém nao existe ¢ € (—1, 1) tal que f'(¢) = 0.
Isto porque a funcao f nao é derivavel no ponto 0.

(ii) Seja f:[—1,1] = R dada por f(z) = v/1 — 22. Como vemos f é continua em [—1, 1]
mas é derivavel apenas no intervalo aberto (—1,1). Contudo, podemos aplicar o Teorema de
Rolle a esta fungdo. No ponto z = 0, temos f'(0) = 0.

Vamos entdao ao Teorema do Valor Médio.

Teorema 5.2.5: do Valor Médio
Se f ¢ uma fungao continua num intervalo [a, b] e derivavel nos pontos interiores, entao

existe um ponto interior ¢ € (a,b) tal que

Demonstragao:

Defina a funcao F' com sendo

Observe que estd fungao se anula nos pontos © = a e x — b, ou seja, f(a) = f(b) = 0. Entao

pelo Teorema de Rolle existe ¢ € (a, b) tal que F'(c) = 0. Isto implica que

() = o) - T
ou melhor
oy J(0) = fla)
f (C) - (b_ a)
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Nota 5.2.6:
Geometricamente, isto significa que existe um ntimero c entre a e b, tal que a reta tangente
acurvay = f(x)noponto (¢, f(c)) é paralela a reta que passa pelos pontos (a, f(a)) e (b, f(b)).
Este teorema é valido, ainda que, a e b sejam substituidos por dois niimeros quaisquer x;

e x5 do intervalo [a, b], ndo importando qual desses dois nimeros é o maior, isto é,

fa1) = flxa) = f'(e) (21 — x2),

onde ¢ é um numero conveniente entre r; € .

O Teorema do Valor Médio tem importantes consequéncias. Ele nos permite saber, por
exemplo, se uma fungao é crescente ou decrescente, conforme sua derivada seja positiva ou
negativa, respectivamente. Assim, se uma funcao tem derivada positiva em todo intervalo
(a,b), obtemos

ry <12 = f(21) < f(72),

assim f é uma fungao crescente. Agora se a derivada for negativa em (a,b), obtemos

T < Ty = f(-fll'l) > f(x2>7

assim f é uma funcao decrescente.

Exemplo 5.2.7:

Seja f uma fungao com f(0) =0 e f crescente em (0, 00). Prove que a fungao

também ¢ crecente em (0, 00).
Solucao:

Pelo Teorema do Valor Médio, g(x) = f'(¢), 0 < ¢ < z. De ¢ < x temos que f'(c) < f'(x),
ja que f’ é crescente. Como g(x) = f'(c) temos que g(x) < f'(x). Consequentemente,
g'(z) > 0, pois:
zf'(z) — f(z)

g(z) < fl(z) = zf'(z) — f(z) > 0= e >0=g¢'(zx) >0

e portanto g ¢é crescente.
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5.3 Exercicios

1. Seja f: D — IR derivével a direita no ponto a € D N D’.. Mostre que se, f}(a) > 0,

entao existe d > 0 tal que x € D,
a<z<a+d= fla) < f(z).

2. Seja a € D um ponto de acumulagao a direita e a esquerda. Prove que:
Se f: D — IR possui, no ponto a, uma derivada f’(a) > 0 entao existe § > 0 tal que
r,ye D
a—d0<zr<y<a+d= f(r) < fla) < fly).

3. SejaacDND . ND_.Sef:D— IR éderivavel no ponto a e possui um méaximo ou
um minimo local nesse ponto, entdo f'(a) = 0.
4. Seja f :[a,b] — R derivdvel em todos os pontos x € [a,b]. Prove que, se f'(a) < d <
f'(b) entao existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) = d. ( Este resultado é conhecido como Teorema do
Valor intermedidrio para a derivada)
5. Prove que:

Se uma funcdo continua f : [a,b] — IR possui derivada nua em todos os pontos = € (a,b)
entao f é constante.
6. Prove que:

Se f,g : |a,b] — IR sado continuas, derivaveis em (a,b), e f'(x) = ¢'(x) para todo = € (a,b)
entao existe ¢ € R tal que g(z) = f(x) + ¢ para todo x € [a, b].
7.  Seja f : I — R derivavel no intervalo aberto I. Se existe k € R tal que |f'(z)] < k

para todo x € I, mostre que, para quaisquer que sejam x,y € I, tem-se

[f(@) = Fy)l < fe =yl
8.  Seja f continua em [a, b] e derivavel em (a,b). Prove que se existe

lim f'(x) =1L

T—To
entdo existe f’ (z,) e vale f’ (x,) = L.
9. Seja f uma func¢ao derivdvel em todo um intervalo [a,b], com f'(a™) # f'(b). Prove

que, dado qualquer nimero m entre f'(a™) e f'(b"), existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) = m.
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Em outras palavras, f'(x) assume todos os valores entre f'(a™) e f/(b"), com z variando em
(a,b).
10.  Demonstre o seguinte teorema:
Teorema do Valor Médio Generalizado de Cauchy
Sejam f e g fungdes continuas num intervalo [a,b] e derivaveis em (a,b).

Além disso, suponhamos que ¢'(z) # 0 e g(b) — g(a) # 0. Entao existe ¢ € (a,b) tal que

f) = fla) _ f'(¢)

g(b) —gla)  g'(c)
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