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RESUMO 
  

Fonseca Júnior, L. A. da. Técnica de Redução de Modelos Improved Reduced System 
Enriched Aplicada ao Estudo do Comportamento de Sistemas Mecânicos Não Lineares. 
2016. 121 f. Dissertação (Mestrado em Modelagem e Otimização) – Unidade Acadêmica 
Especial de Matemática e Tecnologia, Universidade Federal de Goiás – Regional Catalão, 
Catalão – GO. 
 

 

Atualmente, as estruturas estão cada vez mais diversificadas e complexas. Em muitos casos, 

essas estruturas são modeladas por métodos de aproximações numéricas, pois, devido à sua 

complexidade, o modelo analítico não existe ou não é viável. O método dos elementos finitos 

é um dos métodos de aproximação numérica mais utilizado. Assim, o modelo gerado pelo 

método dos elementos finitos é na maioria dos casos consideravelmente muito grande, e o 

tempo gasto para realizar simulações computacionais é alto. Neste contexto, os métodos de 

redução de modelos, tem sido estudados a fim de satisfazer a necessidade entre obter resultados 

precisos, mantendo as propriedades dinâmicas da estrutura, com menor tempo de 

processamento. Um estudo comparativo entre três métodos de redução será apresentado, a saber 

Improved Reduced System (IRS) e o método Iterative Improved Reduced System (IIRS). O 

terceiro método de redução, trata-se de um enriquecimento do método IRS, proposto pelo autor, 

que proporcionou grande melhora na economia de tempo durante as simulações. Esse método 

foi chamado Improved Reduced System Enriched (IRSE). Tais métodos de redução, foram 

aplicados em sistemas não lineares, com não linearidade localizada e não linearidade 

geométrica, devido a grandes deslocamentos. 

 

Palavras- chaves: Método dos elementos finitos, modelagem não linear, não linearidade 

localizada e geométrica, redução de modelos. 
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ABSTRACT 
 
Fonseca Júnior, L. A. da. Técnica de Redução de Modelos Improved Reduced System 
Enriched Aplicada ao Estudo do Comportamento de Sistemas Mecânicos Não Lineares. 
2016. 121 f. Dissertação (Mestrado em Modelagem e Otimização) – Unidade Acadêmica 
Especial de Matemática e Tecnologia, Universidade Federal de Goiás – Regional Catalão, 
Catalão – GO. 
 

 

 

Currently, the structures are increasingly diverse and complex. In many cases, these structures 

are model by numerical approximations methods because, due to its complexity, the analytical 

model does not exist or is not feasible. The finite element method is a numerical approximation 

methods most used. Thus, the model generated by the finite element method is in most cases 

considerably too large, and the time taken to perform computer simulations is high. In this 

context, models reduction methods, it has been studied to meet the need of accurate results 

while maintaining the dynamic properties of the structure with less processing time. A 

comparative study of three reduction methods will be presented, the Improved Reduced System 

(IRS) and the Iterative Improved Reduced System method (IIRS). The third reduction method, 

it is an enrichment of the IRS method proposed by the author, which provided great 

improvement in time savings during simulations. This method was called Improved Reduced 

System Enriched (IRSE). Such reduction methods were applied in non-linear systems with non-

localized linear and geometric nonlinearity due to large displacements. 

Keywords: Finite element method, nonlinear modeling, not linearity located and geometric, 

reduced models. 
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Capítulo 1 

1. INTRODUÇÃO 
 

Em geral, qualquer sistema mecânico está sujeito a vibrações (oscilações que se repetem 

em um intervalo de tempo).  

De acordo com Rao (2008), os sistemas mecânicos são constituídos de um meio para 

armazenar energia cinética (massa/inércia), de um meio para armazenar energia potencial 

(mola/elasticidade) e de um meio de dissipação gradual de energia (amortecimento). 

Com a evolução do dimensionamento de estruturas, mais leves, resistentes e esbeltas, 

sujeitas a níveis de vibrações mais importantes, necessita-se que a modelagem seja cada vez 

mais confiável. 

A formulação analítica desenvolvida ao longo do tempo é baseada na integração ou 

derivação das leis fundamentais da dinâmica, mas com a complexidade das novas estruturas, 

tona-se difícil ou até mesmo inviável a obtenção de soluções analíticas. Nesse sentido, tornou-

se de grande importância, a obtenção de soluções aproximadas, sendo que alguns métodos 

fornecem soluções confiáveis e próximas de observações experimentais. Um dos principais 

métodos utilizados em modelagem de estruturas é o Método dos Elementos Finitos (MEF). 

O MEF é um método numérico, cujo principal objetivo é transformar um problema 

contínuo em um problema discreto, ou seja, contendo um número finito de variáveis, que são 

analisadas em um sistema de equações algébricas (FARIA, 2006; ZIENKIEWICZ et al, 2005). 

Este método se configura como sendo um dos mais poderosos no que diz respeito à 

análise estrutural de engenharia. Isto se deve tanto pela sua simplicidade e robustez quanto pela 

fácil adaptação a diferentes tipos de estruturas, com diferentes geometrias, condições de 

contorno e carregamento. 

No entanto, as aplicações desse método dependerão, em muitos casos, de como o 

modelo físico real é representado pelo modelo matemático, devido à complexidade de estruturas 

de engenharia reais, e pelo fato de o modelo aproximado de elementos finitos conter erros de 

modelagem e não poder representar as estruturas reais perfeitamente, especialmente para os 

recursos na média e alta frequência de vibração (SALIBA, 2007; LIMA JR, 1999; FARIA, 

1995). 
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Devido a esse fato, as estruturas são modeladas com milhares de graus de liberdade, 

para aumentar a precisão do modelo com relação ao problema real, porém, isto compromete o 

custo computacional. 

De acordo com Bandan (2010), o MEF é tradicionalmente utilizado em problemas de 

mecânica dos sólidos e de transferência de calor em regimes permanentes e transientes.  

O estudo de estruturas e sistemas como vigas e placas, principalmente no que diz 

respeito à análise linear, é comumente estudado. Uma viga é um elemento estrutural onde o 

comprimento é mais representativo do que a largura e a espessura, podendo suportar tanto 

cargas axiais quanto transversais. Já as placas são elementos estruturais bidimensionais, onde a 

espessura é bem menor em relação à largura e ao comprimento. 

Na modelagem de estruturas por meio de vigas, destacam-se a viga de Euler-Bernoulli 

e a viga de Timoshenko.  

A teoria de Euler-Bernoulli despreza os efeitos da deformação por cisalhamento, ou 

seja, considera-se que a reta normal ao plano médio antes da deformação permanece normal ao 

plano médio após a deformação, não havendo variação da espessura durante a deformação. 

Assim, os efeitos da inércia de rotação e cisalhamento são desprezados. 

Já a teoria de Timoshenko considera os efeitos da inércia de rotação e cisalhamento, ou 

seja, a reta normal ao plano médio da viga indeformada permanece reta, mas não 

necessariamente normal ao plano médio da viga deformada.  

Para o caso de placas, duas das principais modelagens utilizadas na literatura são as de 

Kirchhoff e Reissner-Mindlin, enquanto a primeira leva em consideração a teoria de Euler-

Bernoulli, a segunda inclui os efeitos das deformações do corte transverso, assim como a teoria 

de Timoshenko (ROCHA, 2004; LIMA JUNIOR, 1999; SANCHES, 1998). 

Com o grande avanço no desenvolvimento de novos materiais cada vez mais leves, que 

proporcionam a construção de estruturas mais resistentes às ações de fenômenos externos, 

cresce a importância de incluir efeitos relativos aos materiais que apresentam algum tipo de não 

linearidade no cálculo estrutural.  Quando é utilizada uma formulação para análise linear, 

considera-se que as forças são aplicadas à estrutura em sua geometria inicial, e que as 

deformações são tão pequenas que não afetam os esforços internos da estrutura, podendo ser 

desprezadas.  
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Dessa maneira, a condição de equilíbrio é determinada com as forças atuando na 

estrutura indeformada, o que, para determinados casos, representa uma aproximação aceitável 

do seu comportamento.  

Quando é adotada uma formulação não linear, considera-se que os deslocamentos 

afetam as forças atuantes nos componentes estruturais. Portanto, a condição de equilíbrio deve 

ser escrita para a condição deformada da estrutura. Desta maneira, a rigidez varia de acordo 

com as deformações e, assim, a matriz de rigidez varia em função dos deslocamentos impostos 

por forças externas à estrutura (ALVARENGA, 2005). 

Na análise dinâmica não-linear por elementos finitos envolvendo grandes 

deslocamentos e materiais não-lineares, é necessário recorrer a uma formulação incremental 

das equações de movimento. Várias formulações são utilizadas na prática. Alguns 

procedimentos são gerais e outros são restritos a não-linearidades geométricas ou a formulação 

só pode ser aplicável a certos tipos de elementos (BATHE et al, 1975). 

A análise estrutural dinâmica, envolvendo grandes deslocamentos, grandes 

deformações e materiais não-linearidades só é possível graças aos recentes avanços nas 

formulações e técnicas computacionais. Na maioria dos casos, uma representação de elementos 

finitos da estrutura é utilizada e, obviamente, a eficácia do cálculo depende muito da formulação 

apropriada dos elementos finitos não lineares (BORRI e MERLINE, 1986). 

A imprevisibilidade da natureza pode levar a sistemas com características não lineares 

a falhas catastróficas. Na engenharia civil, por exemplo, em eventos esportivos e concertos, as 

arquibancadas estão sujeitas a oscilações não lineares devido ao afrouxamento das articulações 

e ao movimento das multidões; na indústria aeroespacial, o movimento não-linear pode ter 

consequências graves sobre a vida útil das peças. Em uma aeronave, além de interação não 

linear entre fluido e estrutura, não linearidades estão presentes na folga e fricção de superfícies 

e juntas de controle, e efeitos de saturação em atuadores hidráulicos. Em sistemas mecatrônicos, 

fontes de não linearidades são atritos nos rolamentos e guias, bem como a folga nas articulações 

do robô. Na indústria automotiva, o sistema de travamento e sistema de suspensão do motor 

tem um comportamento altamente não-linear, envolvendo o uso de materiais viscoelásticos, 

que possuem comportamento não linear e são fortemente dependente da temperatura. Não 

linearidades também podem surgir numa estrutura danificada: fissuras de fadiga, rebites e 

parafusos (GERGES, 2013; KERSCHEN, 2006).  
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Devido ao tamanho das matrizes geradas através dos métodos dos elementos finitos, a 

utilização dos métodos de redução de modelos torna-se uma boa opção para se tratar o problema 

de maneira que se tenha um menor custo computacional.  

A grande motivação para o estudo e desenvolvimento de técnicas de redução de modelo 

é diminuir a dimensão do problema em questão, a fim de obter resultados precisos quando 

comparados com o sistema original, porém, com ganho de tempo computacional.  

As técnicas de redução de modelo têm sido amplamente utilizadas na área de reanálise 

e otimização dinâmica estrutural, problemas de vibração estrutural e flambagem, detecção de 

danos, estudos de sensibilidade e parâmetros de controle, em problemas não estruturais 

relacionados à transferência de calor e a interação fluido-estrutura (QU, 2004). 

A seguir, no Capítulo 2, será apresentada a modelagem de uma viga de Euler-Bernoulli 

e de uma placa de Reissner-Mindlin através do MEF. Além disso, é feita uma introdução sobre 

alguns métodos de redução disponíveis na literatura, bem como, a equação para calcular a 

matriz de transformação dos métodos estudados neste trabalho. 

No Capitulo 3, o estudo de sistemas mecânicos não lineares é apresentado. É descrita a 

modelagem de um sistema com não linearidade localizada e um sistema com não linearidade 

geométrica, devido a grandes deslocamentos. São apresentados nesse capítulo, diferentes 

simulações, a fim de verificar a influência da presença da não linearidade no sistema. 

No Capítulo 4, os métodos de redução apresentados no Capítulo 2, são aplicados a uma 

viga de Euler-Bernoulli e a uma placa de Reissner-Mindlin, com o acoplamento de molas 

lineares e de molas não lineares (não linearidade localizada), assim como para uma viga de 

Euler-Bernoulli com não linearidade geométrica, devido a grandes deslocamentos. 

Em seguida, é feita a conclusão dos resultados obtidos e as perspectivas de trabalhos 

futuros.  
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Capítulo 2 

2. INTRODUÇÃO A MODELAGEM DE ESTRUTURAS 
MECÂNICAS 

 

 

Na modelagem e discretização de estruturas em problemas práticos de engenharia, 

regidos por equações diferenciais, técnicas de análise numérica são requeridas para a obtenção 

de soluções aproximadas, uma vez que esses problemas são de grande complexidade e soluções 

analíticas em forma fechada são inviáveis e até mesmo impossíveis (REDDY, 1993). 

Na maioria das vezes, a modelagem de sistemas mecânicos e estruturais envolvem 

elementos mais simples, como treliças, vigas, pórticos e placas, como, por exemplo, a 

modelagem de telhados, torres de antenas, pontes, máquinas de elevação, estruturas de 

automóveis, máquinas rotativas, dentre outras. A análise de sistemas estruturais envolvendo 

estes elementos pode ser feita de maneira eficiente, usando o Método dos Elementos Finitos, 

conhecido como MEF.  

O MEF pode ser aplicado em diferentes áreas, sendo que, neste capítulo, o enfoque será 

a mecânica estrutural, com a modelagem de estrutura de elementos do tipo viga e placa. 

 

 

2.1.    Modelagem via MEF de uma Estrutura de Viga de Euler–Bernoulli  

 

 

A teoria de Euler-Bernoulli é muito utilizada na análise de estruturas lineares. Essa 

teoria desconsidera as deformações por cisalhamento (CASTRO, 2009, REDDY, 1993). 

Na modelagem de estruturas do tipo viga de Euler-Bernoulli, considera-se que o plano 

normal ao eixo neutro antes da deformação permanece normal ao eixo após a deformação. Essa 

consideração significa que os segmentos das normais permanecem com o mesmo comprimento 

e, portanto, não há variação da espessura durante a deformação (ZIENKIEWICZ et al. 2005).  

Não havendo variação da espessura durante a deformação, os efeitos de inércia de 

rotação e cisalhamento são desprezados. Dessa forma, considera-se que as estruturas 

permanecem planas e ainda perpendiculares ao eixo após a deformação do elemento estrutural. 
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Outra teoria bastante utilizada na literatura é a teoria de Timoshenko, a qual, sempre que 

a viga analisada for espessa, ou seja, sempre que a relação espessura/comprimento da seção 

transversal não for pequena, a deformação cisalhamento é importante na caracterização do 

comportamento do elemento estrutural e deve ser utilizada. A consideração da deformação por 

corte tende a facilitar visivelmente a construção da aproximação para os campos de 

deslocamentos em cada um dos elementos finitos (BATHE, 1996). 

A modelagem via MEF, requer que a estrutura seja discretizada em um conjunto finito 

de elementos para que se possa definir uma aproximação para o campo de deslocamentos. 

Para elementos de treliças, onde se considera somente o carregamento axial, esses 

deslocamentos são aproximados por uma função linear.  

Para vigas, onde se considera deslocamentos transversais e rotações, a aproximação por 

uma função linear não é válida, pois os deslocamentos transversais e as rotações (primeira 

derivada) devem ser contínuos em todo o domínio da estrutura, o que não acontece com uma 

aproximação linear. (CASTRO,2009; SANCHES, 1998) 

Nesse sentido, a aproximação para o elemento de viga é feita utilizando um polinômio 

interpolador, cujo grau está relacionado com a quantidade de graus de liberdade considerados.  

Na Fig. 2.1, considera-se uma viga no plano xy, de comprimento l, E é o módulo de 

elasticidade longitudinal do material do qual a viga é formada, I é o momento de inércia e A é 

a área da seção transversal (ZIENKIEWICZ et al. 2005; REDDY, 1993). 

 

 

Fonte: Adaptado Reddy (1993)  

 

 

 

 

 

 

Figura 2. 1 Graus de Liberdade do elemento de viga de Euler-Bernoulli 

 

1 2 
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2.1.1. Definição da Função de Aproximação para os Deslocamentos Transversais 

 

A equação diferencial da viga é dada pela Eq. (2.1) (CASTRO,2009; ZIENKIEWICZ 

et al. 2005; REDDY, 1993): 
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dx

xvd
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Sendo v~ a função do deslocamento transversal em direção ao eixo y. 

Pelo MEF, a subdivisão do domínio infinito dimensional para um domínio finito 

dimensional, implica que um número n de elementos seja gerado.  

Primeiramente, a modelagem é feita a nível elementar (utiliza-se apenas um elemento 

de viga) e posteriormente elevada ao nível global (a junção dos n elementos no qual a viga foi 

subdividida). Ainda, de acordo com a Fig. 2.1, cada elemento contém dois nós, representado 

pelos números 1 e 2.  

Os graus de liberdade referentes aos deslocamentos transversais são representados por

1v  e
2v , e as rotações das seções transversais são dadas por 

1  e 
2 . Desse modo, os graus de 

liberdade podem ser reunidos no vetor dado pela Eq. (2.2): 

 

   Ti vvu 2211   

 

De acordo com a teoria de Euler-Bernoulli, a relação entre as rotações das seções 

transversais e os deslocamentos transversais da viga podem ser expressos conforme a Eq. (2.3): 
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A função de interpolação utilizada é um polinômio, no qual o seu grau está relacionado 

com a quantidade de graus de liberdade em um elemento. Nesse caso tem-se duas rotações e 

dois deslocamentos transversais. Assim o polinômio utilizado é de grau três, contendo quatro 

incógnitas 4321 ,,, cccc : 

(2.2) 

(2.3) 

(2.1) 
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                3
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As rotações das seções transversais são representadas pela Eq. (2.5). 

 

 

 

De acordo com Urugal (1981), a função de aproximação dada pela Eq. (2.4) preserva a 

continuidade das deflexões, mas não das inclinações ao longo da superfície do elemento; porém, 

para fins práticos, a precisão baseada nessa equação é aceitável. 

Utilizando as Eqs. (2.4) e (2.5), tem-se os pontos nodais: 
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As constantes 4321 ,,, cccc  são determinadas pelos conjuntos de restrições. 

Resolvendo as Eqs. 2.5 em relação às constantes 4321 ,,, cccc , tem-se: 
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Substituindo os valores das constantes encontradas na Eq. (2.7), na Eq. (2.2), tem-se: 
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A Eq. (2.8), pode ser escrita em função dos graus de liberdade, conforme a Eq. (2.9). 
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A partir da Eq.(2.9), tem-se as funções de forma, dadas por: 
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Dessa maneira, pode-se escrever a Eq. (2.9) em função das funções de forma dependentes do 

tempo: 
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As funções de forma )(xi correspondem ao campo de deslocamentos transversais que 

se desenvolve através do elemento finito, quando se impõe um deslocamento nodal dependente 

de i, com o valor unitário 1)( e

iu , garantindo que os demais sejam nulos, ou seja, 0)( e

ku , 

(2.8) 

(2.9) 

(2.10) 

(2.11) 

(2.12) 
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com ik  . Considera-se um referencial local de cada elemento, onde esse referencial é sempre 

o nó inicial do elemento, assim, lx 0 . 

A Fig. 2.2, representa as funções de forma associada a Eq. (2.11). 

 

 Figura 2. 2:Funções de forma para a viga de Euler-Bernoulli 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fonte: O autor 

 

 

2.1.2. Obtenção das Matrizes de Massa e Rigidez do Elemento de Viga 

 

Neste caso, será utilizado o Princípio Variacional de Hamilton, no qual calcula-se as 

energias cinética e potencial para encontrar as matrizes de massa e rigidez da viga. Outras 

formulações para encontrar a matriz de massa e rigidez podem ser encontradas em Zienkiewicz, 

et al. (2005), Rocha (2004), Barkanov (2001), Bathe (1996) e Fenner (1996). 

A matriz de massa está relacionada com a energia cinética do sistema, dada pela Eq. 

(2.13). 
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Substituindo a Eq. (2.11) na Eq. (2.13), e fazendo as derivações necessárias, tem-se: 
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Sendo )44(

)( ][ x

eM  a matriz de massa ou matriz de inércia, a nível elementar do elemento de viga 

de Euler – Bernoulli. Se 𝑚𝑖(𝑥) for constante, efetuando os cálculos da Eq. (2.15), tem-se:  

 

 

 

 

 

 

 

 

Sendo Am  , onde  é a densidade do material e A é a área do elemento de viga. 

A matriz de rigidez do elemento de viga pode ser obtida através da energia potencial, 

conforme a Eq. (2.17): 

 

 

 

 

 

Após a derivação dupla da Eq. (2.11) com relação ao deslocamento, tem-se: 
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Sendo )(xEi e )(xI i o modulo de elasticidade e o momento de inercia, respectivamente; a matriz 

de rigidez elementar é dada por: 
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Aplicando o Princípio Variacional de Hamilton, desconsiderando a ação de forças externas, 

tem-se: 
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Onde, L=T-V. 

 

No funcional dado pela Eq. (2.20) o tempo é a variável independente e os graus de 

liberdade 
)(eu são as variáveis dependentes. 

As equações de Euler-Lagrange associadas ao funcional da Eq. (2.20) pode ser expressa 

como: 
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Efetuando os cálculos da Eq. (2.21), tem-se a equações do movimento da viga de Euler-

Bernoulli, dada por: 
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A Eq. (2.22) não apresenta o vetor de forças nodais. Na Fig. 2.3 é apresentado o esquema 

das forças nodais aplicadas no elemento de viga. 
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Fonte: O autor 

 

 

Dessa maneira, o vetor de forças nodais elementares é dado por: 
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E a equações do movimento agora pode ser reescritas na sua forma matricial como: 
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Sendo ][ )(eM , ][ )(eD , ][ )(eK  as matrizes elementares de massa, amortecimento e rigidez 

respectivamente. }{ )(eF  é o vetor elementar de força, e )}({ )( tu e
, )}({ )( tu e , )}({ )( tu e  são os 

vetores elementares de deslocamento, velocidade e aceleração respectivamente.  

A matriz de amortecimento ][ )(eD  é encontrada através do amortecimento proporcional de 

Rayleigh, dado por uma combinação linear entre a matriz de massa e rigidez. 

 

 

 

 

 

(2.23) 

(2.24) 

Figura 2. 3:Forças nodais 
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2.1.3. Formulação Global da equações do Movimento da Viga 

 

Considerando que a viga pode ser discretizada em vários elementos finitos, a 

modelagem elementar apresentada na seção 2.1.2 deve ser elevada a nível global, preservando 

a conectividade entre cada elemento, o equilíbrio dinâmico e a continuidade dos deslocamentos. 

Uma maneira de encontrar as matrizes de massa e rigidez global é estabelecendo 

transformações lineares, que relaciona os graus de liberdade locais com os graus de liberdade 

globais. 

Considere agora dois elementos de viga, conforme a Fig. 2.4: 

 

Figura 2. 4:Viga de Euler-Bernoulli com dois elementos 

Fonte: O autor 

 

 Deve-se construir duas matrizes de transformação lineares, uma para cada elemento, 

permitindo localizar os graus de liberdade locais dentro dos graus de liberdade globais. 

Assim para o elemento 1: 
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Para o elemento 2: 

 

(2.25) 
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Dessa maneira, utilizando as matrizes de transformações lineares, pode-se escrever as matrizes 

de massa e rigidez e o vetor de força no sistema global, conforme as Eqs. (2.27). 
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Onde n é o número de graus de liberdade total do sistema, nesse caso seis graus de liberdade. 

A generalização para n graus de liberdade, pode ser feita utilizando m matrizes de 

transformação lineares, sendo m o número total de elementos. 

A Eq. (2.24) é reescrita como: 

 

    ggggggg FtuKtuDtuM  )(][)}(]{[)(][   

    

Sendo ][ gM , ][ gD , ][ gK  as matrizes globais de massa, amortecimento e rigidez 

respectivamente. }{ gF  é o vetor global de força, e )}({ tu g
, )}({ tu g , )}({ tu g  são os vetores 

globais de deslocamento, velocidade e aceleração respectivamente. 

 

 

2.2   Modelagem de uma Placa do Tipo Reissner-Mindlin 

 

 

Analiticamente, os modelos matemáticos de placas são expressos por equações diferenciais 

que fornecem a solução em qualquer ponto do domínio. Porém, em muitos casos, como a 

(2.26) 

(2.27) 

(2.28) 
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solução analítica não é conhecida, recorre-se aos modelos discretos, obtidos a partir de uma 

aproximação numérica, como o MEF. 

As principais teorias sobre placa, a teoria de Kirchhoff, e Reissner-Mindlin. 

 Por volta de 1950, Kirchhoff estabeleceu as hipóteses fundamentais da teoria de placa, a 

partir da energia potencial dos componentes de curvatura e torção, obtendo uma equação 

diferencial de quarta ordem, no qual a rigidez à flexão foi definida em termos do módulo de 

Young e do coeficiente de Poisson, desprezando o efeito da deformação por cisalhamento, 

assumindo que retas normais ao plano médio da placa permanecem normais após a deformação 

(FARIA, 2006; BARKANOV, 2001; OÑATE, 1995). 

Outra teoria muito utilizada é de Reissner (1944) no qual sua teoria para placas, foi 

formulada considerando uma distribuição de tensões internas e o efeito da deformação por 

cisalhamento, resultando em um sistema de equações diferenciais. Enquanto a equação 

diferencial desenvolvida por Kirchhoff era de quarta ordem, a equação diferencial encontrada 

por Reissner era de sexta ordem. 

Mindlin (1951) formulou um modelo próximo daquele apresentado por Reissner. Sua 

teoria tem como base as equações de equação do equilíbrio da teoria da elasticidade 

tridimensional para um corpo em movimento, considerando o efeito da inércia rotatória e da 

vibração devido ao cisalhamento. Obteve-se as tensões, assumindo constante as distorções que 

ocorrem na espessura. A equação da placa de Mindlin, assim como a de Reissner, também era 

de sexta ordem.  

A seguir são apresentados os graus de liberdade para uma placa de Kirchhoff e Reissner-

Mindlin. 

 

 

 

 

 

 

 

Fonte: Adaptado (Ferreira, 2007) 

Figura 2. 5:Deslocamentos e rotações pra uma placa de Kirchhoff e Reissner-Mindlin 
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A teoria de Kirchhoff apresenta as seguintes hipóteses: 

1) Os deslocamentos horizontais são considerados nulos, pois os pontos contidos no plano 

médio somente possuem deslocamento transversal; 

2) Todos os pontos contidos em uma reta normal ao plano médio têm o mesmo 

deslocamento vertical; 

3) A tensão normal na direção z )( z  é desprezível; 

4) Retas normais ao plano médio da placa indeformada permanecem retas normais ao 

plano médio após a deformação da placa. 

Para a teoria de Reissner-Mindlin, consideradas as três primeiras hipóteses da teoria de 

Kirchhoff, sendo a quarta dada por: 

4) As retas normais ao plano médio da placa indeformada permanecem retas, mas não 

necessariamente normais ao plano médio da placa indeformada. 

As Figs. 2.6 e 2.7, apresentam o deslocamento do ponto C para o ponto C’ 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fonte: Adaptado Saliba (2007) 

 

Figura 2. 6: Teoria de Kirchhoff 
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Figura 2. 7: Teoria de Reissner-Mindlin 

 

 

 

 

 

 

Fonte: Adaptado Saliba (2007) 

 

As Figs. 2.6 e 2.7 representam o deslocamento do ponto C, nas duas teorias. Conforme 

apresentado na Fig. 2.6 na teoria de Kirchhoff, o ponto C, que está a uma distância z do plano 

médio no estado indeformado e permanece a essa mesma distância z após a deformação da 

placa.  

Sendo assim, as rotações x e y são calculadas de acordo com a quarta hipótese de 

Kirchhoff (Eq. 2.29) e de Reissneir-Mindlin (Eq. 2.30): 
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Para Soriano (2003), a hipótese 4 da teoria de Reissner-Mindlin permite uma maior 

flexibilidade, se mostrando superior a teoria de Kirchhoff, por melhor se aproximar do modelo 

tridimensional. 

A teoria de Reissner-Mindlin surge a partir da necessidade de que algumas placas podem 

não ser consideradas finas, dessa maneira, a consideração dos efeitos das tensões de corte 

(2.29) 

(2.30) 
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transverso são altamente relevantes, desse modo, as hipóteses de Kirchhoff consideradas 

válidas para as placas finas deixam de ser admissíveis. 

 

 

2.1.1 Modelagem via Métodos dos Elementos Finitos   

 

De acordo com Saliba et al. (2011), as rotações em torno do eixo x e do eixo y são 

independentes do deslocamento w. 

As relações de deformação e deslocamento são escritas de acordo com a Eq. (2.31): 

(ZIENKIEWICZ, 2005; SORIANO, 2003; SANCHES, 1998; OÑATE, 1995): 
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Escrevendo as Eqs. (2.31) em termo do vetor de deformação por flexão (Eq. (2.32)) e do 

vetor de deformações por cisalhamento transversal (Eq. 2.33) tem-se: 
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(2.31) 

(2.32) 

(2.33) 
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As relações de tensão e deformação são apresentadas nas Eqs. (2.32) e (2.33), considerando

0z . Na Eq. (2.34) é apresentado o vetor de tensões por flexão, e na Eq. (2.35) é apresentado 

o vetor devido à tensão de cisalhamento. 
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A energia de deformação é dada por: 
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Na Eq. (2.36), é o coeficiente de correção. Este coeficiente é utilizado no cálculo dos 

esforços transversais como um fator de correção dos módulos de elasticidade transversal, a fim 

de aproximar o trabalho de deformação entre as soluções aproximadas pela teoria de Reissner-

Mindlin e pela solução exata da teoria da Elasticidade. Usualmente esse valor é considerado 

igual a 5/6 (BATHE et al 1985).  

O campo de deslocamento é dado pela Eq. (2.37): 
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Sendo x  e y  as rotações do plano médio em torno dos eixos x e y respectivamente. 

Levando em conta as relações construtivas, em que: 

 

(2.34) 

(2.35) 

(2.36) 

(2.37) 
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Sendo fD  a matriz construtiva de flexão, e cD  a matriz construtiva referente ao 

cisalhamento, dadas por: 
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  é o módulo referente ao cisalhamento, E é o modulo de Young e v  é o 

coeficiente de Poisson. 

Dessa forma, a Eq. (2.36) é reescrita como:  
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Tendo em vista que cada variável é interpolada independentemente, tem-se que: 
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(2.38) 

(2.39) 
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(2.42) 

(2.43) 

(2.45) 
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No qual: 
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Onde: 
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Onde   ,iN  são as funções de forma do elemento bidimensional com 4 nós. 

Os graus de liberdade são definidos de acordo com a Eq. (2.48): 
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As deformações são obtidas pelas equações abaixo: 

 

e
ff dzB  

e
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Onde as matrizes fB e cB  são definidas por: 

 

 

(2.48) 

(2.49) 

(2.50) 

(2.46) 

(2.47) 
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Sendo 
fB a matriz constitutiva generalizada de flexão e cB a matriz constitutiva generalizada de 

cisalhamento 

Dessa maneira, a energia de deformação apresentada na Eq. (2.42) pode ser reescrita como: 
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Ou conforme a Eq. (2.54).  
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A matriz elementar de massa é dada por: 
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O Sistema de equações do movimento na forma matricial é dada por: 
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(2.51) 

(2.52) 
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Sendo ][ grmM , ][ grmD , ][ grmK  as matrizes globais de massa, amortecimento e rigidez 

respectivamente. }{ grmF  é o vetor global de força, e )}({ tu grm
, )}({ tu grm , )}({ tu grm  são os 

vetores globais de deslocamento, velocidade e aceleração respectivamente. 

 A matriz de amortecimento considerada, refere-se ao amortecimento de Rayleigh, ou seja, 

uma combinação linear entre a matriz de massa e a matriz de rigidez do elemento de placa. 

O sobrescrito grm indica a matriz global para a placa de Reissner-Mindlin. Sendo que: 
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2.3. Introdução aos Métodos de Redução de Modelos  

 

Com o avanço tecnológico, as estruturas são cada vez mais complexas, exigindo um 

esforço computacional cada vez maior. Apesar dos avanços computacionais, o custo de 

execução de uma simulação numérica ainda é muito alto, pois para descrever com precisão a 

estrutura modelada requer-se um grande número de graus de liberdade (gdl). Em grande parte 

dos problemas, é necessário diminuir o número de gdl, para que as simulações ocorram de 

forma mais rápida. Essa diminuição pode provocar erros de aproximações e o sistema modelado 

pode distanciar-se do sistema original (SINDLER E SULITKAYU, 2013; QU, 2004). 

Os Métodos de Redução de Modelos (MRMs) são utilizados como uma das possíveis 

formas de acelerar o processo de obtenção da solução e torná-la confiável na prática. A ideia 

principal dos MRMs é desenvolver métodos que possam reduzir significativamente a dimensão 

do problema e, consequentemente, o custo computacional, mas mantendo a precisão da solução 

do sistema.  

Em mecânica estrutural, os MRMs são aplicados para reduzir a dimensão das matrizes 

da equação do movimento, desprezando certos gdl com menor importância da estrutura 

(2.57) 
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mecânica. A qualidade da resposta obtida pelo MRM, depende de quão bem ele captura a 

dinâmica do modelo original (KOUTSOVASILIS et al.,2008).  

Os modelos reduzidos ganharam uma atenção considerável por permitirem atender a 

dois desafios, que são o de se obter resultados satisfatórios e diminuir o custo computacional 

(LULF, 2013). De acordo com Qu (2004), técnicas de redução de modelos têm sido amplamente 

utilizadas na análise, reanálise, otimização dinâmica estrutural, problema de autovalor, vibração 

estrutural e flambagem, estudos de sensibilidade e parâmetros de projeto de controle, 

atualização de modelo e detecção de danos. Além disso, diferentes problemas relacionados à 

transferência de calor, interação fluido-estrutura, entre outros, também são objetos de redução 

de modelos. 

Muitos métodos de redução adotam a estratégia de reduzir o modelo a partir da remoção 

de alguns gdls considerados secundários (ou escravos) do modelo original, retendo um conjunto 

menor de gdls primários (ou mestres) (KOUTSOVASILIS et al.,2008; QU, 2004).  

Cada método de redução em particular utiliza uma matriz de transformação para 

diminuir o tamanho das matrizes modeladas através do método dos elementos finitos. 

O primeiro método de redução conhecido na literatura, foi proposto por Guyan (1965) 

e Irons (1965), conhecido como Condensação Estática, onde a matriz de transformação 

despreza os gdls ligados à inércia do problema.  

Bushard (1981) questiona a qualidade das aproximações utilizando esse método de 

redução, principalmente quando utilizadas em análises dinâmicas.  

Para suprir as deficiências encontradas no método da Condensação Estática, Bampton e 

Craig (1968), propuseram o método Componet Mode Synthesis (CMS). O CMS além de utilizar 

a matriz de transformação do método da Condensação Estática, também utiliza uma matriz de 

autovalores do sistema, melhorando a eficiência da aproximação do método. Ele tornou-se 

muito utilizado para simplificar problemas de engenharia, destacando-se os trabalhos de 

Aoyama e Yagawa (2001), em que o CMS foi utilizado em autoanálise estrutural; Botto et al. 

(2007) utilizaram o CMS para análises transientes de modelos de elementos finitos de calor por 

condução/ convecção e Nachtergaele et al. (2010), no qual o CMS foi utilizado para modelos 

termomecânicos fracamente acoplados. 

Proposto por O'Callahan (1989), o método Improved Reduced System (IRS), utiliza a 

matriz de transformação do método da Condensação Estática combinada com a matriz de 

inércia para determinar uma matriz de transformação mais eficiente da que foi proposta por 

Guyan e Irons (1965). Vale ressaltar os trabalhos de Gordis (1992), Law et al. (2004), Barbieri 

et al (2004), Friswell et al (1996). 
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Friswell et al (1995, 1998), apresenta a forma iterativa para o método IRS, denominado 

de Iterative Improved Reduced System (IIRS), bem como a sua convergência. Podem ser 

encontrados na literatura alguns trabalhos que utilizam o método IIRS, como Barbieri, et al. 

(2001), Barbieri et al. (2004), Xia e Lin (2004), Choi et al. (2007), Cho (2007).  

Quando a matriz de transformação baseia-se somente na matriz dos autovalores e 

autovetores, pode-se destacar o método desenvolvido por Kammer (1987), denominado de 

Modal Reduction, e o System Equivalent Reduction Expansion Process (SEREP), desenvolvido 

por O’Callahan et al. (1989). Neste caso, ressalta-se os trabalhos de Papadopoulos e Garcia 

(1996), Cardona et al. (2006), Das e Dutt (2008, 2012), Aglietti et al. (2010), Aglietti et al. 

(2012). 

Um modelo iterativo para o SEREP foi desenvolvido por Sastry et al. (2003).  

De Lima et al. (2010,2015), apresentaram um método de redução baseado na utilização 

dos autovetores do sistema, enriquecendo a matriz de transformação com resíduos de forças, 

produzindo bons resultados em sistemas com material viscoelástico. 

O método baseado no espaço de Krylov (método de Krylov) apresentou bons resultados 

para diferentes aplicações, como verificado Bai (2002), Antoulas (2005), Sindler e Sulitkayu 

(2013), Yu et al. (2013). 

O método de Krylov spanned Component Mode Synthesis (KCMS) é uma modificação 

do método clássico do CMS, já que ambos utilizam o mesmo princípio da superposição para a 

separação dos graus de liberdade principais e secundários; porém, enquanto o método CMS 

utiliza os autovetores referentes aos graus de liberdade principais, o método KCMS baseia-se 

no Espaço de Krylov (KOUTOSOVALIS, 2008). 

Outro importante método de redução, desenvolvido por Kirsch (1991) é o Combined 

Approximations (CA), utilizado problemas estáticos e dinâmicos, que podem ser encontrados 

em Kirsch et al. (1991, 2002, 2003, 2004, 2006), Chen et al. (2000), Rong et al. (2003), Gerges 

(2013). 
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2.3.1. Processo de Redução  

 

A equações do movimento de um dado sistema é dado por: 

 

)()(][)(][)(][ tftxKtxDtxM nnnn  
 

 

Em que n é o número total de graus de liberdade, nM ][ , nD][ , nK ][  nxnR  são as respectivas 

matrizes de massa, amortecimento e rigidez do modelo, 
nxn

nnn Rxxx  ,,  são os vetores de 

deslocamento, velocidade e aceleração, respectivamente, e 
1nx

n Rf   é o vetor de forças 

aplicadas na estrutura. 

Com a aplicação do método de redução, a Eq. (2.58) é reescrita como: 

 

)()(][)(][)(][ tftxKtxDtxM RRRRRRR    

 

Onde, TMTM T

R ][][  , TDTD T

R ][][  , TKTK T

R ][][  , são as matrizes de massa, 

amortecimento e rigidez reduzida, xxx ,,  são os vetores reduzidos de aceleração, velocidade e 

deslocamento e fTF T

R  é o vetor de forças reduzidas, T é a matriz de transformação, que é 

gerada de acordo com cada método de redução. 

Aqui, é estendido o estudo a dois métodos de redução, o IRS, usando a transformação 

de redução dinâmica ao invés da redução estática como a transformação de base; e o IIRS, o 

esquema iterativo proposto por Friswell como forma de melhorar a estimativa atual do modelo 

reduzido. 

Em seguida, é apresentado um novo método, denominado de Improved Reduced System 

Enriched (IRSE), no qual o método IRS é enriquecido com a matriz de autovetores, a fim de 

melhorar a qualidade da resposta bem como a economia de tempo. 

 

2.3.2.  Improved Reduced System (IRS)  

 

O método da Condensação Estática de Guyan, não apresenta frequentemente alta 

precisão nos resultados, proveniente principalmente da omissão dos graus de liberdade 

relacionados a inércia. 

(2.58) 

(2.59) 
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A fim de melhorar a precisão do método descrito por Guyan, O’Callahan et al. (1989) 

propôs um método modificado, chamado de "IRS" (Improved Reduced System). Nesse método, 

um termo extra é adicionado à transformação da Condensação Estática, incluindo então os graus 

de liberdade referentes à inércia.  

Ignorando os termos referentes ao amortecimento e força, as matrizes de massa e 

rigidez, e os vetores de força, deslocamento e aceleração, são subdivididos em graus de 

liberdade principais (p) e secundários (s), conforme apresentado na Eq. (2.60). 
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A escolha entre graus de liberdade principais varia entre 40% à 60% da quantidade de graus de 

liberdade total do sistema. A matriz de transformação para o método IRS é dada por:  
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Em que: 

 

spsssssp KKMMS 1
 

 

e gT é a matriz de transformação do método da Condensação Estática de Guyan. 
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2.3.3   Iterative Improved Reduced System (IIRS) 

 

Para Friswell et al. (1995) estas estimativas da matriz de transformação pelo método 

IRS, podem ser melhoradas a fim de se obter uma matriz de transformação mais precisa.  

Dessa maneira, uma matriz de transformação iterativa é apresentada, conforme descrita 

pela Eq. (2.66): 
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Sendo que, para a primeira iteração, a matriz 1,IIRST é dada pela matriz de transformação do 

método IRS, IRST . A matriz de transformação iterativa é atualizada n vezes até atingir a precisão 

desejada, podendo em alguns casos apresentar um tempo computacional mais elevado. 

 

2.3.4   Improved Reduced System Enriched (IRSE) 

 

 A eficácia dos métodos IRS e IIRS é baseada na quantidade de graus de liberdade 

principal selecionados. Embora os resultados apresentados pelo método iterativo IIRS sejam 

satisfatórios, em muitos casos, a precisão desse método pode afetar o desempenho do tempo 

computacional 

A fim de obter uma matriz de transformação que equilibre a precisão com uma maior 

economia de tempo, é proposto neste trabalho o enriquecimento do método IRS, a partir da 

matriz dos autovetores, conforme discretizada abaixo: 

 

(2.66) 

(2.67) 

(2.68) 

(2.69) 



52 

 

 
















 m

U

IRSE
T

T
I

 

 

Em que 























mnn

m

m

,1,

111

][







 é a matriz dos autovalores truncadas por m colunas. 

UT é dado por: 

 

 
IRSssspssspssU tMMKKKT   11

 

 

Onde IRSt  é a matriz de transformação do método IRS. 

A matriz UT  é utilizada para minimizar os erros provenientes do método IRS, no qual se utiliza 

o método da Condensação Estática de Guyan. O valor m, referente ao truncamento da matriz 

de autovetores, de acordo com as simulações efetuadas, variou entre 10% à 15% do total de 

graus de liberdade do sistema, já o valor de p referente aos graus de liberdade principais variou 

entre 10% e 20% do número total de graus de liberdade. Dessa maneira, a matriz de 

transformação para o método IRSE possui dimensão menor que a matriz apresentada pelos 

métodos IRS e IIRS, melhorando a economia de tempo e devido ao enriquecimento utilizando 

a matriz de autovetores, a qualidade das respostas é preservada. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(2.70) 

(2.71) 
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Capítulo 3 

3. INTRODUÇÃO AO ESTUDO DE SISTEMAS MECÂNICOS 
NÃO LINEARES 

 

 

A crescente preocupação para aperfeiçoar a modelagem e a análise de estruturas, 

combinando com inovação em termos de peso, conforto, segurança, ruído e durabilidade além 

da necessidade de projetos com menor tempo de produção, maior tempo de vida útil e 

minimização de custos o uso de computadores se torna uma ferramenta indispensável. Assim 

os modelos estruturais são empregados para realizar previsões precisas e confiáveis sobre o 

comportamento do sistema ao longo de sua vida útil.  

Alguns modelos reais que operam em determinadas bandas de frequências podem ser 

representados por modelos lineares para a previsão e controle de seu comportamento dinâmico. 

Além disso, os modelos lineares são matematicamente mais simples de se representar, pois essa 

teoria já se encontra consolidada na literatura. Contudo, vários tipos de estruturas mecânicas 

que, em muitos casos são não lineares, são simplificadas com a linearização dos parâmetros do 

modelo. Porém, essa linearização pode não representar fielmente o sistema, pois os elementos 

estruturais estão cada vez mais leves, mais flexíveis e, com isso, aparecem cada vez mais as 

características não lineares (BORGES, 2008). 

Os sistemas não lineares são altamente diversificados exigindo, muitas vezes, 

metodologias diferentes das utilizadas para os sistemas lineares. Devido a isso, a modelagem 

analítica torna-se inviável para tratar tais tipos de problemas (THOMSEN 2003).  

Ao se linearizar um problema que possui características não lineares, pode-se obter 

resultados que não condizem com a realidade, havendo ainda a possibilidade de se ter 

descontinuidades nas respostas, dentre outros efeitos não-triviais estabelecidos dentro da teoria 

não linear. 

Os princípios básicos que se aplicam a um sistema linear, quase sempre não são válidos 

na presença de não-linearidade. Por exemplo, o princípio da superposição não e válido para 
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sistemas não lineares; além disso, os sistemas não lineares podem apresentar mais de uma 

posição de equilíbrio (BORGES, 2008). 

Os sistemas que apresentem não linearidades, mesmo que fracas, podem apresentar 

fenômenos extremamente interessantes e complexos. Estes fenômenos incluem saltos, 

bifurcações, saturação, ressonâncias, ciclos limites, interações modais e até o surgimento de 

comportamento caótico (RAND, 2003; VERHULST, 1999; NAYFEH e MOOK 1979).  

A possibilidade para a ampla aplicação da teoria do caos se dá pelo fato do 

comportamento caótico estar vinculado às não-linearidades existentes nos sistemas de interesse. 

A não linearidade pode estar ligada a diversos fatores, dentre os quais destaca-se: a não 

linearidade devido à geometria que ocorre quando uma estrutura apresenta valores 

relativamente grandes para os deslocamentos, e a deflexão pode trazer como consequência o 

aparecimento de momentos fletores adicionais (denominadas de segunda ordem), em virtude 

da presença de um esforço normal (GERGES 2013; ZIENKIEWICZ, et al 2005; NAYFEH e 

PAI 2004; AMABILI e PAIDOUSSIS 2003; BATHE, et al 1975). 

Também pode-se ter não linearidade referente a inércia, que tem relação com termos da 

velocidade e/ou aceleração e tem a sua origem na energia cinética do sistema (KERSCHEN et 

al 2005). A não linearidade física decorre do tipo de material que influencia diretamente na 

presença de não linearidade; neste caso, as leis construtivas relativas a tensão e a deformação 

são não lineares (não segue a lei de Hooke), isto é, o comportamento do material não é elástico 

e linear (RICHARDS e SINGH 2001; WHITE et al, 2000).  

Deve-se ainda considerar os efeitos de fricção seca, onde os corpos estão em contato um 

com o outro e também o amortecimento histerético, que também são exemplos de não 

linearidades em sistemas (AL-BENDER et al. 2004; CAUGHEY e VIJAYARAGHAVAN 

1970). Por último, pode-se citar também as não linearidade devido as condições de contorno, 

como folgas, superfícies rígidas em fluidos, forças externas não lineares, como a magneto-

elástica, eletrodinâmicas e hidromecânicas (KERSCHEN et al 2005). 

 

3.1    Modelagem de uma Estrutura com Não Linearidade Física Localizada 

 

O estudo da flexão, flambagem e vibrações livres de vigas, placas planas e casca fina 

são de grande importância no que diz respeito à área de mecânica estrutural.  
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Problemas de fundação elástica, podem ser aproximados por elementos de viga, 

acopladas com molas, no qual a reação exercida pela mola sobre a estrutura pode não ser 

diretamente proporcional. 

Aqui, molas lineares e molas não lineares são acopladas na estrutura do tipo viga de 

Euler-Bernoulli e do tipo placa de Reissner-Mindlin (modeladas no capítulo 2), como forma de 

representar não linearidades localizadas. Dessa maneira, é analisada a resposta transiente obtida 

sobre a ação desse tipo de não linearidade. 

A equação do movimento de uma estrutura qualquer é dada por: 

 

      ggg

E

gg

E

gg

E FtuKtuDtuM  )(][)(][)(][   

 

onde o subscrito E representa as matrizes referentes à estrutura. Ao utilizar o acoplamento de 

molas lineares na estrutura, pode-se reescrever a Eq. (3.1) como: 
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Na qual: 
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Sendo o subscrito M referente à matriz de rigidez do elemento de mola. 

A inserção de molas não lineares, levam a Eq. (3.1) a ser reescrita da forma: 
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(3.1) 

(3.2) 

(3.3) 

(3.4) 



56 

 

Em que ][ g

MK é a matriz de rigidez da mola não linear. O termo  3
)(tu g  indica que o tipo de 

não linearidade empregada no sistema é física (não linearidade cúbica), não obedecendo as lei 

de Hooke, como é o caso do acoplamento com molas lineares. 

De Lima et al (2015); Qu (2004) e Friswell et al (1996), também acoplaram molas com não 

linearidade cúbica em estruturas do tipo viga e placa. 

As simulações apresentadas a seguir, foram executas em ambiente Matlab®, utilizando o 

método de Newmark combinado com Newton Raphson (GAVIN, 2014; RAO, 2008; 

CHOPRA, 1995), conforme o Algoritmo de Newmark apresentado abaixo, com passo de tempo 

0001.0t , os parâmetros  e   de Newmark com valores de 0.5 e 0.25 respectivamente. 

As configuração da máquina utilizada para a execução das simulações foram: Notebook Dell 

com processador Intel Core i7, HD de 1 Tera e memória Ram de 8Gb, com placa de vídeo 

dedicada AMD Radeon R7 M265 de 2GB.  

 

Algoritmo 3. 1: Newmark com Newton Raphson 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fonte: O autor 
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3.1.1 Simulações Numéricas Envolvendo uma Viga de Euler-Bernoulli com Não 

Linearidade Localizada 

 

A seguir são apresentadas as simulações do acoplamento da mola linear e da mola não linear 

nos sistemas em questão. A Tabela 3.1, apresenta as propriedades físicas e geométricas para a 

viga e para as molas, bem como, os tipos de forças que estão sendo aplicadas na estrutura. 

 

Tabela 3. 1: Forças, propriedades físicas e geométricas da viga 

P
ro

p
ri

ed
ad

es
 

G
eo

m
et

ri
a 

Comprimento (m) 2.5 

Largura (m) 0.1 

Espessura (m) 0.04 

      Rigidez da mola linear 800 N/m 

Rigidez da mola não linear 109 N/m3 

F
ís

ic
a
s Densidade (

3/ mKg ) 2700 

Modulo de Elasticidade (GPa) 69 

F
o

rç
as

 Força Linear Força Não Linear  

)sin(50)(1 ttf H   )60sin(160)( 2

2 tttf H    

Fonte: O Autor 

 

Considera-se que a viga está engastada em uma extremidade (x=0) e livre na outra extremidade 

(x=L). As disposições das molas seguem conforme as configurações abaixo. 

Figura 3. 1: Viga de Euler Bernoulli - (a) Conf.Inicial - (b) Conf.Linear - (c) Conf.Não Linear 

 

 

 

Fonte: O Autor 

 

(a) (b) (c) 
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De acordo com a Fig. 3.1 (a) a configuração inicial da viga está sujeita somente a ação 

da força; já na Fig. 3.1 (b) são acopladas três molas lineares à viga e, na Fig. 3.1 (c), é acoplada 

uma mola com característica não linear à estrutura em questão. 

 Abaixo, na Fig. 3.2, são apresentadas a respostas transientes sujeitas a ação de uma força 

harmônica linear, conforme descrito na Tabela 3.1. 

 

Figura 3. 2: Resposta transiente da Viga de Euler-Bernoulli com não linearidade localizada 

 

 

  

 

 

 

 

Fonte: O Autor 

 

Na Fig. 3.2, primeiramente a viga foi acoplada com três molas lineares (cor vermelha), sendo 

que, neste caso, verificou-se uma pequena atenuação da vibração do sistema quando comparado 

ao sistema inicial (cor preta). No caso em que se inseriu uma mola com característica não linear 

na extremidade da viga (cor azul), obteve-se uma melhor redução da amplitude do 

deslocamento em comparação com a inserção das três molas lineares. 

Apesar da análise de estabilidade não ser o objetivo do presente trabalho, apresenta-se na Fig. 

3.3, o plano de fase para o caso em questão:  
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Figura 3. 3: Plano de Fase da viga de Euler-Bernoulli com não linearidade localizada 

Fonte: O Autor 

 

Observando o plano de fase, dado na Fig. 3.3, pode-se perceber que a curva referente ao 

sistema com a mola não linear possui trajetórias que não se fecham, fazendo com que se tenha 

um emaranhado de curvas se sobrepondo e, com isso, sugerindo um comportamento que com 

a existência de instabilidades e caos porém para afirmar que tal comportamento é realmente 

caótico, necessita-se de mais verificações matemáticas como, por exemplo, o cálculo dos 

expoentes de Lyapunov.  

Já nas Figs. 3.4 e 3.5 o sistema está sujeito a ação de uma força harmônica não linear, 

conforme apresentado na Tabela 3.1. 

 

Figura 3. 4: Resposta transiente da viga de Euler-Bernoulli com não linearidade localizada 

Fonte: O Autor 
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Figura 3. 5: Plano de Fase da viga de Euler-Bernoulli com não linearidade localizada 

Fonte: O Autor 

  

Na Fig.3.4 com a aplicação da força não linear, observou-se que com a aplicação das 

molas lineares (curva em vermelho), não se obteve bons resultados para atenuar a vibração do 

sistema na configuração inicial (curva em preto). Com a aplicação da mola não linear (curva 

em azul), pode-se perceber que o sistema apresentou uma melhor redução na amplitude do 

deslocamento.  Como no caso mencionado anteriormente, na Fig. 3.5, percebe-se que o 

comportamento da curva representativa do sistema não linear possui um comportamento que 

sugere ser uma resposta caótica. 

  

3.1.2 Simulações Numéricas de uma Viga Escalonada e não Linearidades Localizadas 

 

Nesta seção, será utilizada uma viga de Euler-Bernoulli escalonada, conforme a Fig. 

3.6: 

Figura 3 6: Viga de Euler-Bernoulli Escalonada 

 

 

 

Fonte: O Autor 
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No qual ih representa a espessura de cada parte da viga, conforme apresentado na Eq. (3.5): 
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A viga apresentada na Fig. 3.6, é analisada conforme as três configurações apresentadas na Fig. 

3.7. 

 

Figura 3. 7: Viga Escalonada: (a) Configuração Inicial – (b) Configuração Linear – (c) Configuração Não Linear 

Fonte: O autor 

 

 As propriedades físicas e geométricas da viga são apresentadas na Tabela 3.1, sendo o 

comprimento da mesma, dividido em cinco partes iguais, referentes a cada variação da 

espessura ih . Cada parte foi dividida em 10 elementos finitos, totalizando 50 elementos finitos. 

 A Fig. 3.8 apresenta a análise transiente, considerando a viga descrita na Fig. 3.7, com a 

aplicação da força linear descrita na Tabela 3.1. 

(3.5) 

(a) 

(b) 

(c) 



62 

 

Figura 3. 8: Análise transiente da viga de Euler-Bernoulli escalonada 

Fonte: O autor 

 

O plano de fase apresentado na Fig. 3.9 demostra os ciclos de respostas obtidas na Fig. 3.8. 

Figura 3. 9: Plano de fase – Viga de Euler-Bernoulli escalonada  

Fonte: O autor 

 

 Conforme o plano de fase apresentado na Fig. 3.9, o acoplamento da mola não linear 

apresentou ciclos de respostas em uma faixa muito menor do que a apresentada pelo sistema na 

configuração inicial ou na presença de molas lineares. 

Com a variação da espessura da viga e o acoplamento das molas lineares (cor vermelha), 

a amplitude de vibração do sistema apresentou uma redução significativa, como verificado nas 

Figs. 3.8 e 3.9. Assim como aconteceu para a viga de Euler-Bernoulli com espessura constante 

(seção 3.1.1), o acoplamento da mola com característica não linear apresentou resultados mais 
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eficientes do que os com a inserção de molas lineares, sendo que a amplitude do deslocamento 

foi rapidamente reduzida.  

 

3.1.3 Simulações Numéricas Envolvendo uma Placa de Reissner-Mindlin com Não 

Linearidade Localizada 

 

As simulações apresentadas abaixo, referem-se a placa de Reissner-Mindlin modelada 

na seção 2.2 do capítulo 2, sendo que molas lineares e molas com características não lineares 

são acopladas a estrutura da placa, conforme cada configuração apresentada na Fig. 3.10.  

Com a inserção das molas, as equações do movimento do novo sistema são descritos no 

capítulo 3, seção 3.1. 

As propriedades físicas e geométricas da placa estão dispostas na Tabela 3.2. 

 

Tabela 3. 2: Forças, propriedades físicas e geométricas da placa 

G
eo

m
ét

ri
ca

s 

Comprimento (m) 0.5 

Largura (m) 0.5 

Espessura (m) 0.005 

Coeficiente de Correção 5/6 

Rigidez da Mola Linear 800 N/m 

Rigidez da Mola Não Linear 109 N/m3 

F
ís

ic
a
s 

Densidade (
3/ mKg ) 2700 

Modulo de Elasticidade (GPa) 69 

Coeficiente de Poisson 0.33 

F
o

rç
a Força Linear Força Não Linear Impulso 

)2sin(20)(1 ttf H   )160sin(20)( 2

2 tttf H   50)( tfI
 

Fonte: O Autor 

 

Conforme a Fig. 3.10, é apresentada a configuração do sistema para três casos; em 

seguida, é apresentada a análise transiente pelo método de Newmark combinado com Newton 

Raphson. 
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Primeiramente, a Fig 3.10 apresenta a placa de Reissner Mindlin sem a presença de 

molas (a), em seguida tem-se a mesma placa, porém com o acoplamento de duas molas lineares 

(b) e em (c), tem-se o acoplamento de duas molas com característica não lineares.  

 

Figura 3. 10: Placa sujeita a ação de uma força harmônica linear: (a) Configuração Inicial  – (b) Configuração Linear  – (c) 

Configuração Não Linear  

 

 

 

 

 

Fonte: O Autor  

 

Na Fig. 3.1 são apresentadas as respostas transientes para cada configuração, 

considerando a aplicação da força linear descrita na Tabela 3.2. 

 

Figura 3. 11: Análise transiente referente as configurações da Fig. 3.10. 

Fonte: O Autor 

 

 Na Fig 3.12, o plano de fase referente a Fig. 3.11, apresenta os ciclos de resposta para 

cada configuração, onde se confirma que as amplitudes estão de acordo com o apresentado na 
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Fig. 3.11, percebendo ainda uma resposta menos comportada que a apresentada nos casos 

lineares. 

Figura 3. 12: Plano de Fase referente a resposta obtida na Fig. 3.11. 

Fonte: O Autor 

 

Agora na Fig. 3.13 ao invés de acoplar duas molas lineares na extremidade da placa, são 

acopladas onze molas lineares por toda a extremidade da placa, a fim de obter uma melhor 

redução da vibração do sistema. 

 

Figura 3. 13: Placa sujeita a ação de força linear: (a) Configuração Inicial  – (b) Configuração Linear – (c) Configuração Não 

Linear  

 

 

 

 

 

 

Fonte: O Autor 

 

Com a nova configuração para as molas lineares, a Fig. 3.14 apresenta a resposta transiente do 

sistema nas três configurações. 
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 Figura 3. 14: Análise transiente referente as configurações da placa apresentadas na Fig. 3.13. 

Fonte: O Autor 

 

A Fig. 3.15 refere-se aos planos de fase das respostas obtidas pela Fig. 3.14. 

 

Figura 3. 15: Plano de Fase referente a resposta apresentada pela Fig. 3.14. 

Fonte: O Autor 

 

Na Fig. 3.14 pode-se perceber o comportamento da resposta para ambas as 

configurações. Nesta Figura, é possível perceber que, no caso onde se tem a configuração com 

apenas 2 molas com característica não linear, a amplitude do deslocamento é semelhante ao 

caso onde se tem 11 molas com características puramente lineares. Tal colocação é justificado 

observando o plano de fase mostrado na Fig. 3.15. Este resultado pode ser melhor visualizada 

na Fig. 3.16(a) que representa uma comparação da resposta entre o caso que se tem o 

acoplamento de duas molas com característica não linear e o caso onde se tem onze molas 
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lineares. Já na Fig. 3.16(b) representa a resposta do sistema com o acoplamento de duas molas 

com característica não linear e de duas molas lineares. 

 

Figura 3. 16: Sistema com (a) com onze molas lineares (Conf.Linear) e duas molas com característica não linear (Conf.Não 

Linear) - (b) com duas molas lineares (Conf.Linear) e duas molas com característica não linear (Conf.Não Linear) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fonte: O Autor 

 Agora, a placa de Reissner Mindlin é submetida à ação de forças pontuais em toda a 

extremidade da mesma, conforme apresentado na Fig. 3.17, sendo tal força é descrita pela 

Tabela 3.2. 

 

Figura 3. 17: Placa sujeita a ação de forças pontuais: (a) Configuração Inicial  – (b) Configuração com Molas Lineares – (c) 

Configuração com Molas Não Lineares 

 

 

 

 

 

 

Fonte: O Autor 

 

A reposta transiente para cada configuração é apresentado nas Fig. 3.18. 
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Figura 3. 18: Análise transiente referente as configurações da placa apresentadas na Fig. 3.17. 

Fonte: O Autor 

 

Nota-se na Fig. 3.18 que as respostas obtidas para o sistema, no caso do acoplamento 

de molas lineares e molas com características não lineares estão muito próximas; contudo, a 

utilização de molas com características não lineares ainda atenua melhor a vibração do sistema 

(curva em azul), quando comparado a resposta com molas puramente lineares (curva em 

vermelho).  

Na Fig. 3.19, é apresentado o plano de fase para as respostas obtidas pela Fig. 3.18. 

 

Figura 3. 19: Plano de Fase referente a resposta apresentada pela Fig. 3.18. 

Fonte: O Autor 

 

Na Fig. 3.19, pode-se observar que a inserção das molas com características não lineares 

(curva em azul) apresentou ciclos de respostas menores do que os comparados com as molas 
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lineares (curva em vermelho). Percebe-se ainda por esta figura que o comportamento do sistema 

é característico de sistemas não lineares. 

Na Fig. 3.20, a placa de Reissner-Mindlin, é submetida a uma força harmônica não 

linear, conforme descrito na Tabela 3.2.  

 

Figura 3. 20: : Placa sujeita a ação de força não linear: (a) Configuração Inicial  – (b) Configuração com Molas Lineares – (c) 

Configuração com Molas Não Lineares 

 

 

 

 

 

 

Fonte: O Autor 

As respostas referentes a aplicação da força não linear é apresentada nas Fig. 3.21. 

 

Figura 3. 21: Análise transiente da placa submetida a uma força não linear 

Fonte: O Autor 
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lineares (curva em azul) é a que melhor atenua a vibração do sistema e, no decorrer do tempo, 

as duas respostas referentes as molas lineares (Fig. 3.21(b)) e molas com característica não 

lineares (Fig. 3.22(c)) muito se aproximam. 

A Fig. 3.22, apresenta o comportamento de cada resposta exposta na Fig. 3.21: 

 

Figura 3. 22: Plano de Fase referente a resposta apresentada pela Fig. 3.21. 

 

Fonte: O Autor 

O plano de fase apresentado na Fig. 3.22 demostra a proximidade entre as respostas para 

o sistema na configuração inicial (curva em preto) e o sistema com molas não lineares, 

sugerindo um comportamento caótico. Nas aplicações utilizando a placa de Reissner-Mindlin, 

salienta-se a eficiência de duas molas não lineares quando comparado com as onze molas 

lineares, na redução da amplitude do deslocamento do sistema. 

 

3.2    Modelagem de uma Estrutura do Tipo Viga, com Não Linearidade 

Geométrica 

 

Neste capítulo, considera-se a formulação não linear, devido à grande deflexões. 

Embora a formulação apresentada considere que as deformações por flexão geram 

deslocamentos suficientemente grandes para que haja interação com as deformações segundo 

o eixo da viga, considera-se que o material continua a apresentar um comportamento elástico, 

no qual o elemento recupera as suas dimensões após a ação das forças externas. (SIMÕES, 

2011, REDDY, 1993) 
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Com o avanço no desenvolvimento de materiais, tem crescido os estudos voltados a 

estruturas capazes de suportar grandes deslocamentos. Dessa maneira, o desenvolvimento de 

modelos eficientes, proporcionam uma simulação mais realista, evitando catástrofes 

provenientes das propriedades não lineares desses materiais.  

Para modelar os deslocamentos sujeitos a grandes deflexões, considera-se a Fig. 3.23 a 

seguir: 

Figura 3. 23: Grandes deslocamentos devido a flexão 

 

  

 

 

 

 

Fonte: Adaptado de Simões (2011) 

 

De acordo com a Fig. 3.3, quando a viga apresentar uma inclinação devido à flexão, é 

necessário que a sua linha média se alongue de modo que os nós extremos se mantenham sobre 

as linhas paralelas ao eixo y. Para os sistemas lineares, essa hipótese é normalmente desprezada, 

mas para a formulação de grandes deslocamentos devido a flexão, deve-se incluir essa 

deformação nas equações do sistema (SIMÕES, 2011). 

Sendo 130 iiL   o comprimento inicial da viga. Já o comprimento final 
fL é dada pela 

Eq. (3.6) obtida a partir do triangulo retângulo (i2i4i5): 
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A deformação real, na direção x, é dada pela variação do comprimento: 

(3.6) 
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O termo )cos( pode ser desenvolvido através da série de Taylor (considerando )( pequeno) 

(SIMÕES, 2011): 
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Onde v~ é a função de aproximação dos deslocamentos transversais (polinômio de terceira 

ordem).  

 Dessa forma, a Eq. (3.8) é adicionada a expressão da deformação axial devido a ação de 

forças do eixo da viga. Dessa forma, a expressão completa é dada por (URUGAL, 1981; 

REDDY, 1993; GONÇALVES, 2006; SIMÕES, 2011): 
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Sendo que ux são os deslocamentos axiais. 

 Como a viga de Euler-Bernoulli foi modelada considerando os deslocamentos 

transversais e as rotações, o termo referente aos deslocamentos axiais na Eq. (3.9) é desprezado, 

dando origem a Eq. (3.10) (GONÇALVES, 2006). 
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Gonçalves (2006) apresentou a modelagem de uma viga de Euler-Bernoulli com não 

linearidade geométrica devido a grandes deflexões. Neste caso, uma análise estática pelo 

método dos elementos finitos foi apresentada, para três tipos de materiais, o aço, o alumínio e 

o acrílico.  

Esses três materiais foram analisados para vigas cujas a relação espessura/comprimento 

é de 0.016 e 0.1, no qual, para vigas mais espessas, a formulação não linear apresentava 

resultados diferentes da formulação linear. Já para o caso da viga menos espessa, tanto a 

formulação linear quanto a formulação não linear, apresentaram a mesma resposta.  

Levando em conta as considerações feita por Reddy (1983), Gonçalves (2006) e Simões 

(2011), procurou-se desenvolver uma análise dinâmica do sistema não linear,  

Pela lei de Hooke, que relaciona a tensão com a deformação, tem-se: 

 

xE   

Lembrando que, conforme apresentado no capítulo 2, seção 2.1, tem-se: 
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Podendo ser reescrito como: 
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Os parâmetros ic podem ser relacionados com os deslocamentos nodais: 
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Ou seja: 

 

}]{[}{ cJu   

 

Em que ][J é dada pelas incógnitas do polinômio cúbico interpolador, referente aos 

deslocamentos e as rotações no elemento. 

Dessa maneira, o vetor {c} pode ser expresso como: 

 

}{][ 1 uJc   

 

E equação. 3.14 é dada por: 
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A expressão para a energia potencial devido a deformação não linear é dada por 

(GONÇALVES, 2006): 
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Como a matriz de rigidez da viga de Euler Bernoulli já foi calculada no capítulo 2 e, assim, 

pode-se encontrar a matriz de rigidez não linear, resolvendo a Eq. (3.19): 
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Dessa maneira, pode-se observar, que ][ geoK  é a matriz de rigidez devido a não 

linearidade geométrica, sendo uma função dos deslocamentos nodais {u}, e que devem ser 

atualizadas a cada passo de tempo. 

As equações do movimento, são dadas por: 

 

    ggggg FtuKtuM  )(][)(][   

 

Em que ][][][ geovg KKK  , sendo ][ vK  a matriz de rigidez do elemento de viga de 

Euler-Bernoulli, apresentada no Capítulo 2, na seção 2.1. 

A seguir, são apresentadas as simulações numéricas, a fim de comprovar a necessidade 

ou não do uso da formulação não linear para o alumínio e o acrílico. 
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(3.20) 
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3.2.1.    Simulações envolvendo uma Viga com Não Linearidade Geométrica 

 

Considera-se uma viga engastada livre, sujeita a aplicação de força harmônica linear em 

sua extremidade. 

O algoritmo de Newmark com Newton Raphson para o caso da viga com não linearidade 

geométrica é apresentado abaixo. 

 

Algoritmo 3. 2: Método de Newmark com Newton Raphson para sistemas com não linearidade geométrica 

Fonte: O autor 

 

A seguir, são apresentados na Tabela 3.3, as propriedades da viga de Euler-Bernoulli 

com características geometricamente não lineares. 
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Tabela 3. 3: Forças, propriedades físicas e geométricas da viga 
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Largura (m) 0.1 
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                                                           Alumínio Acrílico 

Densidade (
3/ mKg ) 2700 1130 
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Fonte: O Autor 

 

Conforme apresentado na Tabela 3.3, dois materiais são modelados com não linearidade 

geométrica, o alumínio e o acrílico. De acordo com cada tipo de configuração apresentada, 

podem ser aplicadas três tipos de força, onde ( ) é a primeira frequência natural do sistema. 

Conforme apresentado na Tabela 3.3, a amplitude da força aplicada se torna maior, 1N, 10N, 

50N e 100N em cada simulação, na qual a modelagem não linear é mais importante 

principalmente para cargas de forças com maior amplitude (GONÇALVES, 2006; REDDY, 

1993). A Fig. 3.24, representa o modelo de viga utilizado, sendo que a mesma está engastada 

na sua extremidade x=0, e livre sobre a ação de forças externas na extremidade x=l.  

 

Figura 3. 24: Viga de Euler-Bernoulli 

 

 

 

 

Fonte: O Autor 

 

Os resultados apresentados a seguir referem-se a comparação da modelagem linear 

(capítulo 2 – seção 2.1) e da modelagem não linear (capítulo 3 – seção 3.2), para os dois tipos 

de materiais (alumínio e acrílico), com a aplicação de cada força. 
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Na Fig. 3.25, a amplitude da força considerada foi igual a 1N.  

 

Figura 3. 25: Força Linear : 1N - (a): Alumínio - (b) Acrílico 

 

 

 

 

 

 

 

Fonte: O Autor 

 Quando a viga está sujeita a uma força muito pequena, como no caso da Fig. 

3.25, os resultados utilizando tanto a modelagem linear quanto a modelagem não linear 

são os mesmos. 

Aumentando a amplitude da força aplicada na viga para 10N, percebe-se que o 

sistema já não apresenta mais o comportamento linear descrito anteriormente, ou seja, 

sugem as não linearidades devido ao deslocamento desta viga. Tais resultados podem ser 

observados pela Fig. 3.26, . 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fonte: O Autor 

Figura 3. 26: Força Linear : 10N - (a): Alumínio - (b) Acrílico 

(b) (a) 

(a) (b) 
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Nesse caso, a viga de alumínio, Fig. 3.26(a) não apresenta variação na resposta quando se 

compara as duas modelagens, o que não acontece para a viga de acrílico, Fig. 3.26(b), cuja a 

resposta devido a modelagem não linear (curva em vermelho) apresentou uma diferença 

significativa em comparação a modelagem linear (curva em azul). 

 Os resultados apresentados na Fig. 4.27, considera que a amplitude da força seja 

aumentada de 10N para 50N. 

 

Figura 3. 27: Força Linear : 50N - (a): Alumínio - (b) Acrílico 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fonte: O Autor 

 

Aumentando a amplitude da força para 50N, a viga de acrílico, Fig. 3.27(b) apresentou de forma 

mais evidente, a diferença na resposta entre as duas modelagens, linear (curva em azul) e não 

linear (curva em vermelho). Já para a viga de alumínio, a diferença entre as duas modelagens, 

ainda não pôde ser percebida pela Fig. 3.27(a). 

 Para o caso que segue, a amplitude da força foi aumentada para 100N, cuja respostas estão 

expostas na Fig. 3.28. 

 

 

 

 

 

 

(b) (a) 
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Figura 3. 28: Força Linear – 100N - (a): Alumínio - (b) Acrílico 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fonte: O Autor 

 

No mesmo sentido que as simulações anteriores (Figs. 3.26 e 3.27), a viga de acrílico 

exposta na Fig. 3.28(b) apresentou maior variação entre a reposta através da modelagem linear 

(curva em azul) e a modelagem não linear (curva em vermelho), no qual quanto mais a 

amplitude da força é aumentada, maior se tornava a diferença entre as duas modelagens. 

A modelagem linear para caso da viga de acrílico, superestima as respostas do sistema 

(GONÇALVES, 2006). 

Para a viga de alumínio, Fig. 3.28(a), pode-se notar que a modelagem não linear (curva 

em vermelho) começa a diferenciar da modelagem linear (curva em azul), observada 

principalmente de 2.5s a 3s, mesmo que ainda seja forma tímida. 

Levando em conta as forças aplicadas, a necessidade da formulação não linear se torna 

mais importante quando a amplitude da força é aumentada, conforme evidenciado por alguns 

autores (GONÇALVES, 2006; SIMÕES, 2011; GERGES, 2013). 

No alumínio, o efeito da modelagem não linear foi notado somente com a aplicação da 

força com amplitude de 100N, o que não aconteceu com o acrílico, que com menores 

amplitudes de força, a resposta sofre grande influência devido a modelagem não linear. 

A diferença entre os materiais, pode ser verificada pelas propriedades próprias de cada 

um pois, sugere-se que o alumínio sendo mais rígido, apresentou menor amplitude do 

deslocamento quando submetido a certo valor de força, ao contrário do que ocorreu com o 

acrílico por ser mais flexível. 

(a) (b) 
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Capítulo 4 

4. APLICAÇÃO DOS MÉTODOS DE REDUÇÃO DE 
MODELOS 

 

 

 Conforme apresentado no Capítulo 2, na seção 2.3, os métodos de redução são utilizados 

para melhorar o tempo de execução das simulações. 

 Com o objetivo de se obter a resposta para cada sistema em um tempo de execução menor, 

mantendo o comprometimento entre as respostas do sistema reduzido e do sistema original, são 

apresentadas as respostas para os sistemas envolvendo uma viga de Euler-Bernoulli e uma Placa 

de Reissner-Mindlin, conforme apresentadas no Capítulo 3. 

 As simulações apresentadas a seguir, foram executas em ambiente Matlab®, utilizando o 

método de Newmark combinado com Newton-Rapshon (GAVIN, 2014; RAO, 2008; 

CHOPRA, 1995), conforme apresentado no Algoritmo 4.1, cuja o passo de tempo é de 

0001.0t , os parâmetros  e   de Newmark com valores de 0.5 e 0.25 respectivamente. 

As configuração da máquina utilizada para a execução das simulações foram: Notebook Dell 

com processador Intel Core i7, HD de 1 Tera e memória ram de 8Gb, com placa de vídeo 

dedicada AMD Radeon R7 M265 de 2GB.  
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Algoritmo 4. 1: Newmark com Newton Raphson utilizando métodos de redução de modelos 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fonte: O Autor 

 

 

4.1. Viga de Euler-Bernoulli 

 

 Primeiramente, os métodos IRS, IIRS e IRSE são aplicados para a viga de Euler-

Bernoulli, nas configurações estudadas no Capítulo 3, seção 3.1.1. 

 Na Tabela 4.1, são apresentadas as propriedades físicas e geométricas da viga de das 

molas consideradas nas simulações a seguintes, bem como, o tipo de força aplicado em cada 

caso. 
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Tabela 4. 1: Forças, propriedades físicas e geométricas da viga 

P
ro

p
ri

ed
ad

es
 

G
eo

m
et

ri
a 

Comprimento (m) 2.5 

Largura (m) 0.1 

Espessura (m) 0.04 

Rigidez da mola linear 800 N/m 

Rigidez da mola não linear 109 N/m3 

F
ís

ic
a
s Densidade (

3/ mKg ) 2700 

Modulo de Elasticidade (GPa) 69 

F
o

rç
as

 Força Linear Força Não Linear  

)sin(50)(1 ttf H   )60sin(160)( 2

2 tttf H    

Fonte: O Autor 

 

As configurações utilizadas para aplicar cada método de redução, são exibidas na Fig. 4.1 sendo 

que: Fig. 4.1(a) representa a viga submetida somente a ação da força linear conforme descrita 

na Tabela 4.1, na Fig. 4.1(b) está acoplada a viga, três molas lineares e na Fig. 4.1(c), está 

acoplado a viga, uma mola com característica não linear. 

 

Figura 4. 1: Configurações da  Viga de Euler – Bernoulli - (a) Configuração Inicial – (b) Configuração Linear – (c) 

Configuração Não Linear 

Fonte: O Autor 

 

As respostas, obtidas por cada método de redução, levando em conta a configuração inicial do 

sistema (Fig. 4.1(a)) são exibidas pela Fig. 4.2. 

 

 

 

 

(a) (b) (c) 
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 Figura 4. 2: Métodos de Redução: Força Linear – Configuração Inicial  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fonte: O autor 

 

Os resultados apresentados pela Fig. 4.2, demostra que os três métodos de redução apresentaram 

respostas condizente com a resposta do sistema sem redução. 

 Já na Fig. 4.3, a reposta é obtida levando em conta a configuração linear do sistema (Fig. 

4.1(b)). 

Figura 4. 3: Métodos de Redução: Força Linear – Configuração Linear 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fonte: O autor 
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Nota-se que para o caso em que são acoplados as molas lineares na viga, a resposta obtida pelos 

métodos de redução, foram as mesmas obtida pelo sistema sem redução. 

 Agora, na Fig. 4.4 é comparado a resposta obtida pelos métodos de redução para a 

configuração não linear do sistema (Fig. 4.1(c)), em que esta acoplada a viga, uma mola não 

linear. 

Figura 4. 4: Métodos de Redução: Força Linear – Configuração Não Linear 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fonte: O autor 

 

Mesmo para o sistema em que são considerados a mola não linear, os método IRS, IIRS e IRSE 

apresentaram respostas condizentes com a resposta apresentada pelo sistema sem a utilização 

dos métodos de redução.  

Nesse sentido, o uso dos métodos de redução, não provoca alterações nas respostas dos 

sistemas, visto que as respostas apresentada para a viga engastada livre, com molas lineares e 

com mola não linear sem o uso de algum método de redução, foram as mesmas exibidas levando 

em conta a aplicação dos métodos IRS, IIRS e IRSE. 

 Na Fig. 4.5, é comparado a porcentagem do tempo que cada método de redução obteve 

em comparação aos resultados de cada configuração. 
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Figura 4. 5:  Porcentagem do tempo de execução de cada método (a) Configuração Inicial – (b) Configuração Linear – (c) 

Configuração Não Linear 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fonte: O autor 

 

 De encontro aos resultados apresentados nas Figs. 4.2, 4.3 e 4.4, foi calculado a 

porcentagem do tempo de execução que cada método de redução apresentou, com relação ao 

sistema para cada configuração. Esses resultados apresentados na Fig. 4.5, em que 

notoriamente, todos os métodos apresentaram uma economia de tempo de execução 

significativa, chegando a quase 89% com o método IRSE. 

 O IRSE apresentou em todas as configurações as melhores economias de tempo, seguido 

do IIRS e por último, porém como uma boa economia de tempo, o IRS. 

 Apesar dos resultados animadores apresentados para a viga de Euler-Bernoulli, demais 

simulações serão apresentadas a seguir, a fim de comparar as respostas e verificar se ambos os 

métodos possuem a relação entre a aproximação versus tempo tão eficientes conforme os 

resultados apresentados para a viga descrita na Fig. 4.1. 

Considerando ainda a viga descrita na Fig. 4.1, na configuração inicial, linear e não 

linear, sendo que a viga está agora submetida a ação da força não linear descrita na Tabela 4.1, 
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os resultados a seguir, são referentes aos obtidos com a aplicação dos métodos IRS, IIRS e 

IRSE para esse novo sistema.  

 As respostas exibidas na Fig. 4.6, são referentes a configuração inicial sujeito a ação da 

força não linear. 

 

 Figura 4. 6: Métodos de Redução: Força Não Linear – Configuração Inicial 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fonte: O autor 

 

Para a configuração inicial, os três métodos de redução apresentaram respostas semelhantes a 

do sistema sem o uso dos métodos de redução. 

A seguir, na Fig. 4.7, considera-se a configuração linear do sistema, ou seja, são acoplada a 

vigas três molas lineares, com força não linear aplicada na extremidade da viga. 
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Figura 4. 7: Métodos de  Redução: Força Não Linear – Configuração Linear 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fonte: O autor 

 

Assim como apresentado para a configuração inicial, os métodos IRS, IIRS e IRSE exibiram 

respostas semelhantes as encontradas pelo sistema na configuração linear, sem a utilização de 

algum método de redução. 

É apresentado agora, na Fig. 4.8, as respostas obtidas pelos métodos de redução referente a 

configuração não linear, em que é acoplada na extremidade da viga, uma mola com 

característica não linear. 
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Figura 4. 8: Métodos de Redução: Força Não Linear – Configuração Não Linear 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fonte: O autor 

 

Na Fig. 4.8 pôde-se perceber que o método IRS apresentou, mesmo que pequena, uma 

discrepância em relação a sua resposta e a resposta do sistema sem a utilização de algum método 

de redução, discrepância essa não apresentada pelos método IIRS e IRSE. 

 Sobretudo, bons resultados foram alcançados pelos métodos IRS, IIRS e IRSE, quando 

foi aplicado no sistema uma força não linear, sendo condizentes as respostas obtidas por cada 

método de redução e as respostas obtidas pelo sistema sem os método de redução. 

 Na Fig. 4.9 é apresentada a porcentagem do tempo de execução de cada método de 

redução, quando comparado ao sistema na configuração inicial, na configuração linear e na 

configuração não linear. 
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Figura 4. 9: Porcentagem do tempo de execução de cada método (a) Configuração Inicial – (b) Configuração Linear – (c) 

Configuração Não Linear 

 

Fonte: O autor 

 

 Conforme pode ser visto na Fig. 4.9 todos os métodos de redução exibiram um tempo de 

execução muito menor que o apresentado pelo sistema completo.  O método IRS, dependendo 

da configuração do sistema, apresentou o tempo de execução entre 32,78% à 33,01%, chegando 

a uma economia de tempo de aproximadamente 67%. 

 O métodos IIRS, por sua vez, apresentou resultados próximos a do método IRS, cuja 

economia também foi superior a 67%.  Já o método IRSE, que foi desenvolvido neste trabalho, 

obteve uma economia de tempo de aproximadamente 87%, ou seja, gastando em média 

aproximadamente 13% do tempo de execução do sistema em cada configuração, 

proporcionando uma economia de aproximadamente 20% superior aos métodos IRS e IIRS. 

 Nas próximas simulações, considera-se a viga escalonada, conforme a Fig. 4.10. 
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Figura 4. 10:Viga Escalonada: (a) Configuração Inicial – (b) Configuração Linear – (c) Configuração Não Linear 

Fonte: O Autor 

 

A força aplicada na extremidade da viga, é do tipo linear, conforme está descrito na Tabela 4.1. 

 Os resultados utilizando os métodos de redução para a configuração inicial, é exibido na 

Fig. 4.11. 

 

 Figura 4. 11: Métodos de Redução - Força Linear – Configuração Inicial 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fonte: O Autor 
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Para a configuração inicial, obteve respostas semelhantes tanto para o sistema sem redução 

quanto utilizando os métodos IRS, IIRS e IRSE. 

 Agora, na Fig. 4.12, tais métodos foram aplicados a viga, utilizando a configuração 

linear, Fig 4.10(b). 

 

Figura 4. 12: Métodos de Redução - Força Linear - Conf.Linear 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fonte: O Autor 

 

Assim como exposto pela Fig. 4.11 para a configuração inicial, a Fig. 4.12, representando a 

configuração linear, também obteve-se bons resultados utilizando os métodos IRS, IIRS e 

IRSE. 

 Na figura seguinte, Fig. 4.13, é considerado que a viga esta acoplada com uma mola não 

linear na sua extremidade, conforme é exibido na Fig. 4.10(c), combinado com a utilização dos 

métodos de redução IRS, IIRS e IRSE. 
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Fonte: O Autor 

 

Com o acoplamento da mola com característica não linear na extremidade da viga, o método 

IRS, mesmo que de maneira sucinta, ele apresentou uma pequena variação na sua resposta, com 

relação aos demais métodos que não apresentaram essa variação, apresentando respostas 

semelhantes as obtidas pelo sistema na configuração não linear. 

 Na Fig. 4.14, é comparado a porcentagem que cada método de redução gastou para 

executar as simulações, apresentadas nas Figs. 4.11, 4.12 e 4.13. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 4. 13: Métodos de Redução - Força Linear – Configuração Não Linear 
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Figura 4. 14: Porcentagem do tempo de execução de cada método (a) Configuração Inicial – (b) Configuração Linear – (c) 

Configuração Não Linear 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fonte: O Autor 

 

 De acordo com a Fig. 4.14, quando é comparado o tempo de execução do sistema em 

cada configuração e o tempo de execução dos métodos IRS, IIRS e IRSE, percebe-se que, em 

todas as configurações o método IRSE apresentou o menor tempo de execução, ou seja, com 

maior economia de tempo, chegando à quase 84% de economia de tempo, seguido pelo método 

IIRS, com aproximadamente 69% e por último, o método IRS, cuja economia foi de quase 58%. 

 Combinando a melhor eficiência na economia do tempo, com a boa precisão apresentada 

nas respostas obtidas através do método IRSE, pode-se considerar que o enriquecimento da 

matriz de transformação sugerida pelo autor, apresentou ótimos resultados, se sobressaindo dos 

demais métodos apresentados já difundidos na literatura. 
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4.2. Placa de Reissner-Mindlin 

 

Os métodos IRS, IIRS e IRSE são aplicados para a placa de Reissner-Mindlin, submetida a ação 

de uma força linear e uma força não linear conforme cada caso apresentado a seguir. 

 As propriedades da placa e das molas utilizadas, estão descritas na Tabela 4.2.  

 

Tabela 4. 2: Forças, propriedades físicas e geométricas da placa 

G
eo

m
ét

ri
ca

s 

Comprimento (m) 0.5 

Largura (m) 0.5 

Espessura (m) 0.005 

Coeficiente de Correção 5/6 

Rigidez da Mola Linear 800 N/m 

Rigidez da Mola Não Linear 109 N/m3 

F
ís

ic
a
s 

Densidade (
3/ mKg ) 2700 

Modulo de Elasticidade (GPa) 69 

Coeficiente de Poisson 0.33 

F
o

rç
a Força Linear Força Não Linear Impulso 

)2sin(20)(1 ttf H   )160sin(20)( 2

2 tttf H   50)( tf I
 

Fonte: O Autor 

 

Na Fig.4.15, é apresentada as três configurações em que a placa será analisada, (a) placa 

engastada livre (configuração inicial), (b) placa com molas lineares em toda a extremidade 

(configuração linear), e (c) placa com molas com características não lineares (configuração não 

linear). 
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Figura 4. 15: Placa de Reissner-Mindlin sujeito a ação de uma força linear. (a) configuração inicial - (b) configuração linear- 

(c) configuração não linear 

 

 

 

 

 

 

Fonte: O Autor 

 

A comparação entre a resposta obtida para configuração inicial da placa com a aplicação dos 

métodos de redução, é apresentada na Fig. 4.16 

 

 Figura 4. 16: Métodos de Redução - Força Linear - Conf. Inicial 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fonte: O Autor 

 

Na Fig. 4.17, é apresentada as respostas obtida por cada método de redução para a placa na 

configuração linear, ou seja, com o acoplamento de molas lineares. 

(c) (b) (a) 
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Figura 4. 17: Métodos de Redução - Força Linear - Conf.Linear 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fonte: O Autor 

 

Para a Fig. 4.18, os resultados são referentes ao sistema na configuração com molas não 

lineares. 

 

Figura 4. 18: Métodos de Redução - Força Linear - Conf.Não Linear 
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Fonte: O Autor 
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 De acordo com as Figs. 4.16, 4.17 e 4.18, representando as respostas obtidas para cada 

método IRS, IIRS e IRSE, sob as diferentes configurações, sendo que todos os métodos 

apresentaram bons resultados, ou seja, suas respostas foram muito próximas das respostas 

obtidas para a placa sem a utilização de algum método de redução. 

 Na Fig. 4.19, é comparado a porcentagem que cada método de redução gastou para 

executar as simulações apresentadas nas Figs. 4.16, 4.17 e 4.18, quando comparadas com cada 

configuração do sistema. 

 

Figura 4. 19: Porcentagem do tempo de execução de cada método (a) Configuração Inicial – (b) Configuração Linear – (c) 

Configuração Não Linear 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fonte: O Autor 

 

  

 Na parte de economia de tempo, assim como as simulações apresentadas para a viga de 

Euler-Bernoulli, o método IRS foi o que apresentou a menor economia, variando de 

aproximadamente 70% à quase 83% do tempo do sistema na configuração de referência. 
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 A variação da economia de tempo para o método IIRS foi de quase 77% à 83%, no qual 

para a configuração utilizando molas não lineares, essa economia foi muito próxima da obtida 

pelo método IRS. 

 Já o IRSE, produziu excelentes resultados, apresentando as menores porcentagem de 

tempo de execução, e sua economia de tempo variou entre 85% à quase 92%. 

 A placa agora, é submetida a ação de uma força não linear, conforme apresentada na 

Tabela 4.2. 

 As mesmas configuração são mantidas, ou seja, a configuração inicial representa a placa 

engastada-livre, sujeita a ação da força não linear. Na configuração linear, leva-se em conta a 

configuração inicial, com o acoplamento de molas lineares, conforme disposição da Fig. 

4.15(b). Já a configuração não linear, representa a configuração inicial, como acoplamento de 

molas não lineares, conforme apresentado na Fig. 4.15(c). 

 Na Fig. 4.20 a resposta para configuração inicial da placa sujeito a ação da força não 

linear é apresentada na Tabela 4.2. 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fonte: O Autor 

 

 

 

Figura 4. 20: Métodos de Redução - Força Não Linear – Configuração Inicial 
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Agora, considera-se a configuração linear da placa, ou seja, com o acoplamento de molas 

lineares por toda a extremidade da placa. As respostas para esse sistema é exposta na Fig. 4.21. 

 

Figura 4. 21: Métodos de Redução - Força Não Linear - Conf. Linear 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fonte: O Autor 

 

Em seguida, considera-se a configuração não linear da placa, com o acoplamento de molas não 

lineares na extremidade da placa. As respostas para esse sistema é exposta na Fig. 4.22. 

 

Figura 4. 22: Métodos de Redução - Força Não Linear - Conf. Não Linear 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fonte: O Autor 
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Mesmo com a resposta não linear do sistema, os métodos de redução apresentaram uma boa 

qualidade nas respostas com o sistema sem a utilização dos métodos de redução, como exposto 

pelas Figs.4.20, 4.21 e 4.22. 

 Com esse objetivo alcançado, para as três configurações da placa, deve-se então comparar 

a porcentagem do tempo de execução de cada método. 

 Na Fig. 4.23, são apresentados a porcentagem do tempo de execução de cada método. 

 

Figura 4. 23: Porcentagem do tempo de execução de cada método (a) Conf.Inicial – (b) Conf.Linear – (c) Conf.Não Linear 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fonte: O Autor 

  

 De acordo com a Fig. 23, o método IRS, apresentou a maior porcentagem de tempo de 

execução, contudo a sua economia de tempo é menor que os métodos IIRS e IRSE, variando de 

aproximadamente 72% à 80% do tempo da configuração do sistema. 

 O IIRS já apresentou resultados melhores que o método IIRS, com uma economia de 

tempo de aproximadamente 83%. 
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 O melhor resultado foi apresentado pelo método IRSE, onde essa economia de tempo 

chegou à quase 90% do tempo, isso para a configuração inicial (Fig. 4.23(a)), e nas demais 

configurações, essa economia girou em torno de 88% (configuração linear (Fig. 4.23(b)) e 89% 

(configuração não linear (Fig.4.23(c)).  

 

 

4.3. Viga com Não Linearidade Geométrica 

 

 

 Os bons resultados apresentados nas seções 4.1 e 4.2, demostraram que para sistemas 

lineares e com não linearidade localizada, os métodos IRS, IIRS e IRSE podem desempenhar 

um papel importante para a obtenção de resultados precisos em um intervalo de tempo de 

execução menor. Agora, os métodos de redução são aplicados a viga com não linearidade 

geométrica. 

 A principal diferença entre essa aplicação e as demais nas seções anteriores, é que a não 

linearidade geométrica faz com que a matriz de rigidez seja atualizada a cada passo de tempo, 

desse modo, torna-se mais difícil à aplicação dos métodos de redução para esse tipo de 

problema. 

 As simulações apresentadas a seguir, foram executas em ambiente Matlab®, utilizando o 

método de Newmark combinado com Newton Rapshon (GAVIN, 2014; RAO, 2008; 

CHOPRA, 1995), como descrito no Algoritmo 4.2, com passo de tempo de 0001.0t , os 

parâmetros  e   de Newmark com valores de 0.5 e 0.25 respectivamente. As configuração 

da máquina utilizada para a execução das simulações foram: Notebook Dell com processador 

Intel Core i7, HD de 1 Tera e memória Ram de 8Gb, com placa de vídeo dedicada AMD Reodon 

M265 de 2GB. 
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Algoritmo 4. 2: Método de Newmark com Newton Raphson utilizando métodos de redução em sistema com não linearidade 

geométrica 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fonte: O Autor 

 

Os dados utilizados para as simulações, são apresentados na Tabela 4.3. 

  

Tabela 4. 3: Forças, propriedades físicas e geométricas da viga 

 

P
ro

p
ri

ed
ad

es
 

G
eo

m
et

ri
a Comprimento (m) 2.5 

Largura (m) 0.1 

Espessura (m) 0.04 

F
ís

ic
a
s 

                                                           Alumínio Acrílico 

Densidade (
3/ mKg ) 2700 1130 

Modulo de Elasticidade (GPa) 69 3.24 

F
o

rç
as

 

Força Linear 

)sin()( tFtf        















N
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N

N
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Fonte: O Autor 
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 Pode-se notar, que antes do cálculo da matriz de rigidez geométrica, o vetor reduzido de 

deslocamento retorna ao seu tamanho original, assim, o cálculo dessa matriz é feito com base 

nos deslocamentos globais, e não nos deslocamentos reduzidos. 

Primeiramente, os métodos IRS, IIRS e IRSE são aplicados a modelagem não linear para o 

Alumínio, conforme apresentada na Fig. 4.24. 

 

 Figura 4. 24: Métodos IRS, IIRS e IRSE aplicados a viga de Alumínio com não linearidade geométrica – (a) F=1N  (b) 

F=10N  (c) F=50N (d) F=100N 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fonte: O Autor 
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Na Fig. 4.25 os resultados são referentes a porcentagem do tempo de execução de cada método 

de redução, quando comparado ao tempo do sistema inicial da viga, aplicada as diferentes 

amplitudes de força. 

 

 

 Figura 4. 25: Métodos IRS, IIRS e IRSE aplicados a viga de Acrílico com não linearidade geométrica – (a) F=-1N¬ - (b) F=-

10N – (c) F=-50N – (d) F=-100N 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fonte: O Autor 

 

 Como foi apresentado nas seções 4.1 e 4.2 os métodos IRS, IIRS e IRSE apresentaram 

bons resultados, tanto quando observa-se a curva resposta do sistema reduzido quando a tanto 

para quando se observa a curva do sistema original, além de uma economia de tempo, superior 

a 59% para o IRS, 67 para o IIRS e 87% para o IRSE, dependendo da simulação. 

 A modelagem não linear, devido a grandes deslocamentos, não teve grande influência 

para a viga de alumínio, conforme evidenciado no capítulo 3, na seção 3.2, dessa maneira, à de 

se esperar, que se obtenha bons resultados através dos métodos de redução, pois como visto na 

seção 4.1 e 4.2, para sistemas lineares e para sistemas com não linearidade localizada, ambos 

os métodos apresentaram tanto uma boa aproximação da curva resposta, quanto uma economia 

de tempo considerável. 

 Sendo assim, conforme representa a Fig. 4.24 (a), (b), (c) e (d), no qual a viga é submetida 

a uma força harmônica com diferentes amplitudes, os métodos IRS, IIRS e IRSE apresentam 
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bons resultados quanto a aproximação da curva resposta, sendo em ambos os casos, próximas 

do sistema original.  

 A economia de tempo apresentada por esses métodos, se reduz a medida que a amplitude 

da força é aumentada, conforme apresenta a Fig. 4.25. 

 Sendo que o método IRS, apresentou uma economia de tempo variando entre 22% à quase 

40%. Já o método IIRS apresentou melhores economias de tempo, variando entre 36% à quase 

48%. A melhor economia de tempo apresentada, foi através do método IRSE, variando de 42% 

à pouco mais de 55%. 

 Agora, os método IRS, IIRS e IRSE são aplicados a viga de Acrílico, submetida a força 

harmônica linear, variando as amplitudes da mesma. 

Figura 4. 26: Métodos IRS, IIRS e IRSE aplicados a viga de Acrílico com não linearidade geométrica – (a) F=1N  (b) F=10N  

(c) F=50N (d) F=100N 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fonte: O Autor 
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No capítulo 3, na seção 3.2.1, foi evidenciada a importância da modelagem não linear sobre a 

modelagem linear, principalmente para a viga de Acrílico. 

 Nesse sentido, a modelagem não linear devido a grandes deslocamentos, a matriz de 

rigidez devido a não linearidade geométrica deve ser atualizada a cada passo de tempo, fazendo 

com que o tempo para executar cada simulação seja muito maior do que quando se considera a 

modelagem linear. 

 Nos resultados apresentados na Fig. 4.26 a técnica utilizada para se obter bons resultados 

tanto em relação a qualidade das respostas como na economia de tempo, utiliza o vetor dos 

deslocamentos completos para efetuar o cálculo da matriz de rigidez devido a não linearidade, 

de forma que a essa matriz de rigidez é montada para o sistema global a cada passo de tempo e 

logo em seguida, ela é reduzida e somada a matriz de rigidez reduzida da viga. 

 Dessa maneira, tanto para a viga de Alumínio quanto para a viga de Acrílico, as respostas 

obtidas através dos métodos de redução, foram precisas quando comparadas com as respostas 

dos sistemas sem o uso dos métodos de redução. 

 Na Fig. 4.27 os resultados são referentes a porcentagem do tempo de execução de cada 

método de redução, quando comparado ao tempo do sistema inicial da viga, aplicada as 

diferentes amplitudes de força. 

 

Figura 4. 27: Porcentagem do tempo de execução para a viga de Acrílico- (a) F=1N  (b) F=10N  (c) F=50N  (d) F=100N 
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 Embora os cálculos da matriz de rigidez geométrica esteja sendo calculada com relação 

aos deslocamentos globais, os métodos de redução IRS, IIRS e IRSE apresentaram uma boa 

economia de tempo, conforme apresentado na Fig. 4.27. 

 Assim como nas demais simulações, o método IRS obteve a menor economia de tempo, 

variando de 23,21% à 38%. O método IIRS apresentou uma economia de 36,47% à 42%, 

dependendo da amplitude da força aplicada no sistema. 

 Já o método proposto nessa dissertação, o IRSE, apresentou uma economia de 47,42% à 

52%, ou seja, o método além de proporcionar uma boa qualidade nas respostas, também 

apresentou uma grande economia de tempo. 

 O Algoritmo 4.3 representa a utilização do método de Newmark com Newton Raphson 

no qual a matriz de rigidez geométrica é calculada levando em conta os deslocamentos 

reduzidos. 

 

Algoritmo 4. 3: Método de Newmark com Newton Raphson utilizando redução de modelos em sistema com não linearidade 

geométrica 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fonte: O Autor 
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 Na Figura 4.28, apresenta os resultados do sistema levando em consideração o Algoritmo 

4.3, em que as matrizes estão em sua forma reduzida, ou seja, o cálculo da matriz de rigidez 

devido a não linearidade geométrica também é calculada com base nos deslocamentos 

reduzidos. 

 

Figura 4. 28: Métodos IRS, IIRS e IRSE aplicados a viga de Acrílico com não linearidade geométrica, cuja o cálculo da 

matriz de rigidez devido a não linearidade leva em conta os deslocamentos reduzidos (a) F=1N (b) F=10N  (c) F=50N  (d) 

F=100N 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fonte: O Autor 

 

  De acordo com a Figura 4.28 nenhum método de redução apresentou bons resultados 

para a viga com não linearidade geométrica. De fato, na Figura 4.28(a), os métodos apresentam 
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(c) (d) 



110 

 

bons resultados devido, porém a força utilizada na estrutura foi de 1N, ou seja, a resposta 

apresentada para a viga com não linearidade geométrica é a mesma resposta apresentada pela 

viga sem a não linearidade geométrica, pois para pequenas amplitudes de força, o efeito da 

modelagem não linear pode ser desprezada. 

 A medida em que a amplitude da força aumenta, mais importante se torna a modelagem 

não linear, e como apresentado na Figura 4.28(b), (c) e (d), nenhum método apresentou bons 

resultados.  

 Na Figura 4.29, é apresentado a porcentagem do tempo de execução de cada método de 

redução referente as simulações apresentadas na Figura 4.28. 

 

Figura 4. 29: Porcentagem do tempo de execução para a viga de Acrílico levando em conta que a matriz de rigidez devido a 

não linearidade geométrica é calculada com os deslocamentos reduzidos- (a) F=1N  (b) F=10N (c) F=50N  (d) F=100N 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fonte: O Autor 

 

 Na economia de tempo, todos os métodos apresentaram ótimos resultados, visto que de 

acordo com a Figura 4.29, a economia de tempo foi superior à 67% para o IRS, 78% para o 

IIRS e 86% para o método IIRS. 

 Nota-se que o método IRSE para o caso da força de 100N, não proporcionou nenhuma 

resposta (Figura 4.28(d)), pois o mesmo não convergiu, atingindo a quantidade de iterações 

máxima dentro do método de Newmark combinado com Newton Raphson. 
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 Com os resultados apresentados na Figura 4.28, a utilização do vetor de deslocamentos 

reduzidos para o cálculo da matriz de rigidez devido a não linearidade não apresenta resultados 

eficientes, deve-se calcular essa matriz, levando em conta os deslocamentos globais do sistema. 

 A principal desvantagem da técnica em que se utiliza o vetor de deslocamento do tamanho 

global é que uma porcentagem da economia de tempo (em torno de 30% a 40%) é sacrificada. 

Esse sacrifício na economia de tempo é feito para que o cálculo da matriz de rigidez devido a 

não linearidade geométrica seja calculada, de forma que os métodos IRS, IIRS e IRSE 

apresentem respostas precisas, conforme apresentado na Fig.4.26 (a), (b), (c) e (d), sendo que 

em todos os casos, para as diferentes amplitudes de força aplicadas, todos os métodos 

apresentaram a curva resposta muito próximas das encontradas pelo sistema original sem 

redução. 

 Mesmo sacrificando de 30% à 40% da economia de tempo, os resultados apresentados na 

Fig. 4.27 (a), (b), (c) e (d), demostra que todos os métodos apresentaram uma economia de 

tempo satisfatória, diminuindo a medida em que a amplitude da força é aumentada. 

  Na literatura, muitos autores reforçam as vantagens da aplicação de métodos de redução 

em sistemas lineares, e a partir dos resultados apresentados nesse capítulo, as vantagens se 

estende também para os sistemas com não linearidade localizada e sistemas com não linearidade 

geométrica. 
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CONCLUSÃO  
 

 

 A modelagem de sistemas mecânicos envolvendo elementos de viga e placa, tem grande 

contribuição para modelagem de sistemas mais complexos, como rotores, estruturas 

automobilísticas, telhados entre outras. 

 A modelagem através do método dos elementos finitos, possibilita a expansão no leque 

de estruturas a ser modelada, visto que a resposta por meios analíticos não é possível em muitos 

casos. 

 Na nova conjuntura da modelagem de sistemas não lineares, iniciou-se este estudo 

apresentando a modelagem de uma viga de Euler-Bernoulli e uma placa de Reissner-Mindlin 

com não linearidade localizadas, utilizando elementos de molas com características não 

lineares. 

 Em todas as simulações, a aplicação da mola com característica não linear apresentou 

melhores resultados do que a aplicação de molas lineares, para a atenuação de vibração do 

sistema. 

 Outro tipo de não linearidade foi estudada, a não linearidade geométrica, utilizando dois 

tipos de materiais, o alumínio e o acrílico, demostrando que para o material menos rígido 

(acrílico), mesmo sob a ação de forças com menores amplitudes, a modelagem não linear tem 

grande influência na resposta. Já para o caso do alumínio, sob forças com amplitudes menores, 

a modelagem não linear não apresentou divergência com a modelagem linear. 

 A medida que a amplitude da força crescia, mais a modelagem não linear influenciava na 

resposta. 

 O tempo de execução das simulações é um aspecto importante de qualquer projeto, nesse 

sentido, foi estudado dois métodos de redução, o IRS e o IIRS. Para melhora a economia de 

tempo e manter uma boa qualidade nas respostas, foi proposto o método de redução o IRSE, no 

qual a matriz de transformação do método IRS é modificada, enriquecendo-a com alguns 

autovetores selecionados, sendo esta a principal contribuição desta dissertação, em que tanto 

para sistemas lineares e não lineares, o método IRSE apresentou a melhor economia de tempo 

dentre os métodos estudados. 
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 A aplicação dos métodos IIRS e IRSE, apresentaram em todos os casos, uma boa 

aproximação com o sistema inicial, se sobressaindo o método IRSE, com uma economia de 

tempo de superior à 87%, dependendo da simulação. 

 Já o método IRS, em alguns casos, não obteve uma boa aproximação com o sistema 

inicial, porém a economia de tempo, é consideravelmente razoável, superior à 59%, dependendo 

da simulação. 

 Com a utilização dos métodos IRS, IIRS e IRSE para sistemas com não linearidade 

geométrica, bons resultados foram alcançados, tanto em aproximação da resposta quanto para 

a economia de tempo, mesmo a matriz de rigidez devido a não linearidade geométrica sendo 

calculada em relação aos deslocamentos globais e não em relação aos deslocamentos reduzidos 

(quando não obteve resultados eficientes). 

 Os resultados apresentados em todo o texto, foram apresentados em diferentes 

congressos, nos quais destacam-se os seguintes artigos: 

Model Reductions Methods Applied of Nonlinear Mechanical Systems -  23rd ABCM 

International Congress of Mechanical Engineering – COBEM 2015 dos autores: Fonseca 

Júnior, L. A; Gonçalves, D. F; de Lima, A. M. G; Borges, R. A 

Study and Comparison of Reduction Methods of Mechanical Systems - 23rd ABCM 

International Congress of Mechanical Engineering – COBEM 2015, dos autores: D. F. 

Gonçalves, L. A. Fonseca Jr., R. A., Borges, A. M. G. de Lima. 

Reduction Model Methods Applied of Mechanical Nonlinear System - XXXVI Iberian Latin 

American Congress on Computational Methods in Engineering, CILAMCE 2015, dos autores: 

D. F. Gonçalves, L. A. Fonseca Jr., S. M. F. de Rezende, R. A. Borges, A. M. G. de Lima. 

Métodos de Redução de Modelos, Aplicados a Sistemas com Não Linearidade Localizada - 

Congresso Nacional de Matemática Aplicada à Industria (CNMAI), Encontro Regional de 

Matemática Aplicada e Computacional (ERMAC) e Semana de Matemática Industrial (SeMI), 

dos autores Fonseca Júnior, L. A; Gonçalves, D. F; Borges, R. A; de Lima, A. M. G. 

Técnicas de Redução de Modelos Aplicadas à Análise de Estruturas Mecânicas - Congresso 

Nacional de Matemática Aplicada à Industria (CNMAI), Encontro Regional de Matemática 

Aplicada e Computacional (ERMAC) e Semana de Matemática Industrial (SeMI), dos autores: 

D. F. Gonçalves, L. A. Fonseca Jr., R. A., Borges, A. M. G. de Lima 
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 Além dos artigos publicados em congressos nacionais e internacionais, dois artigos estão 

em fase final de preparação, para ser submetidos a duas revistas internacionais, com conceito 

A1 e A2. 

 Para trabalhos futuros, pretende-se estudar a aplicação dos métodos de redução em 

estruturas mais complexas, com aplicação em aeronáutica, (placas sujeita a grandes 

deslocamentos, painéis, cascas, entre outros). 
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