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RESUMO
FREITAS, C. M. F. . DIMENSIONAMENTO DE EQUIPES DE TRABALHO POR MEIO DE MODE-

LOS PROBABILÍSTICOS. 2018. 123 f. Dissertação (Mestrado em Modelagem e Otimização) –

Unidade Acadêmica Especial de Matemática e Tecnologia, Universidade Federal de Goiás –

Regional Catalão, Catalão – GO.

O presente trabalho tem como objetivos: modelar um sistema de produção com três uni-

dades fabris, de modo a permitir o dimensionamento ideal de mantenedores, e a realização

de uma análise de sensibilidade para avaliar a confiabilidade dos resultados obtidos pelo

mesmo modelo. Um processo de quase nascimento e morte (Quasi-Birth-and-Death - QBD)

é utilizado para modelar as unidades produtivas, e por meio dos geradores infinitesimais,

são obtidas as probabilidades de entrada para o código desenvolvido. Geralmente as orga-

nizações definem suas equipes de mantenedores de forma empírica, fato que pode com-

prometer as estratégias organizacionais. Sendo assim, o código oferece auxílio na tomada

de decisões destes profissionais. Deste modo, foram modeladas três unidades de produção

X, Y e Z e realizado o dimensionamento mínimo de mantenedores que cada unidade deve

ter. Observou-se que a unidade X com no mínimo dois mantenedores proporciona 70% de

probabilidade de permanecer em funcionamento, a unidade Y com três, proporciona 76%,

e a unidade Z, com um mantenedor, possibilita 80%. Por meio da análise de sensibilidade,

notou-se que ao perturbar o gerador infinitesimal os valores de probabilidade de funcio-

namento tendem a se aproximar de 100% à medida que se acrescenta um mantenedor, no

entanto, quando se acrescenta o quarto mantenedor, existe pouca variação no sistema. Já

em relação ao tempo, quando se estressa o sistema por meio do crescimento da variável ale-

atória t , a confiabilidade dos resultados tende a diminuir, sendo que com um mantenedor,

a probabilidade de funcionamento cai consideravelmente ao longo do tempo, e em contra-

partida, com quatro mantenedores, a permanência de estado de funcionamento tende a ser

duradoura.

Palavras-chaves: Sistemas de produção, Processo de quase nascimento e morte, Demanda,

Estratégias organizacionais.





ABSTRACT
FREITAS, C. M. F. . Monography Template. Master in Modeling and Optimization. 2018. 123 f.

Master Thesis in Modelling and Optimization – Unidade Acadêmica Especial de Matemática

e Tecnologia, Universidade Federal de Goiás – Regional Catalão, Catalão – GO.

This work proposes the modeling of a production system with three manufacturing units, in

order to allow the optimal dimensioning of maintainers and the accomplishment of a sen-

sitivity analysis that allows to evaluate the reliability of the obtained results. A Quasi-Birth-

and-Death (QBD) process is used to model the productive units, and through infinitesimal

generators, the input probabilities for the developed code are obtained. Organizations usu-

ally define their supporter teams empirically, which can compromise organizational strate-

gies. Thus, the code offers assistance in the decision making of these professionals. Thus,

three production units X, Y and Z were modeled and the minimum dimensioning of main-

tainers that each unit had to be performed. Thus, the X unit with two maintainers provides

a 70% probability of remaining in operation, the Y unit with three provides 76%, and finally,

the Y unit with only one maintainer allows an 80% chance of remaining in operation. By me-

ans of the sensitivity analysis, it was noticed that when disturbing the infinitesimal generator

the values of probability of operation tend to approximate to 100% whereas a maintainer is

added, however, when the fourth maintainer is added, there is little variation in the system.

However, when the system is stressed by the growth of the random variable t, the reliability of

the results tends to decrease, whereas with a maintainer, the probability of functioning falls

considerably over time, and in contrast, with four maintainers, the permanence of operating

state tends to be distant.

Keywords: Production systems, Quasi-Birth-and-Death process, Demand, Organizational

strategies.
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Capítulo 1

INTRODUÇÃO

O desempenho de sistemas de produção se tornou uma questão significativa no que

se refere à estratégia de atendimento à demanda. O êxito ou insucesso de uma operação fa-

bril estará vinculado aos objetivos preestabelecidos pela organização. Logo, as técnicas para

avaliar e prever o desempenho de um sistema produtivo ganham atenção desde os anos de

1900, sendo que tal período foi influenciado pela administração clássica e o crescimento da

inovação nos setores de energia, siderurgia, indústria automobilística e outros (MARSUDI,

2010; POLIZELLI; RUIZ JÚNIOR, 2011).

Até os anos de 1970, as técnicas para análise de desempenho de sistemas estavam

vinculadas à teoria das filas, sendo que a mesma forneceu uma gama de fórmulas que pos-

sibilitaram a avaliação de diversos modelos como o M/M/1, M/D/1 e M/M/s (OSOGAMI,

2005). Entretanto, quando se analisa sistemas como: (i ) flow shop flexível (ZHANG; CHEN;

MAO, 2016), (i i ) Job shop (SILVA; MORABITO, 2007) e (i i i ) máquinas com roubo de ciclo

(OSOGAMI; HARCHOL-BALTER; SCHELLER-WOLF, 2005) se faz necessária a utilização de

modelos de maior complexidade, dentre eles, os modelos de probabilidade.

Dentre os modelos de probabilidade, destacam-se os modelos markovianos, sendo os

mesmos modelos estocásticos que representam um conjunto de transições aleatórias, nas

quais o estado futuro não depende de todo o histórico percorrido, apenas do estado atual

(memoryless) (KLEINROCK, 1975; TIER, 2017). Quando aplicados aos sistemas de produ-

ção, utiliza-se o termo cadeias de Markov, haja vista que tal cadeia representa as transições

aleatórias em um conjunto de estados discretos.

Todavia, vale ressaltar que o uso de modelos de probabilidade não se restringe aos

ambientes relacionados à manufatura, sendo que suas aplicações são diversas e podem estar

associadas às áreas de comunicação, análise de sistemas de informática, análise física em

nano escala com influência da observação e outros (KAMPEN, 2006; GALLAGER, 2013)

No que tange a modelagem de sistemas de produção por cadeias de Markov, acentua-

se o processo de quase nascimento e morte (Quasi-Birth-and-Death - QBD). O QBD se trata
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de uma extensão do processo de nascimento e morte, sendo que além das transições entre

estados adjacentes, possibilita transições dentro do mesmo estado (OST, 2001).

Esta transição adicional possibilita maior representatividade de situações reais, como

por exemplo, servidores em sequência com buffers finitos (BAUMANN; SANDMANN, 2017),

produtos com operações distintas dentro de uma mesma planta (LEEUWAARDEN; WINANDS,

2006) e um modelo que estime o número de peças de reposição reparáveis em uma máquina

(SALES; MORALES, 2011). Sendo assim, o processo QBD é conhecido pela sua versatilidade

quanto à modelagem de sistemas e quanto à sua capacidade de análise numérica.

Deste modo, o presente trabalho tem como objetivos: modelar um sistema de pro-

dução com três unidades fabris, de modo a permitir o dimensionamento ideal de mantene-

dores, e a análise de sensibilidade para avaliar a confiabilidade dos resultados obtidos pelo

mesmo modelo.

1.1 Roteiro

Esta dissertação é dividida em seis etapas, sendo elas:

(i) Conceitos fundamentais: os conceitos fundamentais abordam os conhecimentos clás-

sicos referentes aos estudos de Teoria das Fila. De forma geral, esta seção propicia os

conhecimentos básicos relacionados aos componentes de uma fila e suas respectivas

variáveis, assim como, exemplos de modelos clássicos;

(ii) Da seção 2.6 a 2.8.1: é feita uma transição entre a teoria clássica e os modelos de pro-

babilidade, dada a necessidade de representar sistemas de produção de maior com-

plexidade;

(iii) Modelos de probabilidade: (i ) inicialmente é feita uma reflexão sobre a modelagem

matemática de modelos probabilísticos, (i i ) são apresentados conceitos fundamen-

tais sobre modelos markovianos, (i i i ) é apresentado o processo de quase nascimento

e morte e seu respectivo método de resolução e por fim (i v) foi desenvolvido um exem-

plo numérico como base do trabalho proposto.

(iv) Resolução do problema de dimensionamento de mantenedores das três unidades fa-

bris;

(v) Análise de sensibilidade;

(vi) Conclusões.
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Capítulo 2

Teoria das Filas - Abordagem Clássica

2.1 Conceitos Fundamentais

As filas surgem em distintas situações, sejam em sistemas de produção ou de ser-

viço. Dentre vários exemplos, pode-se citar: produtos em espera para serem processados

em máquinas ou estações de trabalho; pessoas no aguardo para serem atendidas em hos-

pitais; aviões em espera para pousar; navios em espera para descarregar em portos e soli-

citações de clientes remotos a serem processados em sistemas virtuais através de redes de

computadores (ARENALES et al., 2007; TAHA, 2008; PRADO, 2009).

Por meio da utilização de algumas medidas de desempenho, tais quais, o compri-

mento médio de uma fila, ritmo médio de chegadas e o intervalo médio entre chegadas, o

estudo de filas possibilita a quantificação do evento de espera. O primeiro estudo de filas

foi desenvolvido por A.K. Erlang em 1908, aplicado ao problema de redimensionamento de

centrais telefônicas (ARENALES et al., 2007; TAHA, 2008; PRADO, 2009).

As filas existentes em sistemas modernos são dispendiosas para as organizações pois

aumentam estoques, comprometem o capital de giro, diminuem os espaços de trabalho e

aumentam o risco da má qualidade do produto ou atendimento. Geralmente elas se for-

mam no momento em que a demanda excede a capacidade do sistema que fornece o ser-

viço, e também, porque a taxa de chegadas de clientes não é constante. Vale salientar que o

ideal seria a inexistência de filas, no entanto, esta situação pode se tornar inviável financei-

ramente (ARENALES et al., 2007; TAHA, 2008; PRADO, 2009; MOREIRA, 2010). Uma alterna-

tiva à redução das filas seria o uso de atendimento agendado no caso de serviços ou o uso de

Kanban em sistemas de produção.

2.2 Elementos de um Modelo de Filas

Os personagens principais em um sistema de filas são os clientes e os servidores. De

acordo com a Figura 2.1, observa-se que as caixas são oriundas de uma população ou fonte,



28 Capítulo 2. Teoria das Filas - Abordagem Clássica

que ao estarem disponíveis para o serviço de transporte (container), formam uma fila sobre

a esteira. Como produto desta ação, tem-se uma situação de espera (ARENALES et al., 2007;

TAHA, 2008; PRADO, 2009).

Figura 2.1 – Elementos de uma fila.

Fonte: o autor.

O tamanho de uma população pode ser considerado infinito ou finito. Na população

infinita, as chegadas são abundantes e independentes, como por exemplo: telefonemas que

chegam em uma central telefônica e as chegadas de clientes à uma estação de metrô. No que

se refere as populações finitas, suas chegadas são ditas dependentes e fornecem clientes de

maneira limitada. Por exemplo, pode-se considerar, a população de três caminhões que

buscam minério em uma mina (TAHA, 2008; PRADO, 2009).

Outro importante aspecto é a dependência. Levando em consideração dois eventos

A e B , entende-se que A é dependente ou condicionado a B , caso a ocorrência de B torne

conhecida a probabilidade de ocorrência de A (CHWIF; MEDINA, 2015). Por exemplo, con-

sidere um espaço amostral S, composto por 4 peças, duas perfeitas e duas defeituosas. Dado

que ocorreu a chegada de uma peça defeituosa na estação de trabalho, a probabilidade de

chegar outra peça defeituosa é de aproximadamente 33%. Já a probabilidade de chegar uma

peça perfeita é maior, sendo de aproximadamente 67%.

O processo de chegada de peças é representado pelo ritmo médio de chegadas (exem-

plo: 10 peças por minuto) e o intervalo médio entre chegadas (exemplo: 5 segundos entre

chegadas). Vale destacar que tanto o ritmo médio de chegadas quanto o intervalo médio

entre chegadas são valores médios que representam apenas o comportamento geral do sis-

tema, o que implica considerar variações ao longo do tempo (TAHA, 2008; PRADO, 2009).

Já o processo de atendimento é representado pelo ritmo médio de atendimento (exem-

plo: 5 peças processadas por minuto) e pelo tempo ou duração média do atendimento ou

serviço (exemplo: 15 segundos por peça). Assim como no processo de chegada, o processo

de atendimento raramente é regular (TAHA, 2008; PRADO, 2009).

Em um sistema de filas, os clientes ou peças podem ser atendidos ou processados

conforme alguns critérios, estes critérios são categorizados de acordo com a disciplina da
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fila, entre as principais, destacam-se:

(i) Primeiro a chegar, primeiro a ser atendido (FIFO – First In First Out).

(ii) Último a chegar, primeiro a ser atendido (LIFO – Last In First Out).

(iii) Serviço em ordem aleatória (SIRO – Service In Random Order).

(iv) Disciplina genérica de atendimento (GD – Generic discipline).

Apesar das disciplinas preestabelecidas em algumas situações, podem ocorrer even-

tos com base em prioridades, como por exemplo: serviços de urgência em uma oficina para

um cliente diferenciado (TAHA, 2008; PRADO, 2009; CHWIF; MEDINA, 2015).

Já em relação ao tamanho da fila, frisa-se algumas medidas de desempenho como: ta-

manho médio da fila; tamanho máximo da fila (exemplo: a quantidade de cadeiras em uma

barbearia) e; tempo médio de espera (Somatória dos tempos de atendimento dos clientes

à frente). Assim como as populações, as filas também podem ser finitas, como um buffer

limitado entre processos de produção, ou infinitas, como em serviços de mala direta (TAHA,

2008; PRADO, 2009).

2.3 Variáveis Aleatórias Fundamentais

Dentre as particularidades pertencentes ao estudo de filas, ressalta-se as característi-

cas de suas variáveis, sendo elas de cunho aleatório. Ao se associar a probabilidade de ocor-

rência de um evento a um espaço amostral S, assume-se que uma variável aleatória X pode,

probabilisticamente, assumir valores distintos. No entanto, por maior que seja a probabili-

dade de ocorrência do evento, não é possível garantir o acontecimento do mesmo, fato que

não impede a formação de um valor médio (TAHA, 2008; DOWNING; CLARK, 2011; CHWIF;

MEDINA, 2015).

Sendo a média conhecida, os eventos aleatórios formam um comportamento espe-

cífico em torno da mesma, o que caracteriza uma distribuição de probabilidade de X , que

por sua vez, demonstra como suas probabilidades de ocorrência se distribuem em torno do

intervalo [0,1] (PRADO, 2009; DOWNING; CLARK, 2011; CHWIF; MEDINA, 2015).

As variáveis aleatórias podem ser classificadas de duas maneiras: (i ) variável aleatória

discreta – todos os possíveis valores da variável aleatória X são finitos, ou seja, seus valores

esgotam o espaço amostral S e (i i ) variável aleatória contínua – a variável aleatória X pode

assumir qualquer valor de um intervalo, havendo infinitas possibilidades. De forma geral, a

variável aleatória discreta pode ser representada por um histograma, já a variável aleatória

contínua, por uma função densidade de probabilidade (MOREIRA, 2010; CHWIF; MEDINA,

2015).
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Dada as características das variáveis, existe um conjunto de fórmulas matemáticas

que permitem calcular algumas das respostas quistas por um pesquisador ou proprietário de

um ambiente constituído por filas. Porém, é necessário que o sistema estudado seja estável,

ou seja, que haja estabilidade tanto no fluxo de chegada quanto no processo de atendimento.

Caso não haja estabilidade é preciso recorrer à simulação de sistemas. Já que o processo

analítico se torna complexo (FREITAS FILHO, 2001; PRADO, 2009)

Para exemplificar a aplicação das variáveis fundamentais, considere a Figura 2.2, onde

é possível observar um sistema estável, no qual clientes chegam e entram em fila, havendo

um servidor c para atendê-los. O ritmo médio de chegada e o ritmo médio de atendimento

são respectivamente representados pelas letras gregas λ e µ. As demais variáveis da Figura

2.2 são definidas no Quadro 2.1.

Figura 2.2 – Localização das variáveis.

Fonte: o autor.

As demais variáveis representadas na Figura 2.2, são ilustradas e definidas no Quadro

2.1.
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Variáveis Definição
Variáveis referentes ao sistema

TS Tempo médio de permanência no sistema
NS Número médio de clientes no sistema

Variáveis referentes ao processo de chegada
λ Ritmo médio de chegada
IC Intervalo médio entre chegadas

Por definição: IC = 1
λ

Variáveis referentes à fila
TF Tempo médio de permanência na fila
NF Número médio de clientes na fila

Variáveis referentes ao processo de atendimento
TA Tempo médio de atendimento ou serviço
c Capacidade de atendimento ou quantidade de serviço

NA Número médio de clientes que estão sendo atendidos
µ Ritmo médio de atendimento de cada atendente

Por definição: T A = 1
µ

Fonte: Adaptado de (PRADO, 2009).

Quadro 2.1 – Variáveis randômicas fundamentais.

2.4 Fórmula de Little

De acordo com Chwif e Medina (2015), a fórmula de Little pode ser aplicada em di-

versos sistemas de filas em estado estacionário. Chwif e Medina (2015) afirma que a fórmula

de Little pode ser definida de acordo com a Equação 2.1.

N S =λ ·T S (2.1)

Sendo que equação 2.1 pode estar em função do número esperado de clientes na fila

e do tempo médio de espera, como apresentado na Equação 2.2

N F =λ ·T F (2.2)

Ou em função do número médio de clientes em atendimento e do tempo médio de

atendimento, de acordo com a Equação 2.3:

N A =λ ·T A (2.3)

2.4.1 Modelo de nascimento e morte

O modelo de nascimento e morte pode ser tratado sob duas perspectivas, a saber: (i )

nascimento puro: onde somente chegadas são permitidas (exemplo: Emissão de certidões
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de nascimento) e (i i ) morte pura: onde só podem ocorrer partidas (exemplo: A retirada alea-

tória de uma peça do estoque, sem reposição). Diante deste fato, a distribuição exponencial

é utilizada para descrever o intervalo de tempo entre chegadas (em modelo de nascimento

puro) e o intervalo de tempo entre partidas (em modelos de morte pura) (ARENALES et al.,

2007; TAHA, 2008).

Existe uma inerente relação entre a distribuição exponencial e a distribuição de Pois-

son, na qual assume-se que uma distribuição define a outra automaticamente. Enquanto

a distribuição exponencial é contínua, a distribuição de Poisson é caracterizada como dis-

creta. Dito isto, diante de um mesmo experimento, existem duas concepções diferentes, não

obstante, complementares (ARENALES et al., 2007; TAHA, 2008; PRADO, 2009). Conforme

segue a Figura 2.3.

Figura 2.3 – Relação Poisson e exponencial.

Fonte: o autor.

A Figura 2.3 descreve a chegada de carros em uma área de pedágios. As chegadas

formam o ritmo e à frequência pela qual carros chegam no sistema ao longo de um tempo τ.

Dado um evento discreto, esta situação é representada pela distribuição de Poisson. Todavia,

percebe-se que por conta das chegadas, formam-se intervalos de tempo entre as mesmas

(τ1, τ2 e τ3), que por sua vez, são compreendidos pela distribuição exponencial (ARENALES

et al., 2007; TAHA, 2008; PRADO, 2009).

Na Tabela 2.1, expõe-se de forma resumida, a relação da distribuição exponencial com

a distribuição de Poisson.
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Tabela 2.1 – Resumo de relações entre a distribuição de Poisson e a Exponencial – Pesquisa Operacional.

Exponencial Poisson

Variável aleatória Tempo entre chegadas Número de chegadas, n, durante um período especificado T
Faixa t ≥ 0 n = 0,1,2, · · ·

Função densidade probabilidade f (t ) =λ ·e−λt , t ≥ 0 Pn(T ) = (λT )n ·e−λt

n! ,n = 0,1,2, · · ·
Valor médio 1

λ
unidades de tempo λT chegadas durante T

Fonte: o autor.

2.5 A notação de Kendall

Arenales et al. (2007) afirmam que os sistemas de fila podem variar de acordo com as

especificidades do processo, dentre algumas variações, observa-se:

• Fila única e um servidor.

• Filas única e múltiplos servidores em paralelo.

• Múltiplas filas e múltiplos servidores em paralelo.

• Fila única e múltiplos servidores em série.

Ainda de acordo com Arenales et al. (2007), uma diferença entre as realidades su-

pracitadas é fato de ter ou não, múltiplos estágios. No sistema de pedágios (Figura 2.3) se

percebe que existe apenas um estágio. Portanto o usuário passa por apenas um posto de

atendimento. Já em uma linha de produção de motocicletas (equipamentos em série), con-

forme exposto na Figura 2.4, os produtos cumprem um fluxo com várias estações de trabalho

(E1–E5) até deixarem o sistema, o que caracteriza múltiplos estágios.

Figura 2.4 – Linha de produção de motocicletas.

Fonte: o autor.

Para Arenales et al. (2007) e Chwif e Medina (2015), todas estas variações de sistemas

de filas correspondem à um conjunto de modelos de filas, que em casos de menor comple-

xidade, podem ser representados analiticamente. Para facilitar esta análise, a caracterização
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de um sistema de filas, pode ser dada pela notação de Kendall-Lee, que se equivale à uma

sigla com até seis variáveis: (a/b/c):(d/e/ f ), onde:

• a: representa o processo de chegada dos elementos aos postos de atendimento, deter-

minado pelo intervalo entre chegadas. Dentre as principais abreviações, destacam-se:

(i) M : o intervalo de tempo entre chegadas é constituído por variáveis aleatórias

independentes, com distribuição exponencial.

(ii) D : os intervalos de tempo entre chegadas são determinísticos.

(iii) Ek : os intervalos de tempo entre chegadas são variáveis aleatórias com distribui-

ção de Erlang, que assim como a distribuição exponencial, é contínua. Pode ser

utilizada por exemplo, para analisar o número de chamadas telefônicas que uma

rede de comutação recebe simultaneamente.

(iv) G : os intervalos de tempo entre chegadas são variáveis aleatórias representadas

pela distribuição genérica.

• b: indica a distribuição de probabilidade do processo de atendimento de cada estação

de serviço. Abreviações: M , D , Ek e G .

• c: número de servidores em paralelo.

• d : disciplina de atendimento da fila.

• e: número máximo de usuários no sistema

• f : tamanho da população ou da fonte de usuários.

2.6 Modelos tradicionais de filas

2.6.1 M/M/1

Dentre os modelos de filas clássicos, destaca-se o modelo M/M/1. Kleinrock (1975)

afirma que tal modelo pode ser descrito através do nascimento e morte dos seguintes coefi-

cientes descritos pela Equação 2.4.

λk k = 0,1,2, · · ·
µk k = 1,2,3, · · · (2.4)

Como característica, salienta-se o fato de que as variáveis aleatórias (i ) intervalo entre

chegadas e (i i ) intervalo de atendimento são distribuídas exponencialmente. Além disso,

existe apenas um único servidor (KLEINROCK, 1975). O Comportamento desse sistema

pode ser representado pelo diagrama de taxas de transição conforme Figura 2.5.
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Figura 2.5 – Diagrama de transição.

Fonte: o autor.

No que se refere aos parâmetros e expressões analíticas do modelo M/M/1, pode-se

observar a Tabela 2.2.

Tabela 2.2 – Parâmetros e expressões analíticas M/M/1 – Modelagem e simulação de eventos discretos.

Parâmetro Expressão

Índice de ocupação do sistema ρ = λ
µ

Probabilidade de o sistema estar livre p0 = 1−µ

Probabilidade de j elementos no sistema P j = (1−µ) ·p j , j = 1,2, · · ·
Probabilidade de mais do que K elementos no sistema P [≥ k no si stema] = ρk

Média de elementos em fila Lq = ρ2

1−ρ = λ2

µ(µ−λ)

Média de elementos em atendimento Ls = ρ

Média de atendimento no sistema L = ρ
1−ρ = λ

µ−λ
Fonte: (CHWIF; MEDINA, 2015).

A resolução analítica deste modelo é possível graças à sua estabilidade, o que signifi-

car dizer que a fila não cresce indefinidamente ao longo do tempo. Matematicamente, esta

condição é atendida quando o índice de congestionamento ρ for menor do que 1 (CHWIF;

MEDINA, 2015).

2.6.1.1 Exemplo de aplicação do modelo M/M/1

Em uma oficina mecânica de reparos leves que possui apenas um reparador, os clien-

tes chegam a uma taxa de 10 clientes por hora, sendo que o reparador atende em média 15

clientes por hora. Considera-se a taxa de chegadaλ e a taxa de atendimento µ variáveis alea-

tórias distribuídas exponencialmente. Em relação aos indicadores básicos de desempenho,

observa-se: as relações representadas pelas Equações 2.5. 2.6, 2.7, 2.8 e 2.9

ρ = λ

µ
= 10

15
= 0.666 ou 66%(sendo ρ < 1, o si stema é est ável ) (2.5)
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P0 = 1−ρ = 1− 10

15
= 33% (2.6)

L = λ

µ−λ
= 10

15−10
= 2 C l i entes (2.7)

Lq = ρ2

1−ρ
= ( 10

15 )2

1− 10
15

= 1.3 C l i entes (2.8)

Ls = ρ = 0.66 C l i entes (2.9)

Conforme o sistema descrito, foi possível obter a probabilidade de 33% de o sistema

estar ocioso; a média de atendimento no sistema de 2 clientes; a média de clientes na fila de

1.3 e; a média de clientes em atendimento de 0.66 cliente. Além disso, por meio do cálculo

de ρ, tornou-se possível dizer que o sistema é estável, já que o valor obtido é menor que 1.

2.6.2 M/M/1/c

O Modelo M/M/1/c possui praticamente as mesmas características do modelo M/M/1.

Entretanto, a capacidade (c) do sistema neste caso, é limitada. Se o sistema está operando

em sua capacidade máxima, novos clientes não podem entrar em um processo de espera,

fato que levam aos mesmos optarem por desistirem do serviço. A chegada de clientes ainda

ocorrerá segundo a distribuição de Poisson, mas, só serão atendidos aqueles que encontra-

rem um número de clientes menor que c no sistema (KLEINROCK, 1975).

O comportamento do modelo M/M/1/c pode ser representado conforme Figura 2.6

(considere c = k). Uma empresa de telefonia por exemplo, possui um número limitado c

de atendentes, que ao estarem todos ocupados, as chamadas excedentes são bloqueadas

(KLEINROCK, 1975).

Figura 2.6 – Diagrama de transição em um sistema com capacidade limitada.

Fonte: o autor.
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No que se refere aos parâmetros e expressões analíticas do modelo M/M/1/c, pode-se

observar a Tabela 2.3.

Tabela 2.3 – Parâmetros e expressões analíticas M/M/1/c – Modelagem e simulação de eventos discretos.

Parâmetro Expressão

Taxa efetiva de entrada no sistema λc =λ(1−Pc )
Índice de ocupação do sistema ρ = λ

µ ; λ 6=µ

Probabilidade de o sistema estar livre P0 = 1−ρ
1−ρc+1 ; λ=µ

Probabilidade de j elementos no sistema P j = 1
1+c j = 0,1,2, · · ·c ; λ=µ

Probabilidade de mais do que K elementos no sistema P [≥ k no si stema] = ρk

Média de elementos em fila Lq = L−Ls

Média de elementos em atendimento Ls = 1−P0

Média de atendimento no sistema L = ρ[1−(c+1)ρc+cρc+1]
(1−ρc+1)(1−ρ)

λ 6=µ

Fonte: (CHWIF; MEDINA, 2015).

2.6.2.1 Exemplo de aplicação do modelo M/M/1/c

A oficina de reparos leves do Exemplo 2.6.2.1 tem capacidade máxima de 4 clientes,

ou seja, enquanto 1 está em atendimento, 3 estão em fila. Diante deste fato, o próximo cli-

ente desistirá do serviço por limitações de capacidade. Em relação aos indicadores básicos

de desempenho, é possível obter as propriedades expressas pelas equações 2.10 - 2.15, con-

siderando λ 6=µ.

ρ = λ

µ
= 10

15
= 0.666 ou 66% (2.10)

P0 = 1−ρ

1−ρc+1
= 1− 10

15

1− 10
15

4+1 = 0.383 ou 38.3% (2.11)

Ls = 1−ρ0 = 1−0.383 = 0.61 C l i entes (2.12)

L = L = ρ[1− (c +1)ρc + cρc+1]

(1−ρc+1)(1−ρ)
=

10
15 [1− (4+1) 10

15
4 +4 10

15
4+1

]

(1− 10
15

4+1
)(1− 10

15 )
= 4 C l i entes (2.13)

Lq = L−Ls = 3.39 C l i entes (2.14)

A probabilidade de o sistema estar cheio (1 em atendimento e 3 em fila):

ρc ·P0 = (
10

15
)4 · 1− 10

15

1− ( 10
15 )4+1

= 0.075 ou ∼= 8% (2.15)



38 Capítulo 2. Teoria das Filas - Abordagem Clássica

Logo, as resoluções das equações possibilitaram calcular o índice de ocupação do sis-

tema de 66%; a probabilidade de 38,3% de o sistema estar livre; a média de 0.61 clientes em

atendimento; a média de atendimento de 4 clientes no sistema; o tamanho médio da fila de

3.39 clientes e; a probabilidade de 8% de o sistema estar cheio.

2.6.3 M/D/1

O Modelo M/D/1 possui as seguintes características, a saber:

• Intervalos entre chegadas distribuídos exponencialmente.

• Tempo de serviço fixo.

• Apenas um servidor (PRASAD; B.USHA, 2015).

No que se refere aos parâmetros e expressões analíticas do modelo M/D/1, pode-se

observar a Tabela 2.4.

Tabela 2.4 – Parâmetros e expressões analíticas M/D/1 – Modelagem e simulação de eventos discretos.

Parâmetro Expressão

Índice de ocupação do sistema ρ = λ
µ

Probabilidade de o sistema estar livre P0 = 1−ρ

Probabilidade de j elementos no sistema P j = (1−ρ)ρ j , j = 1,2,3, · · ·
Probabilidade de mais do que K elementos no sistema P [≥ k no si stema] = ρk

Média de elementos em fila Lq = ρ2

2(1−ρ)

Média de elementos em atendimento Ls = ρ

Média de atendimento no sistema L = ρ+ ρ2

2(1−ρ)

Fonte: (CHWIF; MEDINA, 2015).

2.6.3.1 Exemplo de aplicação do modelo M/D/1

Suponha que o tempo de serviço da oficina descrita anteriormente seja fixo, os indi-

cadores de desempenho para o sistema seriam expressos pelos resultados das Equações 2.16

- 2.20.

ρ = λ

µ
= 10

15
= 0.666 ou 66% (2.16)

P0 = 1−ρ = 1− 10

15
= 0.333 ou 33.3% (2.17)
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Ls = ρ = 0.66 C l i entes (2.18)

Lq = ρ2

2(1−ρ)
= ( 10

15 )2

2(1− 10
15 )

= 0.66 C l i entes (2.19)

L = ρ+ ρ2

2(1−ρ)
= 10

15
+0.66 = 1.33 C l i entes (2.20)

Portanto, por meio dos devidos cálculos obteve-se como taxa de ocupação do sistema

um índice de 66%; uma probabilidade de ociosidade de 38.3%; uma média de clientes em

atendimento de 0.61; a média de atendimento no sistema de 4 cliente; um tamanho médio

da fila de 3.39 clientes e por fim; a probabilidade de o sistema estar cheio foi de aproxima-

damente 8%.

Vale ressaltar que em grande parte das situações reais, os intervalos de tempos dos

serviços não são determinísticos, sobretudo, os que possuem maior customização. Isto

posto, Baek et al. (2016) afirma que os estudos relacionados ao modelo M/D/1 são escas-

sos se comparados aos modelos com tempos de serviço variados.

2.6.4 M/M/s

O modelo de fila M/M/s também possui seus intervalos entre chegadas e de aten-

dimentos distribuídos exponencialmente. Entretanto, ao contrário dos modelos anteriores,

o mesmo é caracterizado por apresentar um sistema com s servidores em paralelo. O mo-

delo com múltiplos servidores, geralmente é mais aplicável no mundo real em detrimento

de modelos de servidor único (KLEINROCK, 1975; KIM; LIM, 2016).

Outra situação, é o fato de que o tempo de espera em um sistema M/M/s é menor do

que o tempo de espera em um sistema M/M/1 para qualquer s > 1, haja vista que as taxas de

chegada e de serviço são idênticas (KIM; LIM, 2016). Portanto, filas com múltiplos servidores

possibilitam a modelagem e análise de sistemas como: filas de serviços integradas, alocação

da produção, congestionamento em tráfego, arranjo físico de produção com máquinas em

paralelo etc. (LEE; LI, 1992).

A Tabela 2.5 apresenta os parâmetros e expressões analíticas referentes ao modelo

M/M/s.
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Tabela 2.5 – Parâmetros e expressões analíticas M/M/s – Modelagem e simulação de eventos discretos.

Parâmetro Expressão

Índice de ocupação do sistema ρ = λ
s·µ

Probabilidade de o sistema estar livre P0 =
[∑s−1

n=0
1
n!

(
λ
µ

)s + 1
s!

(
λ
µ

)s ·
(

sµ
sµ−λ

)]−1

Probabilidade de j elementos no sistema P j = (sρ) j

j ! ·P0, j = 1,2,3, · · · , s −1

Probabilidade de existir s ou mais elementos no sistema P j = (sρ) j

s!·s j−s ·P0, j = s, s +1, s +2, · · ·
P ( j ≥ s) = (sρ)s

s!(1−ρ) ·P0

Média de elementos em fila Lq = P ( j≥s)ρ
1−ρ ·P0

Média de elementos em atendimento Ls = λ
µ

Média de atendimento no sistema L = λ
ρ +

P ( j≥s)ρ
1−ρ

Fonte: (CHWIF; MEDINA, 2015).

No que se refere ao modelo M/M/s, destacam-se alguns trabalhos, como Rothkopf e

Rech (1987), Al-Seedy et al. (2009) e A.Gómez-Corral e García (2014).

2.7 Sistemas de produção

Desde de o princípio da civilização o ser humano se organiza para produzir bens de

consumo. Dentre as principais fases de evolução dos sistemas de produção, destacam-se:

i. Produção antiga: registro de estoques e construção de pirâmides; ii. Sistema feudal:

caracterizava-se pela produção doméstica; iii. Europeu: iniciou-se no renascentismo no

século X I I I , mas sofreu as maiores transformações no início do século X V I I com a revo-

lução industrial e iv. Americano: criação do torno de usinagem (FERNANDES; GODINHO

FILHO, 2010).

Um Sistema de Produção (SP) pode ser definido como um conjunto de elementos hu-

manos, físicos e gerenciais que ao trabalharem em conjunto, propiciam produtos finais com

valor agregado. De outro modo, conforme a Figura 2.7, sistema de produção é um sistema

que transforma entradas em saídas com valor intrínseco (FERNANDES; GODINHO FILHO,

2010).



2.7. Sistemas de produção 41

Figura 2.7 – Sistema de produção.

Fonte: o autor.

No que diz respeito às diversas classificações de sistemas de produção, destacam-se

as que categorizam os mesmos em jobshop e flowshop. Pode-se observar no Quadro 2.2,

algumas diferenças entres ambos (FERNANDES; GODINHO FILHO, 2010).

Jobshop Flowshop
- Trabalha com lotes. - Opera em fluxo de materiais.
- Varia a produção através do
tamanho e frequência dos lotes.

- Varia a produção conforme
a taxa de produção.).

- Geralmente possui custos maiores de setup. - Tende a ter custo menores de setup.
- A operação de produção é centralizada
por processo. Tende a ter filas maiores
em centros de produção específicos.

- Operações distintas são sequenciadas
para manter o fluxo. Filas são pequenas
e relativas às taxas de produção.

- Utilização flexível de equipamentos - Uso dedicado de equipamentos
Fonte: Adaptado de (FERNANDES; GODINHO FILHO, 2010).

Quadro 2.2 – Diferenças entre Jobshop e Flowshop.

Pode-se dizer que o sistema jobshop possibilita uma variedade maior na família de

produtos, haja vista que, conforme o Quadro 2.2, seus fluxos de produção e equipamentos

possuem maior flexibilidade quando comparados ao sistema flowshop. No entanto, um sis-

tema jobshop tende a ser mais complexo, já que situações como filas e custos maiores de

tempos de preparação são inerentes ao processo. Vale ressaltar que a escolha de um sistema

de produção está vinculada à estratégia que a organização adota quanto ao atendimento da

demanda, e não ao fato de ser melhor ou pior Slack, Chambers e Johnston (2010).

Outro aspecto relevante nos sistemas de produção é o arranjo físico. Slack, Chambers

e Johnston (2010) afirmam que existem cinco tipos básicos de arranjo físico:

1. Arranjo físico posicional: Recursos dedicados que se movimentam em torno do pro-

duto. Por exemplo: Construção de navios em estaleiros e prédios.
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2. Arranjo físico por processo: Máquinas e equipamentos agrupados de acordo com a

afinidade e características em comum. Produtos menores que apesar de terem neces-

sidades específicas, compartilham recursos. Por exemplo: Indústria de confecção.

3. Arranjo físico celular: Também conhecido como tecnologia de grupo, pois, as máqui-

nas são divididas em grupos e os componentes em famílias. Sendo assim, todos os

elementos de uma família podem ser processados em somente um grupo de máqui-

nas. Por exemplo: o abastecimento de bancos em uma linha de produção por uma

estação de trabalho celular.

4. Arranjo físico por produto: Caracterizado por produzir grandes volumes e baixas vari-

edades. Por exemplo: Linha de produção automotiva.

5. Arranjos físicos mistos: De acordo com necessidades específicas, combina-se as pro-

priedades supracitadas.

2.7.1 Sistemas de produção sob a perspectiva das filas de espera

Com a variação e diversificação da demanda, os sistemas de produção tornaram-

se complexos, o que implica na busca por desenvolvimento contínuo de novas estratégias

de produção. Diante de tal conjuntura, o gerente de produção deve agir de maneira sistê-

mica, levando em consideração aspectos como qualidade, velocidade, confiabilidade, flexi-

bilidade e custo (SLACK; CHAMBERS; JOHNSTON, 2010).

Evidencia-se que além da crescente complexidade dos sistemas de produção, mo-

mentos de instabilidade econômica fazem com que os recursos financeiros sejam constan-

temente reavaliados. Nesta perspectiva, destaca-se alguns princípios que colaboram para

a avaliação destes recursos, como é o caso da produção enxuta, que tem como base o Sis-

tema Toyota de Produção, desenvolvido a partir da década de 1950 com Taiichi Ohno, que foi

sobretudo, influenciado após visitar os Estados Unidos em 1956 (SALGADO, 2009; VOTTO;

FERNANDES, 2013).

A produção enxuta é composta por princípios fundamentais, como: especificar valor

para os clientes; identificar o fluxo de valor; realizar as atividades em fluxo contínuo (sem-

pre que possível); onde o fluxo contínuo não for possível, implementar a produção puxada

e; trabalhar com a filosofia de melhoria contínua (SALGADO, 2009; VOTTO; FERNANDES,

2013).

Diante da mentalidade da produção enxuta, a produção contínua é tratada como uma

forma eficiente de produzir e tem como resultado a redução do tempo de entrega de pro-

dução. Para isso é necessário: (a) efetuar o balanceamento das estações de trabalho; (b)

redução do tamanho de lote de transferência; (c) flexibilizar o arranjo físico de produção,

com a utilização de linhas ou células de produção e (d) através da otimização dos tempos
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de preparação, reduzir o tamanho dos lotes em processamento (SALGADO, 2009; VOTTO;

FERNANDES, 2013).

O pensamento base da produção enxuta é a eliminação de desperdícios dentro das

empresas. Existem sete desperdícios segundo o Sistema Toyota de Produção (ST P ), a saber:

(i) Superprodução.

(ii) Espera.

(iii) Transporte excessivo.

(iv) Processos inadequados.

(v) Inventário desnecessário.

(vi) Movimentação desnecessária.

(vii) Produtos defeituosos (SALGADO, 2009; VOTTO; FERNANDES, 2013).

Diante dos sete desperdícios, salienta-se que os mesmos podem ser aportados sob di-

ferentes percepções, inclusive sob a de filas de espera, tendo em vista que certos problemas

como o de inventário desnecessário, de movimentação excessiva e da própria espera podem

ser solucionados através de modelagem estocástica (ROY, 2015).

No entanto, em vez de utilizar modelos estocásticos em questões táticas e estratégi-

cas como a escolha do equipamento, planejamento da capacidade e realocação de traba-

lhadores Bitran e Dasu (1992), afirmam que grande parte das soluções propostas em face a

problemas fabris eram relacionados a táticas de sequenciamento da produção.

No que corresponde aos últimos dez anos (período compreendido entre 2007 a 2017),

percebe-se que existe uma grande variedade de trabalhos relacionados à filas em sistemas

de manufatura. Dentre outros, pode-se citar:

• Smith (2008): Análise de performance em um ambiente com múltiplos servidores, buf-

fers finitos entre estações e tempos de espera limitados.

• Sarkar, Mukhopadhyay e Ghosh (2015): Otimização de tempos ociosos através da alo-

cação de operadores em grupos de máquinas.

• Ghezavati e Saidi-Mehrabad (2011) e Fardis, Zandi e Ghezavati (2013): Planeamento e

análise da capacidade em células de produção.

• Marsudi e Shafeek (2014): Análise de performance de uma linha de produção com

múltiplos estágios e múltiplos produtos.
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• Buyukkaramikli, Bertrand e VanOoijen (2011): Análise do tempo de entrega de um sis-

tema de produção com restrições de prazos.

• Raman, Nagalingam e Gurd (2009): Utilização de algoritmos genéticos e teoria das filas

com o objetivo de facilitar o desenvolvimento de um arranjo físico.

• Perlman, Elalouf e Bodinger (2013): Prioridade de reparo dinâmico para uma linha de

transferência com um buffer finito. Modelagem do ambiente fabril através de cadeias

de Markov.

• Heragu e Srinivasan (2011): Análise de sistemas de manufatura via redes de filas semi-

abertas;

Embora as fórmulas de Erlang e a teoria de Jackson sejam definidas para sistemas com

múltiplos servidores, a maior parte da teoria das filas foi desenvolvida para sistemas com

um único servidor. Antes de 1970, a teoria das filas forneceu uma gama de fórmulas simples

que possibilitaram a avaliação satisfatória de modelos como M/M/1, M/D/1 e M/M/c. No

entanto, diante dos trabalhos referenciados, percebe-se que foi necessário um avanço no

estado da arte, sobretudo, quando se questiona a capacidade de representação da realidade

de alguns modelos (OSOGAMI, 2005).

2.8 Múltiplos servidores

Conforme introduzido na seção 2.6.4 o modelo com múltiplos servidores permite a

representação realista de sistemas reais, como é o caso de servidores bancários, caixas de

supermercado e atendentes de fast-food. Nada obstante, Osogami (2005) ressalta que a aná-

lise de performance desses sistemas se torna difícil à medida que surgem questões como:

(i) Para qual estação (A, B ou C ) despachar a tarefa? (Figura 2.8).

Figura 2.8 – Para onde despachar?

Fonte: Próprio Autor
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(ii) Em uma estação de trabalho, a flexibilidade pode agilizar a resposta à demanda, sendo

assim, quando a capacidade da máquina B é excedida e a máquina A está ociosa (Fi-

gura 2.9), uma tarefa pode quebrar o fluxo e ir para máquina A? Esta situação pode ser

caracterizada como “roubo” de ciclo, que por sua vez, foi implementado em vários sis-

temas de gestão de redes de estação de trabalho, tais como Osogami, Harchol-Balter e

Scheller-Wolf (2005) e Semchedine e Bouallouche-Medjkoune (2011).

Figura 2.9 – Considerar "roubo"de ciclo? Quando?

Fonte: o autor.

(iii) Qual situação é melhor? Utilizar uma máquina de alta performance ou utilizar várias

máquinas de performance menor, Figura 2.10.

Figura 2.10 – Considerar "roubo"de ciclo? Quando?

Fonte: o autor.

Além da dificuldade proveniente das questões (i ), (i i ) e (i i i ), à medida que se au-

menta o dinamismo de um ambiente fabril, é necessário lidar com o conceito de redes de

filas, haja vista que em um sistema de produção, podem existir várias estações de trabalho

com fluxos distintos, como é o caso de um ambiente jobshop (SHANTHIKUMAR; BUZA-

COTT, 1981)
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2.8.1 Redes de filas

Segundo Silva e Morabito (2007), as redes de filas são compostas por vários sistemas

de filas conectados entre si, no qual os usuários ou produtos se movimentam com o intuito

de adquirir serviço ou serem processados. Quando relacionadas à manufatura, faz-se a se-

guinte analogia: (a) nós da rede: estações de trabalho (shops); (b) usuários: produtos (jobs)

e (c) arcos conectados aos nós: fluxo dos produtos ou rotas tecnológicas. As redes podem

ser classificadas como abertas e fechadas:

(i) Abertas: o número de jobs na rede pode variar ao longo do tempo (Figura 2.11);

Figura 2.11 – Rede de filas aberta.

Fonte: o autor.

(ii) Fechadas: número de jobs constantes ao longo do tempo (Figura 2.12)

Figura 2.12 – Rede de filas fechada.

Fonte: o autor.

No que se refere a capacidade de atendimento de um servidor, a Figura 2.13 apresenta

a diferença entre capacidade ilimitada e capacidade limitada.
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Figura 2.13 – Capacidade ilimitada e capacidade limitada.

Fonte: o autor.

Para se avaliar a performance em redes de filas, além de definir quais são os parâ-

metros de desempenho, deve-se levar em consideração fatores como o desenho do layout

e melhoria contínua da produtividade, haja vista que são diretamento relacionados. Sendo

assim, vários trabalhos foram desenvolvidas por meio de modelos de probabilidade para

avaliar performance em filas, como apresenta o Quadro 2.3.

Citação Tema Método Revista País

(ARBOS; SANTOS; SANCHEZ, 2011) Reengenharia
Ferramenta de simulação

(OT-Chart)
Computers & Industrial

Engineering
Espanha

(FARDIS; ZANDI; GHEZAVATI, 2013) Projeto de células de manufatura
Programação de números inteiros
misto não-linear - Cplex de GAMS

Journal of Industrial
Engineering International

Iran

(GHEZAVATI; SAIDI-MEHRABAD, 2011) Projeto de células de manufatura
Algoritmo genético (GA) e
simulated annealing (SA)

Expert Systems
With Applications

Iran

(MARSUDI, 2010) Análise de capacidade Processos de Markov
International Journal of
Integrated Engineering

Malásia

(WU; MCGINNIS, 2012) Avaliação de Performance Modelo de decomposição
European Journal of

Operational Research
Singapura

(GANDHI et al., 2014)
M/M/k/setup

class of Markov
chains

Recursive renewal reward
Queueing
Systems

EUA

(YANG; CHIANG; TSOU, 2013)
Modelagem e análise de

capacidade
Método recursivo

Journal of
Manufacturing Systems

Taiwan

Fonte: o autor.

Quadro 2.3 – Aplicações de modelagem probabilística.

O Quadro 2.3 demonstra diferentes trabalhos de modelos de probabilidade desenvol-

vidos em sistemas de produção, que variam desde projeto de otimização de um layout até

a utilização de simulação de sistemas no auxílio ao processo de reengenharia. Sendo as-

sim, dada a diversidade supracitada, o presente trabalho foca nos modelos de probabilidade

aplicados à sistemas de produção, cujo os quais, podem ser representados por um processo

markoviano. Especificamente, opta-se pelo processo de quase nascimento e morte (quasi-

birth-and-death) haja vista a facilidade que o mesmo tem em modelar situações como o

estado de serviço de uma máquinas e tempos de preparação (KAMPEN, 2006; GALLAGER,

2013).

Antes de definir o processo de quasi-birth-and-death (QBD) na seção 3.3, o capítulo 3

busca dissertar sobre os conceitos fundamentais de modelos de probabilidade, onde, dentre

eles, tem-se os modelos com propriedade markoviana (seção 3.1). Em seguida, busca-se

nas seções 3.1.1, 3.2 e 3.2.1 discutir sobre as características e estrutura destes modelos, além

de demonstrar algumas possibilidades de aplicações por meio de exemplos. Finalmente,
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define-se o processo QBD e é apresentado o desenvolvimento de um exemplo por meio do

código adaptado de Sales e Morales (2011).
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Capítulo 3

Modelos de Probabilidade

Um modelo de probabilidade é tratado como um dos conceitos centrais da Teoria da

Probabilidade. Geralmente é composto por três componentes:

(i) Espaço amostral: Chamado de pontos de amostra ou resultados.

(ii) Classe de eventos: Considerado como a classe de todos os subconjuntos do espaço

amostral.

(iii) Medida de probabilidade: Trata-se da atribuição de números não negativos a cada

resultado. Esses números devem somar “1”, sobre o espaço amostral. Logo, a proba-

bilidade de um evento é a soma das probabilidades dos resultados que compreendem

este evento (GALLAGER, 2013).

Os modelos de probabilidade desempenham um duplo papel, sendo que mesmo não

havendo grande similaridade com o mundo real, o mesmo pode servir como bloco de cons-

trução ou como um exemplo útil da teoria e também, é usado para representar uma experi-

ência qualquer envolvendo eventos aleatórios (GALLAGER, 2013).

Para se criar modelos estocásticos realistas é necessário considerar o fato de que o

mundo é composto por situações de dependência. Por exemplo: as compras realizadas em

uma loja de roupas no próximo mês, depende do nível de satisfação das compras feitas até

o momento; o monitoramento dos índices pluviométricos de uma região, dependerá das

leituras prévias e; o número de peças em uma célula de produção dependerá do número

prévio de peças em períodos anteriores (KLEINROCK, 1975; RESNICK, 1992).

O fator de dependência torna os modelos estocásticos realistas. Em contrapartida,

seus respectivos cálculos se tornam complexos. Já os Modelos com eventos independentes

possibilitam cálculos explícitos, porém, comprometem o fator realidade. Imagine se um mo-

delo de probabilidade de um reator nuclear considerasse que as falhas dos seus complexos



50 Capítulo 3. Modelos de Probabilidade

componentes ocorressem de forma independente a gestão da manutenção seria compro-

metida. A premissa de independência viabiliza os cálculos, mas, torna o modelo utópico

(KLEINROCK, 1975; RESNICK, 1992).

Diante destes fatos como, modelos realistas, dependência de eventos e complexidade

nos cálculos, faz-se necessário buscar um equilíbrio no que se refere o nível de represen-

tação da realidade. Assim, modelos de Markov podem balancear estas questões, já que os

mesmos possuem a capacidade de levar em consideração um nível parcial de dependência

entre eventos, conforme seção 3.1 (KLEINROCK, 1975; RESNICK, 1992).

3.1 Modelos Markovianos

Modelos de Markov são modelos estocásticos que são utilizados para representar sis-

temas que são formados por transições aleatórias (KLEINROCK, 1975; TIER, 2017). Um mo-

delo é dito de Markov, a partir do momento que o mesmo possui propriedade Markoviana,

isto significa dizer que as probabilidades dos eventos futuros não dependem de toda a his-

tória percorrida, somente do estado atual (memoryless). Logo, as dependências tornam-se

gerenciáveis, tendo em vista que os eventos futuros são condicionalmente independentes

do passado (KLEINROCK, 1975; RESNICK, 1992).

Para Kleinrock (1975) e Resnick (1992), um processo markoviano pode ser definido

como: Xk+1 (evento futuro) depende somente de Xk (evento corrente), e não do conjunto

de eventos X0, X1, · · · , Xk . Sendo que X0, X1, · · · é um processo estocástico em que Xi assume

valores discretos em um espaço amostral S. Um processo estocástico tem propriedade de

Markov se respeitar Equação 3.1.

P (Xn+1 = i | Xn , Xn−1, · · · , X0) = P (Xn+1 = i | Xn) (3.1)

∀ n ≥ 0 e i ∈ S

O modelo de Markov pode ser representado em termos de suas probabilidades de

transições, conforme as equações 3.2 e 3.3:

Pi j = P
(
Xn+1 = j | Xn = i

) ∀i , j ∈ S (3.2)

∴
∑
j∈S

Pi j = 1 ∀ i ∈ S (3.3)

Uma cadeia de Markov pode ser considerada de tempo discreto ou contínuo. No que

se refere ao tempo discreto - Markov Chain Discret Time (MC DT ), as transições ocorrem em

um horizonte de tempo discreto onde a probabilidade de transição P {X (K +1) = Xk+1 | X (K ) = Xk }

representa a probabilidade do estado X (K +1) se Xk+1 no tempo K +1 ∀ t = 1,2,3, · · · ,n.
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As probabilidades de transição em uma MC DT podem ser representadas de forma

matricial, por meio da matriz de probabilidades de transição P , expressa na Equação 3.4.

P =


P11 · · · Pm1

...
. . .

...

P1m · · · Pmm

 (3.4)

Para exemplificar, considere a seguinte situação: Uma fábrica de componentes me-

cânicos é composta por duas células de produção e uma estação intermediária de reparo

(A, B e R respectivamente). Caso o produto processado na célula A esteja livre de avarias,

o mesmo cumpre o fluxo e vai para a célula B (probabilidade de ocorrência de 80%). No

entanto, se a inspeção detectar alguma irregularidade, o produto quebra o fluxo e vai para

a estação de reparo (probabilidade de ocorrência de 20%). Na estação R, caso o reparo seja

bem-sucedido, o produto volta para o fluxo normal e vai para a célula B (probabilidade de

ocorrência de 90%), caso contrário, o mesmo permanece na estação de reparo até fique apto

aos olhos dos inspetores (probabilidade de ocorrência de 10%). As possibilidades, assim

como as respectivas probabilidades, podem ser vistas na Figura 3.1.

Figura 3.1 – Células de produção.

Fonte: o autor.

As probabilidades representadas no modelo estão dispostas na matriz de probabili-

dades de transição P .

P =


0 0.8 0.2

0 0 0

0 0.9 0.1

 (3.5)

A matriz P é composta pelos estados, que são referidos como i e j . Logo PA(i , j )

significa a probabilidade de transição de i para j .
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Dado um estado inicial representado por um vetor de probabilidade π0, é possível

calcular as probabilidades futuras paraπ1,π2,π3, · · · ,πn . Para isso, é necessário multiplicar o

vetor do estado zero pela matriz de transição P elevada ao estado futuro desejado. Considere

o exemplo 3.1.1 desenvolvido em Matlab.

3.1.1 Exemplo matriz de probabilidade

Em uma área de recebimento de peças, podem ser detectados defeitos do tipo A, B e

C . De acordo com a Tabela 3.1, observa-se o estado do mês de janeiro.

Tabela 3.1 – Defeitos A, B, C.

Defeito Probabilidade

A 0.50
B 0.15
C 0.35

Fonte: o autor.

Os valores da Tabela 3.1 podem ser alocados em um vetor de probabilidade inicial π.

Logo π0 = [0.5 0.15 0.35].

Levando em consideração o intervalo de um mês, têm-se as seguintes probabilidades

de transição na Tabela 3.2

Tabela 3.2 – Probabilidade de transição entre os estados.

Para A Para B Para C

De A 0.8 0.1 0.1
De B 0.2 0.3 0.5
De C 0.4 0.3 0.3

Fonte: o autor.

A partir do estado inicial π0 e da matriz de probabilidade P , pode-se calcular a proba-

bilidade de estado π para os sucessivos períodos π1,π2,π3, · · · ,πn , ou seja, é possível inferir

sobre o comportamento futuro do sistema e tomar decisões baseadas nas probabilidades

de ocorrência de cada defeito. No Código 3.1, observa-se o desenvolvimento numérico em

matlab.
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Código 3.1 – Código matriz de transição P.

i =5; % Janeiro a junho
for n=1: i

Ei = [ 0 . 3 0 , 0.20 , 0 . 5 0 ] ; % Estado i n i c i a l
T = [ 0 . 8 , 0 . 1 , 0 . 1 ; 0 . 1 , 0 . 7 , 0 . 2 ; 0 . 0 , 0 . 1 , 0 . 9 ] ; % Matriz de

transicao
x = Ei *T^(n) ; % n = periodo
disp ( x )

end

Fonte: o autor.

Por meio do Código 3.1 é possível analisar o comportamento das probabilidades das

falhas, tendo como estado inicial, o vetor π0. Sendo assim, obtém-se os vetores de probabi-

lidade correspondentes aos meses de janeiro a junho, o que possibilita analisar o comporta-

mento das falhas em um mês específico, como pode ser visto:

• Janeiro - π0 : (0.5 0.15 0.35).

• Fevereiro - π2 : (0.57 0.2 0.23).

• Março - π3 : (0.58 0.18 0.22).

• Abril - π4 : (0.59 0.18 0.21).

• Maio - π5 : (0.60 0.18 0.22).

• Junho - π6 : (0.60 0.17 0.21).

A partir do momento em que a quantidade de observações (n) aumenta, menor será a

variância dos valores em relação a média. Em outras palavras, Downing e Clark (2011) afirma

que quanto maior o tamanho da amostra, maior será a confiança no fato de que a variável

aleatória estará próxima ao valor da média. Esse resultado é conhecido como lei dos grandes

números. Sendo assim, quando o código gera 1000 amostras, os vetores convergem para um

valor médio que é (0.60 0.18 0.21), sendo que, a medida que as iterações aumentam, os

vetores dependem cada vez menos do estado inicial π0, conforme observado na Figura 3.2.
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Figura 3.2 – Vetores de probabilidade.

Fonte: o autor.

Por meio da Figura 3.2,torna-se possível perceber o comportamento dos valores de

A(1), B(2) e C (3) representados nos vetores de estado. Os mesmos convergem para o valor

médio (0.60 0.18 0.21) ao longo do tempo. Logo, ao conhecer a média, a assertividade na

tomada de decisão relacionada à falha tende a aumentar, já que este valor é o responsável

por representar o comportamento do sistema.

3.2 Cadeia de Markov Multidimensional

As cadeias de Markov possibilitam a modelagem de problemas de diferentes comple-

xidades. Por exemplo, um processo de chegada de peças em uma máquina única e uma

situação em que haja roubo de ciclo. A primeira situação pode ser representada pela Figura

3.3.

Figura 3.3 – Modelagem sistema FIFO.

Fonte: o autor.

Conforme a Figura 3.3, percebe-se que há um único servidor, chegadas infinitas e uma

política F I FO de atendimento. Por conta das infinitas chegadas, obtém-se uma dimensão

infinita na horizontal. Já a situação de roubo de ciclo, pode ser entendida pelo exemplo 3.2.1.
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3.2.1 Modelagem de roubo de ciclo por cadeias de Markov

Considere duas máquinas A e B . As taxas de chegada de tarefas em ambas as má-

quinas ocorrem por processo de Poisson, com taxa λA e λB respectivamente. Os tempos

de serviços são distribuídos exponencialmente. As tarefas de A e de B são processadas a

uma taxa de µA e µB . Quando a máquina B está ociosa, e a máquina A está ocupada e com

mais uma tarefa na fila, B “rouba” ciclo de A para colaborar com o processo. Quando há o

roubo de ciclo, a taxa de processamento de A passa de µA para 2µA. A Figura 3.4 representa

a modelagem por cadeia de Markov.

Figura 3.4 – Dimensões infinitas: Roubo de ciclo.

Fonte: o autor.

De acordo com a Figura 3.4, é possível perceber que a cadeia é infinita em duas di-

mensões, tendo em vista que chegam infinitas tarefas em ambas as máquinas. No que se

refere ao roubo de ciclo, trata-se do momento em que B está com zero tarefas e A está com

duas ou mais, logo a máquina B se comporta como uma doadora de ciclo e a máquina A

como beneficiária. Dentre outros fatores atenuantes de complexidade, pode-se citar: re-

cursos compartilhados; priorização de tarefas e diferentes classes de processamento (OSO-

GAMI, 2005).

A maioria das cadeias de Markov multidimensionais não podem ser corretamente

analisadas por métodos matriciais, logo a versatilidade quanto à aplicação destes métodos

se restringe à uma estrutura geral, conforme exposta na Figura 3.5
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Figura 3.5 – Cadeia de Markov 1D.

Fonte: o autor.

Nota-se na Figura 3.5 que a cadeia é finita na direção vertical e infinita na horizontal.

Essa cadeia é denominada 1D – finita em uma direção. Esta estrutura pode representar, por

exemplo, a chegada infinita de tarefas com um número fixo de dois servidores em paralelo.

Dentre outras possibilidades relacionadas à estrutura 1D, destaca-se o processo de Quase-

Nascimento-e-Morte.

3.3 Quasi-Birth-and-Death Process (QBD)

O processo QBD (Quase Nascimento e Morte) se trata de um tipo de processo esto-

cástico que possui grande expressividade na modelagem e capacidade de análise numérica.

O mesmo representa uma classe especial de cadeias de Markov que possui como ideia cen-

tral o fato de representar uma generalização dos sistemas de fila M/M/1, fornecendo uma

dimensão adicional para explicar o estado aleatório de um sistema (OST, 2001).

O processo QBD pode representar por exemplo: um sistema de produção complexo

com estações duplicadas de trabalho; o estado de serviço de uma máquina; a simulação de

tempos de preparação e; um sistema que estime do número mínimo de peças de reposição

reparáveis conforme trabalho proposto por (SALES; MORALES, 2011).

Os estados individuais da cadeia de Markov são identificados por pares (i , j ), ∀ j ∈
(0,1,2, · · · ), sendo j um conjunto infinito de valores e i um conjunto finito. Logo, o processo

QBD pode ser representado por uma tira semi infinita, conforme Figura 3.6.
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Figura 3.6 – Estados agrupados do processo QBD .

Fonte: o autor.

De acordo com a Figura 3.6, percebe-se que na direção infinita, a partir do estado de

fronteira “1”, existe um comportamento de repetição com um número fixo de N estados ao

longo do tempo, onde as transições entre estes estados são representadas pelos índices Ai , j

e Bi , j . Por um lado, a dimensão infinita pressupõe que haja uma capacidade de chegada

de infinitos Jobs, por outro, a dimensão finita considera, por exemplo, uma máquina em

funcionamento ou em preparação. Considere que os estados da cadeia são representados

pelos pares (N0, N ).

A cadeia de Markov com processo QBD é uma extensão do processo de nascimento

e morte. Conforme exposto na seção 2.4.1, o processo de nascimento e morte representa as

chegadas e saídas de uma estação, o que caracteriza transições entre estados adjacente. To-

davia, o processo QBD , além de ter transições entre estados adjacentes, permite transições

dentro do mesmo estado.

Por conta das características de repetição das transições é possível representar a es-

trutura da cadeia por um conjunto finito de matrizes, onde B j , j +d devem ser constantes

para os níveis de repetição. Logo obtém-se o conjunto de relações da equação 3.6.

∀ j , j ′ ≥ 1 : B j , j+1 = B j ′, j ′+1 = A0

∀ j , j ′ ≥ 1 : B j , j = B j ′, j ′ = A1

∀ j , j ′ ≥ 3 : B j , j−1 = B j ′, j ′−1 = A2

(3.6)

Sendo assim, toda a matriz geradora de uma cadeia de Markov QBD , dita como, ma-

triz infinitesimal, pode ser descrita pelas três matrizes A0,A1 e A2 e pelas cinco matrizes

sobre os limites e níveis de fronteira, conforme Figura 3.7. Esta matriz é denominada como

gerador infinitesimal pelo fato de sua diagonal ser formada pela soma dos elementos com

valores negativos, e também, por conta das características de suas transições, que são infi-

nitas em uma direção conforme exposto nas Figuras 3.5 e 3.6.
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Figura 3.7 – Estrutura gerador infinitesimal.

Fonte: o autor.

Todavia, por conta das limitações referentes às transições, a matriz exibe um estrutura

regular que pode ser resumida em oito matrizes:

• B0,0 ∈ RN0×N0 .

• B0,1 ∈ RN0×N .

• B1,0 ∈ RN×N0 .

• B1,1 ∈ RN×N .

• B2,1 ∈ RN×N .

• A0, A1, A2 ∈ RN×N .

Ost (2001) afirma que um processo de QBD de ordem (N0, N ) é um processo Mar-

koviano no espaço do estado
{(

i , j
) ∈N2

0 |
(

j = 0∧0 ≤ i < N0
)∨ (

j > 0∧0 ≤ i ≤ N
)}

com uma

matriz infinitesimal conforme Figura 3.7. Assim, a matriz geradora Q pode ser expressa pela

equação 3.7.

Q = (B ,B2,1, A0, A1, A2) (3.7)

Com B = (B0,0 B0,1
B1,0 B1,1

)
e B0,0 ∈ RN0×N0 ,B0,1 ∈ RN0×N ,B1,0 ∈ RN×N0 e B1,1,B2,1, A0, A1, A2 ∈

RN×N .

Por conseguinte, um processo QBD representa um caso especial de duas ordens de

processos estocásticos, chamados de M/G/1 e G/M/1.
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3.3.1 Exemplo QBD: Servidor definido por distribuição exponencial com

buffer limitado, considerando avarias e reparação.

O exemplo se trata de um modelo que representa uma estação de trabalho onde as

peças, representadas pela variável h, podem sofrer avarias e consequentemente serem re-

paradas. A avaria e o reparo são representados, respectivamente, pelos parâmetros α e β,

ambos distribuídos exponencialmente. Uma vez ocorrida a avaria, inicia-se o processo de

reparo. Após o reparo, a mesma retorna ao processo conforme Figura 3.8.

Figura 3.8 – Máquina com peças reparáveis.

Fonte: o autor.

A Figura 3.8 é representada pelo diagrama de transição de Markov, por meio da Figura

3.9. Os estados em funcionamento ou em reparo são representados respectivamente por W

(work) e R (repair) .

Figura 3.9 – Representação do processo QBD.

Fonte: o autor.

Por meio do diagrama representado pela Figura 3.9 é possível desenvolver as equa-
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ções de balanço que por sua vez, são regidas pela teoria de fluxo (menos o que sai mais o

que entra é igual a zero), apresentadas pelas equações 3.8 - 3.19.

−(α+λ) · (0,W )+β ·P · (0,R)+µ ·P · (1,W ) = 0 (3.8)

−(β+λ) · (0,R)+α ·P · (0,W ) = 0 (3.9)

−(α+λ+µ)·P ·(I ,W )+β·P ·(i ,R)+λ·P ·(i−1, w)+µ·P ·(i+1,W ) = 0 par a 1 ≤ i ≤ M−1 (3.10)

−(λ+β) ·P · (i ,R)+α ·P (i ,W )+λ ·P · (i −1,R) = 0, par a 1 ≤ i ≤ M −1 (3.11)

−(α+µ) ·P · (M ,W )+β ·P · (M ,R)+λ ·P · (M −1,W ) = 0 (3.12)

−β ·P · (M ,R)+α ·P · (M ,W )+λ ·P · (M − i ,R) = 0 (3.13)

Logo, este processo pode ser observado por meio da matriz tri-diagonal Q.

Q =



−(α+λ) α λ 0
β −(β+λ) 0 λ
µ 0 −(α+λ+µ) α λ 0
0 0 β −(β+λ) 0 λ

. . .
µ 0 −(α+λ+µ) α λ 0
0 0 β −(β+λ) 0 λ

µ 0 −(α+µ) α
0 0 β −β


(3.14)

A partir do gerador infinitesimal Q, as oito sub-matrizes podem ser identificadas, a

saber:

B0,0 =
[
−(α+λ) α

β −(β+λ)

]
(3.15)

B0,1 = A0 =
[
λ 0

0 λ

]
(3.16)

B1,0 = A2 =
[
µ 0

0 0

]
(3.17)
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B1,1 = A1 =
[
−(α+λ+µ) α

β −(β+λ)

]
(3.18)

B2,1 =
[
µ 0

0 0

]
(3.19)

Conforme a estrutura já representada pela Figura 3.9, pode-se inferir que as sub ma-

trizes B0,1 e A0 representam as transições entre estados adjacentes do tipo (i , i +1). Já as sub

matrizes B0,0 e B1,1 representam as transições entre estados do mesmo nível i . E por fim, as

sub matrizes B1,0 e B2,1 demonstram as transições entre estados adjacentes do tipo (i +1, i ).

Ressalta-se que, uma vez que a matriz/gerador infinitesimal possui infinitos estados, as sub

matrizes simplificam o entendimento das transições e possibilita a análise numérica para

estados específicos. No que se refere a análise numérica, considere o exemplo 3.2

3.3.2 Exemplo numérico: Algoritmo de HUANG-LIANG-GUO.

O Algoritmo de Huang, Liang e Guo (2006) possibilita modelar um problema que es-

time a quantidade de peças de reposição reparáveis em um sistema de produção, de modo

a garantir o funcionamento do mesmo sob um nível confiança desejado no decorrer de um

tempo t de execução. O modelo considera a variável aleatória X (t ), t ≥ 0. Esta variável ale-

atória será representada por um processo QBD , que por sua vez representa a demanda por

peças de reposição.

O algoritmo calcula a probabilidade de o sistema permanecer em funcionamento,

sendo que tal probabilidade precisa ser no mínimo igual ao valor da confiança. Para isso,

o sistema deve ter no mínimo h peças. A probabilidade de funcionamento e o valor da con-

fiança são representados respectivamente pelas variáveis E e P . O valor de E pode ser calcu-

lado pela equação 3.20:

E = γ ·expm(Q · t ) ·e (3.20)

Onde:

• γ : vetor linha relacionado à uma distribuição do tipo fase (PH).

• Q : matriz de macro estados de dimensão h +1.

• e : vetor coluna com todas as entradas 1′s.

• t : tempo de trabalho do maquinário para teste.

• expm(Q · t ) : calcula a exponencial da matriz Q no decorrer do tempo t .
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Sendo assim, o algoritmo calcula E de forma iterativa até o momento em que a sua

probabilidade é menor que a confiança P . Sendo E > P , o algoritmo termina as iterações

e propõe um número mínimo de peças de reposição que possibilitem o funcionamento do

sistema dentro da margem de confiança.

3.3.3 Gerador infinitesimal

Antes da execução do algoritmo é necessário calcular o gerador infinitesimal Q. Por

meio do gerador, obtém-se as sub matrizes que servirão de entrada para e execução do có-

digo. O gerador foi obtido em ambiente M AT L AB versão 2015 por meio de uma adaptação

do código proposto por Sales e Morales (2011) em ambiente Sci l ab 5.2.2.

Como parâmetro de entrada do código do gerador Q, foram considerados:

• α= (1,0,0): Vetor de probabilidade que representa as m fases operacionais.

• β= (1,0,0): Vetor de probabilidade que representa as k fases reparação.

• T =


−0.0027 0.0027 0

0 −0.008 0.008

0 0 −0.02878

 : Matriz que governa o tempo operacional.

• S =


−0.02 0.02 0

0.01 −0.08 0.07

0.005 0 −0.1

 : Matriz que governa o tempo de reparação.

Os dados contidos nas matrizes S e T foram propostos no trabalho de Pérez-Ocón e

Montoro-Carzola (2004). Os mesmos afirmam que a estrutura dessas matrizes indica a ma-

neira pela qual as unidades do sistema operam e são reparadas. As fases operacionais α

significam por exemplo, os níveis degradantes sucessivos que a unidade (h) atravessa en-

quanto está em operação. Uma falha só pode ocorrer na última fase, já que esta, representa

o estado mais deteriorado.

A matriz infinitesimal do presente exemplo possui a estrutura representada pela ma-

triz Q:

Q =



B0,0 B0,1

B1,0 A1 A0

A2 A1 A0

. . . . . . . . .

A2 A1 A0

A2 A1

. . . . . .


(3.21)
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Sendo que pelas operações de Kronecker se pode obter as sub matrizes, tais como:

B0,0 = T , B0,1 = T 0α
⊗
β, B1,0 = I

⊗
S0, A1 = T

⊗
S, A0 = T 0α

⊗
I , A2 = I

⊗
S0β, Bn,n−1 =

T 0 ⊗
I , Bn−1,n = S0α

⊗
β e Bn,n = S.

Onde:

• I = Matriz identidade de ordem 3×3.

• T 0 ≥ 0 =−Te .

• S0 ≥ 0 =−Se .

• e: vetor coluna com todas as entradas 1′s.

De acordo com as operações descritas, implementa-se o Código 3.2.
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Código 3.2 – Código gerador infinitesimal.

1− m=3;
2− T=[−0.0027 0.0027 0 ; 0 −0.008 0 . 0 0 8 ; 0 0 −0.02878];
3− S=[−0.02 0.02 0 ; 0.01 −0.08 0 . 0 7 ; 0.005 0 −0.1] ;
4− a l f a =[1 0 0 ] ;
5− betta =[1 0 0 ] ;
6− e=ones (m, 1 ) ;
7− I =eye (m,m) ;
8− BZ=zeros (m,m) ;
9− B1K_Z=zeros (m,m^2) ;
10− BLK_Z=zeros (m^2 ,m^2) ;
11− BL1_Z=zeros (m^2 ,m) ;
12− To=T*e ;
13− So=S*e ;
14− Bo1=To* a l f a ;
15− Ao2=So* betta ;
16− Bn=So* a l f a ;
17− B00=T ;
18− B01=[Bo1 ( 1 , 1 ) * betta Bo1 ( 1 , 2 ) * betta Bo1 ( 1 , 3 ) * betta ; Bo1 ( 2 , 1 ) * betta

Bo1 ( 2 , 2 ) * betta Bo1 ( 2 , 3 ) * betta ; Bo1 ( 3 , 1 ) * betta Bo1 ( 3 , 2 ) * betta Bo1
( 3 , 3 ) * betta ] ;

19− B10=[ I ( 1 , 1 ) *So I ( 1 , 2 ) *So I ( 1 , 3 ) *So ; I ( 2 , 1 ) *So I ( 2 , 2 ) *So I ( 2 , 3 ) *So ;
I ( 3 , 1 ) *So I ( 3 , 2 ) *So I ( 3 , 3 ) *So ] ;

20− BN_1N=[To( 1 , 1 ) * I ; To( 2 , 1 ) * I ; To( 3 , 1 ) * I ] ;
21− BNN_1=[Bn( 1 , 1 ) * betta Bn( 1 , 2 ) * betta Bn( 1 , 3 ) * betta ; Bn( 2 , 1 ) * betta Bn

( 2 , 2 ) * betta Bn( 2 , 3 ) * betta ; Bn( 3 , 1 ) * betta Bn( 3 , 3 ) * betta Bn( 3 , 3 ) * betta
] ;

22− BNN=S ;
23− A1=[T( 1 , 1 ) * I + I ( 1 , 1 ) *S T( 1 , 2 ) * I + I ( 1 , 2 ) *S T( 1 , 3 ) * I + I ( 1 , 3 ) *S ; T( 2 , 1 ) * I

+ I ( 2 , 1 ) *S T( 2 , 2 ) * I + I ( 2 , 2 ) *S T( 2 , 3 ) * I + I ( 2 , 3 ) *S ; T( 3 , 1 ) * I + I ( 3 , 1 ) *ST
( 3 , 2 ) * I + I ( 3 , 2 ) *ST ( 3 , 3 ) * I + I ( 3 , 3 ) *S ] ;

24− A0=[Bo1 ( 1 , 1 ) * I Bo1 ( 1 , 2 ) * I Bo1 ( 1 , 3 ) * I ; Bo1 ( 2 , 1 ) * I Bo1 ( 2 , 2 ) * I Bo1
( 2 , 3 ) * I ; Bo1 ( 3 , 1 ) * I Bo1 ( 3 , 2 ) * I Bo1 ( 3 , 3 ) * I ] ;

24− A2=[ I ( 1 , 1 ) *Ao2 I ( 1 , 2 ) *Ao2 I ( 1 , 3 ) *Ao2 ; I ( 2 , 1 ) *Ao2 I ( 2 , 2 ) *Ao2 I ( 2 , 3 ) *
Ao2 ; I ( 3 , 1 ) *Ao2 I ( 3 , 2 ) *Ao2 I ( 3 , 3 ) *Ao2 ] ;

25− Q=[B00 B01 B1K_Z B1K_Z B1K_Z BZ ; B10 A1 A0 BLK_Z BLK_Z BL1_Z ; BL1_Z
A2 A1 A0 BLK_Z BL1_Z ; BL1_Z BLK_Z A2 A1 A0 BL1_Z ; BL1_Z BLK_Z BLK_Z
A2 A1 BN_1N; BZ B1K_Z B1K_Z B1K_Z BNN_1 BNN]

26− end

Fonte: o autor.

Conforme o Código 3.2, os parâmetros de entrada do código estão descritas nas linhas

de 1 a 11. Dentre eles, destacam-se as sub matrizes formadas por zeros nas linhas 8, 9, 10 e

11, onde as mesmas preenchem os espaços alocados fora das diagonais. A partir da linha 25,

se definem as operações de Kronecker para a construção das sub matrizes B01, B10, Bn,n−1,
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Bn−1,n , A0 e A2, via produto de Kronecker. Após gerar as sub matrizes que compõem as

diagonais e as sub-matrizes que complementam as bordas, obtém-se a gerador infinitesimal

Q (Anexo A).

3.3.4 Algoritmo de HUANG-LIANG-GUO

O algoritmo de HUANG-LIANG-GUO é dividido em três etapas, a saber:

• 1a etapa: h = 0, Q = B0,0 e γ=α, calcular E . Se E > P não há necessidade de peças de

reposição, logo não há necessidade de novas iterações.

• 2a etapa: seja h = 1, Q =
[

B0,0 B0,1

B1,0 A1

]
e γ= (α,0), calcular E . Se E > P é necessário uma

peça de reposição e o algoritmo termina.

• 3a etapa: h = h +1, Q = Q +


0 · · · 0 0
...

. . .
...

...

0 · · · 0 A0

0 · · · A2 A1

 e γ = (α,0, · · · ,0), calcular E . Se E > P

necessita-se de h peças de reposição e o algoritmo termina. Caso contrário, executa-se

novamente a 3a etapa.

A partir do procedimento descrito pelo algoritmo de HUANG-LIANG-GUO, foi imple-

mentado o Código 3.3.
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Código 3.3 – Código de Huang-Ling-Guo.

1− P=0.65;
2− h=0;
3− Q=T ;
4− gama= a l f a ;
5− E=gama*expm(Q* t ) *e
6− i f E>P
7− f p r i n t f ( ’ \n# numero de pecas de reposicao : %d #\n ’ ,h)
8− else
9− h=h+1
10− Q=[B00 B01 ; B10 A1 ] ;
11− gama=[ al fa , zeros ( 1 ,m^2) ] ;
12− E=gama*expm(Q* t ) *ones ( 3 * ( 3 *h+1) , 1 )
13− i f E>P
14− f p r i n t f ( ’ \n# numero de pecas de reposicao : %d #\n ’ ,h)
15− else
16− h=h+1
17− Q=[B00 B01 B1K_Z ; B10 A1 A0 ; BL1_Z A2 A1 ] ;
18− gama=[ a l f a zeros ( 1 ,h*m^2) ] ;
19− E=gama*expm(Q* t ) *ones ( 3 * ( 3 *h+1) , 1 )
20− i f E>P
21− f p r i n t f ( ’ \n# numero de pecas de reposicao : %d #\n

’ ,h)
22− else
23− h=h+1;
24− Q=[B00 B01 B1K_Z B1K_Z ; B10 A1 A0 BLK_Z ; BL1_Z A2

A1 A0 ; BL1_Z BLK_Z A2 A1 ] ;
25− gama=[ a l f a zeros ( 1 ,h . *m^2) ] ;
26− E=gama*expm(Q. * t ) *ones ( 3 * ( 3 *h+1) , 1 ) ;
27− i f E>P
28− f p r i n t f ( ’ \n# numero de pecas de reposicao

: %d #\n ’ ,h)
29− end
30− end
31− end
32− end
33− i f E<P
34− h=h+1;
35− f p r i n t f ( ’ \n# Terminou a operacao : \%d #\n ’ ,h) ;
36− end

Fonte: o autor.

No que se refere a execução do Código 3.3, é possível observar que o mesmo efetua

uma iteração a cada vez que E < P , criando um comportamento que simule o acréscimo

de peças de reposição a medida que a probabilidade de o sistema permanecer em funciona-

mento seja inferior ao valor da confiança estipulada. Logo, quanto maior o número de peças
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de reposição, maior a probabilidade do sistema permanecer em funcionamento. Sendo as-

sim, para uma confiança de 65% e um tempo de serviço do maquinário de 1500, 2500 e 3000,

obtém-se os seguintes valores expostos na Tabela 3.3.

Tabela 3.3 – Valor de E para que o sistema permaneça em funcionamento.

Quantidade de peças Valor de E com t = 2000 Valor de E com t = 2500 Valor de E com t = 3000

0 0.75% 0.2% 0.05%
1 59.99% 57.48% 55.08%
2 68.59% 68.49% 68.38%
3 - - -

Fonte: o autor.

De acordo com a Tabela 3.3, percebe-se que na falta total de peças de reposição o

sistema possui uma probabilidade pequena de permanecer em funcionamento para os três

valores de t . No entanto, a medida que se aumenta uma peça, os resultados se mostram

sensíveis. Como já citado no algoritmo, no momento em que a probabilidade do sistema

permanecer em funcionamento supera o valor da confiança, assim, o código finaliza suas

iterações e propõe o número mínimos de peças para garantir a confiabilidade desejada do

sistema.

Com o intuito de flexibilizar o Código 3.3 e garantir uma maior aplicabilidade em pro-

blemas da indústria, o código em questão foi generalizado no Capítulo 4 por meio de mo-

dificações em sua estrutura. Após esta modificação, na Seção 4.1, foi feita uma análise de

sensibilidade, que teve como objetivo, testar a confiabilidade e a robustez do algoritmo de

HUANG-LIANG-GUO através da perturbação dos parâmetros de entrada.
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Capítulo 4

Dimensionamento de equipes de
mantenedores

Neste capítulo será apresentado um estudo de caso hipotético onde se busca modelar

um sistema de produção com três fábricas, de modo a estipular o número mínimo de man-

tenedores que cada unidade produtiva deve ter, para que assim, a possibilidade de funcio-

namento de ambas, seja garantida. Para isto, considere o seguinte problema: Uma fábrica de

produtos alimentícios é composta por três unidades de produção independentes que fabri-

cam produtos do tipo A, B e C de forma contínua (ver Figura 4.1). A produção das unidades

é responsável pele abastecimento de um armazém, que por sua vez, tem a responsabilidade

de suprir a demanda dos clientes ao longo do ano. Um dos desafios enfrentados pela ge-

rência de produção se trata do dimensionamento do número mínimo de mantenedores que

cada unidade produtiva deve ter, de modo a garantir o reparo imediato das máquinas em

casos de falhas.

Figura 4.1 – Fábrica de produtos alimentícios.

Fonte: o autor.
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Cada unidade produtiva é representada por um processo QBD , sendo que os estados

“em funcionamento (L)” ou “ em reparo (F )” são representados por um conjunto de tran-

sições aleatórias que se repetem ao longo do tempo ao passo que se aumenta ou diminui a

quantidade de mantenedores. Logo, cada unidade pode ser representada por um diagrama

de transição de Markov conforme Figura 3.9, sendo α e β parâmetros distribuídos exponen-

cialmente.

Para que o armazém tenha um nível de estoque satisfatório, cada unidade deve fun-

cionar com um percentual específico de confiabilidade, sendo de 70%, 76% e 80% paras

as unidades X , Y e Z respectivamente. Além disso, tem-se como característica para cada

planta, os tempos operacionais (T ) e de reparo (S) de ordem 3. Ambas representam as três

fases operacionais e de reparo do sistema, estipuladas por α = (1,0,0) e β = (1,0,0). Sendo

assim, observa-se as matrizes:

X : T =


−0.0030 0.0030 0

0 −0.023 0.023

0 0 −0.030

e S =


−0.040 0.040 0

0.03 −0.12 0.09

0.007 0 −0.12

 (4.1)

Y : T =


−0.035 0.035 0

0 −0.9 0.9

0 0 −0.0035

e S =


−0.95 0.95 0

0.01 −0.19 0.18

0.00 0 −0.03

 (4.2)

Z : T =


−0.0032 0.0032 0

0 −0.025 0.025

0 0 −0.0032

e S =


−0.06 0.06 0

0.05 −0.16 0.11

0.008 0 −0.14

 (4.3)

As matrizes T e S, por características do processo QBD, devem cumprir os seguin-

tes requisitos: ordem m (3X 3); não singularidade e; elementos das diagonais negativos e

fora das diagonais todos positivos (SALES; MORALES, 2011). A utilização de matrizes não

singulares se dá pelo fato de que para o desenvolvimento do gerador infinitesimal e das res-

pectivas operações matriciais se faz necessário que as mesmas possuam determinantes não

nulos, caso o contrário, pode não haver soluções para o problema.

Sendo assim, para que a probabilidade de funcionamento (E) de cada unidade seja

encontrada, necessita-se primeiramente, calcular um gerador infinitesimal específico para

cada unidade, já que os mesmos são capazes de representar o comportamento aleatório ao

longo do tempo. Covenientemente, os geradores infinitesimais foram descritos através dos



71

produtos de Kronecker, conforme a equação 4.4.

Q(X ,Y , Z ) =



B00 T0α
⊗
β 0

I
⊗

S0 T
⊗

I + I
⊗

S T0α
⊗

I 0

0 I S0
⊗
β T

⊗
I + I

⊗
S 0

0 0 I S0
⊗
β 0 S0α

⊗
β

0 0 0 T0
⊗

i S

 (4.4)

Todavia, por meio do Código 4.1, tornou-se possível calcular os geradores para as res-

pectivas unidades. Ressalta-se que o produto de Kronecker pode ser representado pela fun-

ção kron, já inclusa em Matlab. Sendo assim, pode-se observar os geradores infinitesimais

(Qn) das unidades X , Y e Z nos respectivos anexos B , C e D .

Código 4.1 – Geradores infinitesimais.

1− B01 = kron (To* al fa , betta ) ;
2− B10 = kron ( I , So ) ;
3− A1 = kron (T , I ) + kron ( I , S ) ;
4− A0 = kron (To* al fa , I ) ;
5− A2 = kron ( I , So* betta ) ;
6− BN_1N= kron (To , I ) ;
7− BNN_1= kron ( So* al fa , betta ) ;
8− BNN=S ;
9− Qn=[B00 B01 B1K_Z B1K_Z B1K_Z BZ ; B10 A1 A0 BLK_Z BLK_Z BL1_Z ;

BL1_Z A2 A1 A0 BLK_Z BL1_Z ; BL1_Z BLK_Z A2 A1 A0 BL1_Z ; BL1_Z BLK_Z
BLK_Z A2 A1 BN_1N; BZ B1K_Z B1K_Z B1K_Z BNN_1 BNN]

Fonte: o autor.

A partir das matrizes Qn, obtém-se um conjunto de sub matrizes que, conforme expli-

citado na Figura 3.6 na seção 3.3, permitem que um estado específico seja analisado. Assim,

uma unidade de produção pode ser analisada em termos de sua probabilidade de funciona-

mento, caso tenha zero ou dois mantenedores, por exemplo. Esta situação pode ser melhor

compreendida analisando a Figura 4.2.
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Figura 4.2 – Matriz de transição.

Fonte: o autor.

A Figura 4.2 demostra o conjunto de sub matrizes correlacionadas com os respectivos

números de mantenedores (mant), formando assim, estados específicos no que se refere

às probabilidades de transição. Logo, o algoritmo de HUANG-LIANG-GUO referenciado na

seção 3.3.2 é aplicado por meio do código apresentado no Apêndice E para a resolução do

problema do dimensionamento dos mantenedores. Com isto, obtém-se as Figuras 4.3, 4.4 e

4.5, que representam, respectivamente, o número mínimo de mantenedores que as unida-

des X, Y e Z devem ter, dada a confiabilidade preestabelecida pela gerência de produção.

Figura 4.3 – Número mínimo de mantenedores - Unidade X.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 4.4 – Número mínimo de mantenedores - Unidade Y.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 4.5 – Número mínimo de mantenedores - Unidade Z.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Portanto, observa-se por meio das Figuras 4.3, 4.4 e 4.5, que a unidade X deve ope-

rar com 2 mantenedores para obter uma probabilidade de permanecer em funcionamento

maior ou igual a 70%. Já a unidade Y, com 3 mantenedores, possui praticamente o mesmo

valor da confiabilidade requerida, que é de 76%. Por fim, a unidade Z, com apenas um man-

tenedor, propicia uma probabilidade de permanência de 86,32%, cerca de 6% acima do es-

tipulado.

Uma das questões cruciais em problemas relacionados a cadeias de Markov, está no

fato do entendimento dos parâmetros que compõe determinados modelos, haja vista a vola-

tilidade que tais parâmetros podem assumir quando aplicados a sistemas dinâmicos, como

é o caso dos biológicos, físicos e sociais. Perturbar um sistema permite entender como os pa-
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râmetros determinam as propriedades da cadeia (SENETA, 1993; MEYER, 1991; CASWELL,

2013). Portanto, o presente estudo avaliou os resultados obtidos por meio de uma análise

de sensibilidade, que objetiva descrever o efeito sobre a probabilidade de funcionamento de

uma unidade de produção, quando o gerador infinitesimal Qn é perturbado.

4.1 Análise de Sensibilidade do Algoritmo HUANG-LIANG-GUO

A análise de sensibilidade foi dividida em dois momentos. No primeiro, avaliou-se o

comportamento de E0, E1, E2, E3 e E4 (En – Probabilidade de funcionamento com n mante-

nedores) quando se varia a matriz de tempo de reparo (S) e o tempo de funcionamento de

produção (t ). No segundo, analisou-se apenas ao tempo de produção (t ), com o intuito de

ver o comportamento de En ao longo do tempo.

Para análise inicial dos parâmetros de S e t , manteve-se como padrão a matriz de

tempo operacional (T ), sendo uma escolha feita por conveniência, tendo em vista que se

tem como premissa que a matriz de tempo de reparo tem maior possibilidade de variar,

haja vista que a detecção de uma falha, assim como o seu reparo, varia de acordo com a

complexidade da falha.

O parâmetro t , variou de forma aleatória em um intervalo de 10.000 a 100.000 uni-

dades de tempo, enquanto que a matriz S, variou por meio de um comportamento pseudo-

aleatório, já que a mesma deve ser formada levando em consideração as restrições de não

singularidade, diagonais negativas, todos elementos fora das diagonais positivos e soma das

linhas iguais a zero. Tanto a matriz S, quanto o parâmetro t , foram iterados 10.000 vezes.

Para a geração das matrizes pseudoaleatórias S, considere o Código 4.2.
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Código 4.2 – Matriz pseudoaleatória S.

1− function MS=Matrizes_SENS ( S )
2− A=−1+(1+1) *rand ( 1 ) ;
3− B=−1+(1+1) *rand ( 1 ) ;
4− C=0;
5− M=[A B C ] ;
6− while ~(−0.001<sum(M) && sum(M) <0.001 && A<0)
7− A=−1+(1+1) *rand ( 1 ) ;
8− B=−1+(1+1) *rand ( 1 ) ; C=0;
9− M=[A B C ] ;
10− end
11− M=[A B C ] ;
12− Mt=M;
13− A1=−1+(1+1) *rand ( 1 ) ;
14− B1=−1+(1+1) *rand ( 1 ) ;
15− C1=−1+(1+1) *rand ( 1 ) ;
16− M1=[A1 B1 C1 ] ;
17− while ~(−0.001<sum(M1) && sum(M1) <0.001 && B1<0 && A1>0 && C1>0)
18− A1=−1+(1+1) *rand ( 1 ) ;
19− B1=−1+(1+1) *rand ( 1 ) ;
20− C1=−1+(1+1) *rand ( 1 ) ;
21− M1=[A1 B1 C1 ] ;
22− end
23− M1=[A1 B1 C1 ] ;
24− Mt1=M1;
25− e =0;
26− f =0;
27− g=−1+(1+1) *rand ( 1 ) ;
28− qq=[ e f g ] ;
29− while ~(g<0)
30− e =0;
31− f =0;
32− g=−1+(1+1) *rand ( 1 ) ;
33− qq=[ e f g ] ;
34− end
35− qq=[ e f g ] ;
36− Q=[M; M1; qq ] ;
37− MS=Q
38− end

Fonte: o autor.

Para o desenvolvimento do Código 4.2, criou-se primeiramente uma função, que por

sua vez, foi executada em uma main function (função global), onde serviu como entrada

para o código que representa o algoritmo, situado no Apêndice E. Para a formação da ma-

triz, criou-se cada variável com uma característica independente, que posteriormente, fo-
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ram alocadas em um vetor de 3 posições. O vetor só foi consolidado, quando as condições

de restrições foram atendidas, o que por consequência, culminou na formação da matriz

pseudoaleatória S de ordem 3X 3.

Executando o código, pode-se observar os histogramas representados pelas Figuras

4.6, 4.7 (a), (b), (c) e (d), que correlacionam as frequências de ocorrência de um resultado

En , com as respectivas faixas de probabilidade no eixo x, sendo um espaço amostral alocado

em um intervalo de zero a um. Logo se pode inferir a possibilidade de ocorrência de um

resultado dada a quantidade de mantenedores estipulada.

Na Figura 4.6 pode-se notar que a possibilidade de uma unidade permanecer em fun-

cionamento sem contar sequer com um mantenedor é zero, haja vista que dos 10.000 pontos

gerados, 100% estão na faixa de zero, o que permite dizer que a chance de permanecer em

funcionamento ao longo do tempo é praticamente nula.

Figura 4.6 – Probabilidade de funcionamento E0.

Fonte: o autor.

No entanto, percebe-se que a medida que uma unidade de produção conta com no

mínimo um mantenedor, os resultados assumem outra característica de distribuição, ge-

rando situações de permanência de estado (de funcionamento). Na Figura 4.7(a), com um

mantenedor, os valores E1 estão em grande parte nas faixas de 0 a 0.1 e de 0.8 a 1, ocupando

os extremos do espaço amostral, o que faz com que a permanência do sistema se torne não

confiável, tendo em vista que variando os dados de entrado, os resultados podem ser bons

ou ruins em proporções similares.

Contudo, ao passo que se acrescentam 2, 3 e 4 mantenedores, os valores En migram

gradativamente para as faixas próximas a 1, ou seja, aproximadamente 100% de permanên-

cia de estado de funcionamento, diminuindo os valores relativos às ocorrências ligadas ás

faixas próximas de zero.
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Figura 4.7 – Possibilidade de permanecer em funcionamento com mantenedores.

(a) Probabilidade de funcionamento E1.

(b) Probabilidade de funcionamento E2.

(c) Probabilidade de funcionamento E3.

(d) Probabilidade de funcionamento E4.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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O aumento da probabilidade de uma unidade permanecer em funcionamento quando

aumentado o número de mantenedores, também pode ser evidenciado por meio das médias

dos valores de En, conforme evidenciado na Figura 4.8. Nas condições em que se pode per-

ceber que de três para quatro mantenedores, a média é similar, o que pode ser explicado

por Ost (2001), onde o mesmo afirma que o processo QBD a partir do estado 1 apresenta

um processo de repetição de estrutura, conforme já exposto na Figura 3.5, e que o gerador

infinitesimal é representado por oito sub matrizes em toda sua extensão. Sendo assim, as

sub matrizes que governam as transições a partir do estado três, tendem a se repetir.

Figura 4.8 – Médias das probabilidades En .

Fonte: o autor.

Em relação à variação de apenas t , manteve-se como default as matrizes S e T . Além

disso, em vez de ter um comportamento aleatório, como anteriormente, t variou de maneira

crescente, o que permite avaliar uma unidade de produção ao longo do tempo e visualizar

até quando o sistema é confiável. Para isso, considere a Figura 4.9.

Figura 4.9 – Variando t de forma crescente.

Fonte: o autor.
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A Figura 4.9 demostra uma relação inversa de proporcionalidade, haja vista que, à

medida que se aumenta o tempo de trabalho, diminui-se a probabilidade de uma unidade

permanecer em funcionamento. Não obstante, nota-se que uma unidade de produção como

apenas um mantenedor (E1) tem um comportamento extremo em relação à uma unidade

com 4 mantenedores, ao passo que a confiabilidade de E1 diminui drasticamente ao longo

do tempo. Já para E4, existe uma probabilidade alta de permanência, mesmo quando “es-

tressado” o valor de t .
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Capítulo 5

CONCLUSÕES E TRABALHOS
FUTUROS

Diante da dinâmica e da eminente complexidade dos sistemas de produção, atender

a demanda não se trata de uma tarefa trivial. Diante disto, o presente trabalho, propôs ini-

cialmente, uma abordagem básica referente à aplicação de teoria das filas em problemas de

produção, e a partir disto, abordou modelos mais flexíveis e robustos como são os mode-

los markovianos, que nesta situação, foram discutidos em um âmbito de confiabilidade e

dimensionamento de equipes.

O problema do dimensionamento de equipes de trabalho, caso solucionado de forma

empírica, pode ocasionar situações negativas, como o excedente de mão de obra ou a falta

da mesma, que por vezes, compromete as estratégias de atendimento da demanda de uma

organização. Sendo assim, diversas técnicas podem ser empregadas no planejamento da

força de trabalho, desde as abordagens clássicas, como as elaboradas por Erlang e Jackson,

ou até mesmo, métodos relacionados aos modelos probabilísticos, como os markovianos.

O uso de modelos markovianos, por meio do método de QBD, possibilita a modela-

gem de sistemas que possuem características distintas dentro de um mesmo estado. Assim,

o processo QBD proporciona ao ambiente estudado a possibilidade de representar situações

de estado de funcionamento ou estado de reparo, que alinhados ao algoritmo de HUANG-

LIANG-GUO possibilita determinar quantos mantenedores uma unidade de produção deve

ter de modo a garantir o funcionamento ao longo do tempo.

Portanto, diante do primeiro objetivo, foram modeladas as três unidades de produ-

ção X, Y e Z e realizado o dimensionamento mínimo de mantenedores que cada unidade

deve ter, de modo a garantir a confiança preestabelecia. Após avaliação, a unidade X com

dois mantenedores proporciona 70% de probabilidade de permanecer em funcionamento,

a unidade Y com três proporciona 76%, e por fim, a unidade Y, com apenas um mantenedor

possibilita 80% de chance de permanecer em funcionamento.
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O Segundo objetivo do trabalho se tratou da análise de sensibilidade dos parâme-

tros de entrada, onde notou-se que ao perturbar o gerador infinitesimal por meio da varia-

ção aleatória e pseudoaleatória das variáveis, os valores de probabilidade de funcionamento

tendem a se aproximar de 100%, ao passo que se acrescenta um mantenedor. No entanto,

nota-se que quando se acrescenta o quarto mantenedor, existe pouca variação no sistema,

fato que fica evidenciado quando comparado os valores médios de probabilidade.

Todavia, quando se estressa o sistema por meio do crescimento da variável aleató-

ria, a confiabilidade dos resultados tende a diminuir, ao passo que com um mantenedor,

a probabilidade de funcionamento cai consideravelmente. Em contrapartida, com quatro

mantenedores a permanência de estado de funcionamento tende a ser longínqua, tendo em

vista que de 1.000 a 10.000 unidades de tempo, a variação foi próxima de zero.

Como oportunidade de trabalhos futuros, recomenda-se que o mesmo sistema seja

modelado, no entanto, levando em consideração aspectos de dependência entre as unidades

de produção, tratadas nesta ocasião, como independentes.

Além disso, pode-se também: implementar o modelo em uma situação real; adicionar

elementos de subjetividade à lógica nebulosa e; acrescentar elementos de testes de sobrevi-

vência ao modelo desenvolvido.
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APÊNDICE A

Resultado Gerador Infinitesimal
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Figura A.1 – Gerador infinitesimal Q - Página 1

Fonte: o autor
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Figura A.2 – Gerador infinitesimal Q - Página 2

Fonte: o autor
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Figura A.3 – Gerador infinitesimal Q - Página 3

Fonte: o autor
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Figura A.4 – Gerador infinitesimal Q - Página 4

Fonte: o autor
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Figura A.5 – Gerador infinitesimal Q - Página 5

Fonte: o autor
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Figura A.6 – Gerador infinitesimal Q - Página 6

Fonte: o autor
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Resultado Gerador X
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Figura B.1 – Gerador infinitesimal da unidade X - Página 1

Fonte: o autor
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Figura B.2 – Gerador infinitesimal da unidade X - Página 2

Fonte: o autor
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Figura B.3 – Gerador infinitesimal da unidade X - Página 3

Fonte: o autor
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Figura B.4 – Gerador infinitesimal da unidade X - Página 4

Fonte: o autor



100 APÊNDICE B. Resultado Gerador X

Figura B.5 – Gerador infinitesimal da unidade X - Página 5

Fonte: o autor
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Figura B.6 – Gerador infinitesimal da unidade X - Página 6

Fonte: o autor
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Resultado Gerador Y



104 APÊNDICE C. Resultado Gerador Y

Figura C.1 – Gerador infinitesimal da unidade Y - Página 1

Fonte: o autor
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Figura C.2 – Gerador infinitesimal da unidade Y - Página 2

Fonte: o autor
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Figura C.3 – Gerador infinitesimal da unidade Y- Página 3

Fonte: o autor
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Figura C.4 – Gerador infinitesimal da unidade Y - Página 4

Fonte: o autor



108 APÊNDICE C. Resultado Gerador Y

Figura C.5 – Gerador infinitesimal da unidade Y - Página 5

Fonte: o autor
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Figura C.6 – Gerador infinitesimal da unidade Y - Página 6

Fonte: o autor
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Resultado Gerador Z



112 APÊNDICE D. Resultado Gerador Z

Figura D.1 – Gerador infinitesimal da unidade Z - Página 1

Fonte: o autor
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Figura D.2 – Gerador infinitesimal da unidade Z - Página 2

Fonte: o autor



114 APÊNDICE D. Resultado Gerador Z

Figura D.3 – Gerador infinitesimal da unidade Z- Página 3

Fonte: o autor
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Figura D.4 – Gerador infinitesimal da unidade Z - Página 4

Fonte: o autor



116 APÊNDICE D. Resultado Gerador Z

Figura D.5 – Gerador infinitesimal da unidade Z - Página 5

Fonte: o autor
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Figura D.6 – Gerador infinitesimal da unidade Z - Página 6

Fonte: o autor
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Código E.1 – Algoritmo de HUANG-LIANG-GUO - Parte 1.

c l c
clear a l l
close a l l
1 . m=3;
2 . T = input ( ’ d i g i t e a matriz de tempo operacional T : ’ )
3 . S = input ( ’ d i g i t e a matriz que governa o tempo de reparo da avaria

S : ’ )
4 . t = input ( ’ d i g i t e o valor da quantidade de interacoes ou tempo de

servico )
5 . a l f a =[1 0 0 ] ;
6 . betta =[1 0 0 ] ;
7 . e=ones (m, 1 ) ;
8 . I =eye (m,m) ;
9 . BZ=zeros (m,m) ;
10. B1K_Z=zeros (m,m^2) ;
11. BLK_Z=zeros (m^2 ,m^2) ;
12. BL1_Z=zeros (m^2 ,m) ;
13. To=T*e ;
14. So=S*e ;
15. Bo1=To* a l f a ;
16. Ao2=So* betta ;
17. Bn=So* a l f a ;
18. B00=T ;
19. B01 = kron (To* al fa , betta ) ;
20. B10 = kron ( I , So ) ;
21. A1 = kron (T , I ) + kron ( I , S ) ;
22. A0 = kron (To* al fa , I ) ;
23. A2 = kron ( I , So* betta ) ;
24. BN_1N= kron (To , I ) ;
25. BNN_1= kron ( So* al fa , betta ) ;
26. BNN=S ;
27. QZ=[B00 B01 B1K_Z B1K_Z B1K_Z BZ ; B10 A1 A0 BLK_Z BLK_Z BL1_Z ;

BL1_Z A2 A1 A0 BLK_Z BL1_Z ; BL1_Z BLK_Z A2 A1 A0 BL1_Z ; BL1_Z BLK_Z
BLK_Z A2 A1 BN_1N; BZ B1K_Z B1K_Z B1K_Z BNN_1 BNN]

28. confiabil idade = input ( ’ Digite a confiabil idade p : ’ ) %\n
29. mantenedores =0;
30. QZ=T ;
31. gama= a l f a ;
32. E0=gama*expm(QZ* t ) *ones (m, 1 ) ;
33. ProbE_0=[E0 ] ;
34. ax = gca ;
35. ax . XTick = [1 2 3 4 5 ] ;
36. ax . XTickLabels = { ’ Prob . com 0 ’ , ’ Prob . com 1 ’ , ’ Prob . com 2 ’ , ’ Prob .

com 3 ’ , ’ Prob . com 4 ’ } ;
37. ax . XTickLabelRotation = 45;
38. bar ( ProbE_0 , ’ k ’ ) ;
39. ylabel ( ’P(E) ’ )
40. axis ( [ 0 6 0 1 ] )
41. hold on

Fonte: o autor.



122 APÊNDICE E. Aplicação do algoritmo de HUANG-LIANG-GUO

Código E.2 – Algoritmo de HUANG-LIANG-GUO - Parte 2.

42. b0=confiabil idade ; b1=0;
43. x= linspace ( 0 , 6 , 50) ;
44. y= b0−b1* x ;
45. plot ( x , y , ’ linewidth ’ ,1 , ’ color ’ , ’ red ’ )
46. i f E0>confiabil idade
47. return
48. end
49. mantenedores=mantenedores +1;
50. QZ=[B00 B01 ; B10 A1 ] ;
51. gama=[ a l f a zeros ( 1 ,m^2) ] ;
52. E1=gama*expm(QZ* t ) *ones ( 3 * ( 3 * mantenedores+1) , 1 ) ;
53. ProbE_0=[E0 , E1 ] ;
54. ax = gca ;
55. ax . XTick = [1 2 3 4 5 ] ;
56. ax . XTickLabels = { ’ Prob . com 0 ’ , ’ Prob . com 1 ’ , ’ Prob . com 2 ’ , ’ Prob .

com 3 ’ , ’ Prob . com 4 ’ } ;
57. ax . XTickLabelRotation = 45;
58. bar ( ProbE_0 , ’ k ’ ) ;
59. ylabel ( ’P(E) ’ )
60. axis ( [ 0 6 0 1 ] )
61. hold on
62. b0=confiabil idade ; b1=0;
63. x= linspace ( 0 , 6 , 50) ;
64. y= b0−b1* x ;
65. plot ( x , y , ’ linewidth ’ ,1 , ’ color ’ , ’ red ’ )
66. i f E1>confiabil idade
67. return
68. end
69. mantenedores=mantenedores +1;
70. QZ=[B00 B01 B1K_Z ; B10 A1 A0 ; BL1_Z A2 A1 ] ;
71. gama=[ a l f a zeros ( 1 , mantenedores*m^2) ] ;
72. E2=gama*expm(QZ* t ) *ones ( 3 * ( 3 * mantenedores+1) , 1 ) ;
73. ProbE_0=[E0 , E1 , E2 ] ;
74. ax = gca ;
75. ax . XTick = [1 2 3 4 5 ] ;
76. ax . XTickLabels = { ’ Prob . com 0 ’ , ’ Prob . com 1 ’ , ’ Prob . com 2 ’ , ’ Prob .

com 3 ’ , ’ Prob . com 4 ’ } ;
77. ax . XTickLabelRotation = 45;
78. bar ( ProbE_0 , ’ k ’ ) ;
79. ylabel ( ’P(E) ’ )
80. axis ( [ 0 6 0 1 ] )
81. hold on
82. b0=confiabil idade ; b1=0;
83. x= linspace ( 0 , 6 , 50) ;
84. y= b0−b1* x ;
85. plot ( x , y , ’ linewidth ’ ,1 , ’ color ’ , ’ red ’ )

Fonte: o autor.
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Código E.3 – Algoritmo de HUANG-LIANG-GUO - Parte 3.

86. i f E2>confiabil idade
87. return
88. end
89. mantenedores=mantenedores +1;
90. QZ=[B00 B01 B1K_Z B1K_Z ; B10 A1 A0 BLK_Z ; BL1_Z A2 A1 A0 ; BL1_Z

BLK_Z A2 A1 ] ;
91. gama=[ a l f a zeros ( 1 , mantenedores*m^2) ] ;
92. E3=gama*expm(QZ* t ) *ones ( 3 * ( 3 * mantenedores+1) , 1 ) ;
93. ProbE_0=[E0 , E1 , E2 , E3 ] ;
94. ax = gca ;
95. ax . XTick = [1 2 3 4 5 ] ;
96. ax . XTickLabels = { ’ Prob . com 0 ’ , ’ Prob . com 1 ’ , ’ Prob . com 2 ’ , ’ Prob

. com 3 ’ , ’ Prob . com 4 ’ } ;
97. ax . XTickLabelRotation = 45;
98. bar ( ProbE_0 , ’ k ’ ) ;
99. ylabel ( ’P(E) ’ )
100. axis ( [ 0 6 0 1 ] )
101. hold on
102. b0=confiabil idade ; b1=0;
103. x= linspace ( 0 , 6 , 50) ;
104. y= b0−b1* x ;
105. plot ( x , y , ’ linewidth ’ ,1 , ’ color ’ , ’ red ’ )
106. i f E3>confiabil idade
107. return
108. end
109. mantenedores=mantenedores +1;
110. QZ=[B00 B01 B1K_Z B1K_Z B1K_Z ; B10 A1 A0 BLK_Z BLK_Z ; BL1_Z A2 A1

A0 BLK_Z ; BL1_Z BLK_Z A2 A1 A0 ; BL1_Z BLK_Z BLK_Z A2 A1 ] ;
gama=[ a l f a zeros ( 1 , mantenedores*m^2) ] ;

111. E4=gama*expm(QZ* t ) *ones ( 3 * ( 3 * mantenedores+1) , 1 ) ;
112. ProbE_0=[E0 , E1 , E2 , E3 , E4 ] ;
113. ax = gca ;
114. ax . XTick = [1 2 3 4 5 ] ;
115. ax . XTickLabels = { ’ Prob . com 0 ’ , ’ Prob . com 1 ’ , ’ Prob . com 2 ’ , ’ Prob

. com 3 ’ , ’ Prob . com 4 ’ } ;
116. ax . XTickLabelRotation = 45;
117. bar ( ProbE_0 , ’ k ’ ) ;
118. ylabel ( ’P(E) ’ )
119. axis ( [ 0 6 0 1 ] )
120. hold on
121. b0=confiabil idade ; b1=0;
122. x= linspace ( 0 , 6 , 50) ;
123. y= b0−b1* x ;
124. plot ( x , y , ’ linewidth ’ ,1 , ’ color ’ , ’ red ’ )
125. hold on

Fonte: o autor.
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