UMA INTRODUCAO A ALGEBRAS

TIAGO MACEDO

RESUMO. Neste seminario vamos introduzir uma nova estrutura
algébrica, dlgebras. Comecaremos recapitulando estruturas defini-
das em semindrios anteriores. Em seguida, definiremos &dlgebras,
subdlgebras, ideais e morfismos e mostraremos alguns exemplos.
Por fim, vamos enunciar o Teorema do Isomorfismo para dlgebras.

1. ESTRUTURAS ALGEBRICAS

Vamos comecar relembrando algumas estruturas algébricas.

1.1. Grupos. Um grupo é um conjunto G munido de uma fungao

nw:GxG — G
(a,b) —> a-b

satisfazendo
(1) Associatividade: a- (b-c¢) = (a-b) - ¢ para quaisquer a,b,c € G
(2) Existéncia de elemento neutro: existe eg € G tal que
€c-9=9=9"¢a

para todo g € G
(3) Existéncia de elementos inversos: para todo g € G, existe g¥ €

G tal que
9-9'=ec=g"g
Um grupo (G, p) é dito abeliano quando a fungao p é comutativa,

ou seja, p(a,b) = u(b,a) para quaisquer a,b € G.
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1.2. Anéis e Corpos. Um anel (com unidade) é um conjunto R mu-

nido de duas funcgoes

c:RxR — R p:RxR — R
(r,s) = r+s (r,s) — r-s

satisfazendo as seguintes condigoes

Um anel (R, o, 1) é dito comutativo quando a fungao u é comutativa,
ou seja, pu(r,s) = p(s,r) para quaisquer r,s € R. Um anel (R, o, u) é
dito corpo quando (R \ {0}, x) é um grupo (abeliano).

A partir de agora, vamos supor que todo anel é comutativo.

1.3. Médulos e Espagos vetoriais. Um mdédulo sobre um anel (R, og, )

é um conjunto M munido de duas funcoes

oy - MxM — M v:RxM — M
(m,n) — m+n (r,m) +— r-m

satisfazendo as seguintes condigoes

Um R-médulo M é dito um espaco vetorial quando R é um corpo.
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2. DEFINICOES E EXEMPLOS DE ALGEBRAS

Definigao 1. Seja (R, og, tr) um anel. Uma R-algebra é um conjunto
A munido de trés fungoes

o4 AxA — A pa: AxA — A vg: RxA — A
(a,b) — a+b (a,b) — a-b (r,a) — r.a

satisfazendo as seguintes condigoes

(1) (A, 04,v4) ¢ um R-médulo
(2) (A,04,14) é um anel
(3) r.(a-b) = (r.a)-b=a- (r.b) para quaisquer r € R, a,b € A.

Uma R-élgebra A é dita comutativa quando o anel (A, 04, 11,) é co-
mutativo. Uma R-élgebra A ¢ dita de divisdo quando o anel (A, 04, i)

é um corpo.

Exemplo 2. Considere R = A =7, 0 : Z X Z — 7 a soma usual e
= v :Zx7Z — Z o produto usual de nimeros inteiros. Nés ja sabemos
que (Z,o) é um grupo abeliano, portanto (Z,o,v) é um Z-mdédulo.
N6s sabemos ainda que (Z, o0, ) é um anel comutativo. Do Ensino
Fundamental, nés sabemos também que z1(z923) = (2129)23 = 29(2123)
para quaisquer zi, 29, 23 € Z. Poranto Z é uma Z-algebra comutativa.

Em geral, todo anel (comutativo) R é uma R-algebra. Em particular,
todo corpo (comutativo, incluindo @, R e C) é uma &lgebra sobre si

1MesIno.

Exemplo 3. Considere n > 0 e k um corpo. Considere gl,(k) o con-
junto de matrizes de ordem n x n e entradas em k

ayp -0 Aip
3 Q5 € k.

Qp1 - Qpn

Nés ja sabemos que gl,, (k) munido da soma usual e multiplicagao usual

de matrizes é um anel (ndo comutativo). Nés também sabemos que
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munido da soma usual de matrizes e da multiplicacao escalar dada por

a1 -+ Qin Aayp - Aag,
Al = : : , VAay ek

ap1 - Gpp )\anl e )\ann
gl,, (k) é um k-espago vetorial.

Para verificar que gl (k) é uma k-algebra, basta mostrar que
MA-B)=(MNA)-B=A-(\B),

para quaisquer A € k, A, B € gl (k). Multiplicando as matrizes, obser-

vamos que:

e A entrada (4,7) da matriz A\.(A- B) é A (D", _, airbij)
e A entrada (i,7) da matriz (\.A) - B é >}, (Aa)bk;
e A entrada (4,7) da matriz A - (\.B) é > 7 _; aix(Aby; ).

Como vimos que k é uma k-dlgebra, segue que essas entradas sao todas
iguais. Com isso, concluimos que gl,(k) é uma k-algebra ndo comuta-

tiva.

Exemplo 4. Anel de polinomios. Considere um anel R e o conjunto
RJz] formado por elementos da forma

p(x) = 1o+ 1z + -zt
onde n>0ery,r,...,r, € R. Definindo a soma como
Orp) (a0 + a1z +- - Fa,z" bop+bix+- - +b,2") = co+crx+- -+ cpat
onde ¢; = a; + b;, para todo ¢ =0,1,...,n, o produto como
PRz (a@o+a1 2+ - Fanz", bo+biz+- - -+, x") = cotcia+-- - A Cppm ™™,

onde ¢; = EZ:O arpb;_j, paratodot=0,1,...,n+m, e a multiplicacao

escalar como
n n
UR[x](ry(10+a1$+"'+CLn$ >——CO+01$+"' Co T ,

onde ¢; = ra;, para todo ¢ = 0,1,...,n, obtemos uma R-algebra.
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3. MORFISMOS DE ALGEBRAS

Definigao 5. Dados um anel R e duas R-algebras A e B, um morfismo
de R-élgebras é uma funcao ¢ : A — B tal que

(1) ¢ é um homomorfismo de anéis
(2) ¢ é um morfismo de R-médulos.

Um homomorfismo ¢ é dito isomorfismo, quando ¢ também for uma
bijecao.

Exemplo 6. Dado um anel R e uma R-dlgebra A, considere a fungao
idg : A — A dada por ida(a) = a para todo a € A. Essa fungao, que
¢é chamada de identidade, é um morfismo de R-dlgebras. De fato, nés

sabemos que id4 é um morfismo de anéis e de R-moddulos.

Exemplo 7. Considere um anel R, trés R-algebras A, B, C e dois mor-
fismos de R-algebras ¢ : A — Bev : B — C. A funcao (vop) : A = C
é um morfismo de R-algebras. De fato, como ¢ e 1 sao morfismos de
anéis, entao (1og) é um morfismo de anéis e, como ¢ e 1) sdo morfismos

de R-médulos, entdo (¢ o ¢) é um morfismo de R-mddulos.

4. TEOREMA DO ISOMORFISMO PARA ALGEBRAS

Definigao 8. Dado um morfismo de R-algebras ¢ : A — B, definimos:

(a) O nucleo de ¢ como o conjunto kerp = {a € A: p(a) =05} C A.
(b) A imagem de ¢ como o subconjunto

im(p) ={b € B:b=y(a) para algum a € A} C B.

Dada uma R-algebra (A, o, i, v), um subconjunto B C A é dito uma
R-subalgebra de A quando B for um subanel do anel (A, 0, u) e um
submédulo do R-médulo (A4, o, v).

Dada uma R-algebra (A, o, u,v), um subconjunto I C A é dito um
ideal de A quando [ for um ideal do anel (A, o, 1) e um submédulo do
R-médulo (A, o,v).
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Dados uma R-algebra A e um ideal I C A, a algebra quociente A/ é
definida como o anel quociente A/I, munido da estrutura de R-médulo
quociente A/I.

Teorema 9 (do Isomorfismo). Se ¢ : A — B é um morfismo de R-
algebras, entao

(1) ker C A é um ideal,

(2) im(yp) € B ¢é uma subalgebra,
(3) R/ker ¢ é isomorfo a im(¢p).



