UMA INTRODUCAO A ANEIS

TIAGO MACEDO

RESUMO. Neste semindrio vamos falar sobre conceitos basicos rela-
cionados a anéis. Comegaremos definindo o que é um anel e mos-
trando alguns exemplos. Em seguida, introduziremos a nocao de
morfismos de anéis e ideais. Por fim, vamos enunciar o famoso

Teorema do Isomorfismo e mostrar uma de suas aplicagoes.

1. DEFINICOES E EXEMPLOS DE ANEIS

Definicao 1. Um anel é um conjunto R munido de duas fungoes

c:RxR — R T:RxR — R
(r,s) — r+s (r,s) — r-s

satisfazendo as seguintes condigoes

. (R,0) é um grupo abeliano
. (r-s)-t=r-(s-t) para quaisquer r,s,t € R

1
2
3. 7-(s+t)=r-s+r-tpara quaisquer r,s,t € R
4. (s+1t)-r=s-r+t-r para quaisquer r,s,t € R
)

. Existe e € R tal que e-r =1r =r - e para qualquer r € R.

Observagao 2. (R, ) nao é necessariamente um grupo. De fato, pode
haver r € R para o qual nao existe nenhum s € R tal que r - s = e.

Exemplo 3. Considere R = Z, 0 : R Xx R — R a soma usual e
m: R X R — R o produto usual de ntimeros inteiros. Noés ja sabemos
que (Z, o) é um grupo abeliano. Do Ensino Fundamental, nés também
sabemos que

2. (r-s)-t=r-(s-t) para quaisquer r, s,t € Z;
3. 7-(s+t)=r-s+r-tpara quaisquer r, s,t € Z;
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4. (s+t)-r=s-r+t-r para quaisquer 7, s,t € Z;
5. 1-r=r=r-1lel€Z.

Portanto Z é um anel. Observe ainda que z;-zo = 25 -z para quaisquer
21,22 € 7.

Exemplo 4. Considere n > 0 e k = R ou C. Considere gl,(k) o

conjunto de matrizes de ordem n X n e entradas em k
aip -0 Qip
, ai; € k.
an1  *++  Qpp

Munindo gl,(k) com a soma usual e multiplicagdo usual de matrizes,

obtemos um anel.

Neste caso, observe que

0 0 1 0
OE[n = : y e = s
0 0 0 1
ail A1p —an —ain
Ap1 - Qnn —Ap1 —Qnpn

Observe ainda que nem sempre AB = BA. De fato, tomando n = 2,

A= L1 e B= 01 , VEmos que
00 0 1
AB = 02 e BA= 00 .
0 0 0 0

Definicao 5. Um anel R munido das fungoes o e w é dito:

(i) comutativo quando 7 - s = s - r para quaisquer r, s € R.

(ii) corpo quando (R \ {0}, 7) é um grupo.

Exemplo 6. Como vimos no Exmeplo 3, Z é um anel comutativo. Mas
Z nao é um corpo. De fato, se z € Z\ {—1, 1}, entdo nao existe solu¢ao

para a equagao rz = 1 em Z.
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Exemplo 7. Como vimos no Exemplo 4, gl (k) é um anel que nao é
comutativo. Além disso, gl,, (k) também nao é um corpo. De fato, para

que existisse uma matriz satisfazendo

0 1 a b\ (10
0 0/\ed \o 1)’
terfamos que ter 0b + 0d = 1, o que ¢é impossivel.

Exemplo 8. Tanto QQ, quanto R, quanto C sao corpos comutativos.

Exemplo 9. Considere n > 0 e o conjunto Z, = {0,1,...,(n — 1)},
munido da soma médulo n e do produto médulo n. Observe que:

e Para todo d < n tal que d > 1,d|n, temos que ¢ - d = n para
algum 0 < ¢ < n. Logo d-x = 1 se, e somente se, 0 -7 =
W T =q- W = q-1=q. Isso é uma contradicao, logo
d ndo tem inversos, se d|n. Consequentemente, Z, nao é um
corpo, se n nao for primo.

e Para todo d < n, tal que (d,n) = 1, existem a,b € 7Z tais que

ad +bn = 1. Logo ad = 1, e d é inversivel em Z,.

De fato, é possivel mostrar que Z, é um corpo se, e somente se, p for

primo.

2. MORFISMOS DE ANEIS

Definigao 10. Considere dois anéis R e S. Um homomorfismo de anéis
¢ : R — S é uma funcao satisfazendo

L. p(a+0b) = ¢(a) + ¢(b),
2. p(a-b) = p(a)-p(b),
3. p(er) = eg,

para quaisquer a,b € R. Um homomorfismo ¢ é dito isomorfismo,
quando ¢ também for uma bijecao.

Exemplo 11. Dado um anel R, considere a funcao idgr : R — R dada
por idg(r) = r para todo r € R. Essa fungao, que é chamada de
identidade, é um homomorfismo de anéis. De fato,
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1. idR((Z + b) =a+ b= zdR(a) + ZdR(b),
2. idR(a . b) =a-b= ZdR(CL) : ZdR<b),
3. idR(eR) = €,
para quaisquer a,b € R.
Além disso, observe que para qualquer anel S e quaisquer homomor-
fismos ¢ : R — S ey : S — R, temos que
poidgr(r) = p(idr(r)) = p(r) para qualquer r € R,
idgr o (s) = idgr(¥(s)) =(s) para qualquer s € S.
Exemplo 12. Considere trés anéis R, S,T e dois homomorfismos de

anéis ¢ : R - Sev : S = T. Afuncao Yoy : R — T é um

homomorfismo de anéis. De fato,

=)
2. Yopla-b)=v(pla-b))=1v(p(a)- p(b))
= (p(a)) - P(p(b) = (Yo w(a)) - (¥ owp())

3. TEOREMA DO ISOMORFISMO PARA ANEIS

Nesta secao assuma que todo anel é comutativo com unidade.
Definicao 13. Dado um homomorfismo de anéis ¢ : R — S, definimos:

(a) O nucleo de ¢ como o conjunto kerp = {r € R: p(r) =0s} C R.

(b) A imagem de ¢ como o subconjunto
im(p) ={s €S :s=(r) para algum r € R} C S.

Dado um anel (4,0, 7), um subconjunto I C A é dito um ideal
quando:

(i) (I,0) é um subgrupo de (A, o),
(ii) i -a € I para quaisquer i € I,a € A.

Dados um anel A e um ideal I C A, o anel quociente A/ é definido

da seguinte forma:
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(a) Como conjunto, ele é formado pelos elementos da forma a + I com
a € A, satisfazendo a + I = b+ I quando (a — b) € I;

(b) Afuncaoo: A/IxA/I — A/I dada por o(a+1,b+1) = (a+b)+1
para todo a,b € A;

(c) Afungaom: A/Ix A/I — A/I dadapor m(a+1,b+1) = (a-b)+1I
para todo a,b € A.

Teorema 14 (do Isomorfismo). Se ¢ : R — S é um homomorfismo
sobrejetivo de anéis, entao

(i) kerp C A é um ideal,
(ii) R/ ker ¢ é isomorfo a S.
Exemplo 15. Todo subgrupo de Z é da forma
nZ=A{...,—2n,-n,0,n,2n,...}

para algum n > 0. Pelo Teorema do Isomorfismo, se A = imy para
algum homomorfismo de anéis ¢ : Z — A, entdo A = 7Z/nZ para algum

n > 0. Vamos descrever o anel Z/nZ.

Por construgao, Z/nZ é o conjunto formado por z + nZ, onde z; +
nZ = zy + nZ quando n|(z; — 23). Logo

Z/nZ ={0+nZ,1+nZ,...,(n—1)+nZ}.
Além disso, a soma é dada por
(a +nZ)+ (b+nZ) = (a+b) + nZ,
ou seja, a soma modulo n e o produto é dado por
(a+nZ)-(b+nZ) = (a-b)+nZ,

ou seja, o produto moédulo n. A conclusao é que: toda imagem por
homomorfismo do anel Z ¢é isomorfa a Z,, para algum n > 0.



