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Resumo. A partir da definicdo de raiz quadrada ou raiz de ordem dois,
e utilizando apenas resultados basicos, mostramos como construir um dos
algoritmos mais utilizados no calculo da raiz quadrada de um namero real,
trazendo assim uma justificativa matematica para a funcionalidade do algo-
ritmo. Esta € uma construgcao que admite uma extensao natural ao calculo
das raizes de ordem trés, quatro, etc.
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1 Introducao

A despeito da praticidade oferecida pelas calculadoras, ndo sdo poucos os in-
teressados em descobrir quais os truques utilizados por ela, a calculadora, quando
nos presenteia com os magicos, rapidos e inquestionaveis resultados das operacoes
de radiciagdo como a raiz quadrada, cubica, etc.

Por parte dos estudantes e professores de matematica a curiosidade inicial esta
voltada para o célculo das raizes, e € ai que entram em cena os algoritmos ou 0s
métodos que propiciam estes calculos. Algoritmos para o célculo de raizes quadra-
das s@o bem difundidos e conhecidos, mas, ao que parece, 0 mesmo tratamento nao
se da as justificativas matemdticas para estes mesmos algoritmos, o que além de
agucar a curiosidade de muitos, também tras, de certa forma, uma frustracao pelo
desconhecimento dos argumentos matemaéticos que justifiquem a utilizacao dos al-
goritmos, os porqués que se ocultam além das cortinas dos passos de um algoritmo,
0s quais ambicionamos aqui desvelar.

A frequéncia com que reiteradamente somos abordados por estes alunos e pro-
fessores com questionamentos a respeito do célculo de raizes quadradas, cubicas,
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etc, foi o0 que nos motivou a tentar elaborar uma exposicao simples sobre o assunto,
e que pretende levar o leitor a entender ndao apenas a utilizacdo de um algoritimo
mas também a sua constru¢do. Para ndo nos alongarmos demasiado, trataremos
aqui o caso das raizes quadradas. Nossa exposicao ambiciona ser suficientemente
inspiradora e clara a ponto de incentivar e conduzir o leitor a construir algoritmos
andlogos para as raizes de ordem trés, quatro, cinco, etc, que sdo uma extensao
natural do algoritmo aqui apresentado.

2 Notacao

Uma palavrinha sobre a notacdo que iremos adotar aqui. De maneira geral
escreveremos um numero inteiro nao-negativo d na forma decimal da seguinte ma-
neira

d=d,...d2d1d

onde n > 0 € inteiro e cada d;, 0 < ¢ < n é um algarismo de d, portanto, um
nimero inteiro ndo-negativo. Segue que

d=d,...dsydidy = d,.10" + ... + d.10* + d;.10 + d,.

A fim de evitar confusdo no entendimento da notagdo, solicitamos ao leitor que
atente ao seguinte: para denotarmos um numero arbitrdrio com dois algarismos,
escreveremos d;dy, como vimos acima, enquanto que para denotarmos o produto
destes mesmos algarismos, escreveremos d; - dy, com um ponto entre eles. O cui-
dado faz-se necessario porquanto, quase sempre, ocorre a desigualdade:

didy # dy - do,

Por exemplo, tomando dy = 3 e d; = 2, o primeiro membro da desigualdade serd o
nimero 23 enquanto que o segundo membro serd o produto 2 - 3 = 6, e, portanto, a
desigualdade acima se d4, pois

23#£2-3.

Da mesma forma escreveremos dsd;dy para indicar um nimero inteiro com trés
algarismos, enquanto que escreveremos ds - dy - dy para indicar o produto destes
algarismos e assim por diante. Também usaremos v/d, Z e Q para, respectivamente,
denotarem raiz quadrada de um nimero d, conjunto dos nlimeros inteiros e conjunto
dos nimeros racionais.

3 Raiz quadrada

Extrair a raiz quadrada de um ndmero d significa encontrar um nimero x cujo
quadrado seja igual a d, isto &, tal que 2> = d.



Observamos que para 0 < z < 100 temos que 0 < 22 < 10000. Isto significa
dizer que a raiz quadrada de um ndmero d, 0 < d < 10000 é um nimero x tal
que 0 < x < 100. Agora, para 0 < x < 1000 temos que 0 < 22 < 1000000. Ou
seja, a raiz quadrada de um nimero d, 0 < d < 1000000 é um nimero x tal que
0 < z < 1000. De modo geral, se 0 < z < 10" temos que 0 < 22 < 10?", ou seja, a
raiz quadrada de um niimero d, 0 < d < 10?" é um nimero z tal que 0 < z < 10™.

Estamos fazendo estas observacdes para esclarecer que, no intuito de construir
um algoritmo de forma didética, iremos calcular inicialmente a raiz quadrada de um
ndmero inteiro ndo-negativo d, dado arbitrariamente, mas que esteja entre 0 e 10000,
isto é, 0 < d < 10*. Em seguida, veremos como estender os célculos para 0 < d <
106 e, finalmente, atacaremos o caso 0 < d < 10?". Finalizaremos mostrando como
este algoritmo pode ser utilizado para o célculo de raizes quadradas de nimeros
racionais e irracionais.

3.1 Raiz quadrada de um numero inteiro d, 0 < d < 104.

E claro que \/6 = 0e v10% = 100, assim, estaremos interessados em calcular
\/d para um inteiro d tal que 0 < d < 9999. Nestas condi¢cdes podemos escrever

d = dzdadydy,
onde d; sdo os algarismos de d e o maior niimero inteiro ndo-negativo x tal que

d > 2 o))

possui até duas casas decimais, e escreveremos © = ajag. Estamos interessados
em determinar os algarismos ag € a; de x. Para isto reescrevemos © = ajag =
a1.10 4+ ag. Segue da inequacgdo (1) que

d3d2d1d0 Z (a1.10 -+ a0)2,
desenvolvendo o segundo membro e reescrevendo o primeiro, obtemos:

d3.10° 4+ do.10% 4+ d;.10 + dy > a].10* + 2.a; - ag.10 + a]

)
(d3.10 + d).10% + d1.10 + dy > a3.10% + 2.a; - ag.10 + ag.

Fazendo d3.10 + dy = d3ds na inequagao anterior, obtemos

dsdy.10® + dy.10 + dy > a2.10° + 2.a; - ap.10 + a?. (2)



Comparando os dois membros na desigualdade anterior, observamos, pelas
poténcias de 10, que podemos escolher a; de tal forma que ele seja o maior inteiro
nfo-negativo que satisfaz a desigualdade dsd, > a?, ou seja,

aq S d3d2. (3)

Escolhido o valor de a;, voltamos na inequagdo (2) e a reescrevemos como
segue:
(dsdy — a2).10% 4+ d1.10 4 dy > 2.a; - ap.10 + ag,

fazendo
d3d2 — CL% = d/2 (4)
obtemos,
dy.10% + dy.10 + do > 2.a4 - ag.10 + a]
ou ainda,

dIledO Z (2&110 + ao)ao. (5)

Agora € s6 escolher ay como o maior inteiro, 0 < ag < 9, de tal forma que
ocorra (5). Ap6s a escolha de ag, a diferenca

R = dlzdld(] — (2&110 + CL())CL() (6)

serd denominada resto da raiz quadrada de d. Se R = 0 entdo ajaq serd a raiz
quadrada exata de d, caso ocorra R > 0, a;a, serd uma raiz aproximada de d, por
ndmeros inteiros. Aproximagao esta que se da por falta.

Podemos resumir os passos anteriores em um algoritmo.

3.1.1 Algoritmo (d € Z, 0 < d < 10%)

Vamos resumir os passos principais dos cédlculos da se¢do anterior em um al-
goritmo. Para tanto consideremos um inteiro d, tal que 0 < d < 10*. E claro que
VOo=0e V104 = 100, assim, estaremos interessados em calcular Vid para um
inteiro d tal que 0 < d < 9999. Nestas condi¢des podemos escrever

d = dzdadydy,

onde d; s@o os algarismos de d.

e 19 passo: a inequagdo (3) nos mostra que devemos considerar o ndmero for-
mado pelos dois primeiros algarismos de d, isto é, d3d, e encontrar 0 maior
inteiro a,, 0 < a; <9, tal que

aq S d3d2.



o 20 passo: a inequagio (4) nos mostra que devemos calcular a diferenca
d3d2 — CL%
cujo resultado é d,.

e 3Y passo: ainequagio (5) nos mostra que devemos considerar o nimero dyd; d,
obtido pela unido do nimero d;, com os dois ultimos algarismos de d. Agora
procuramos pelo maior inteiro ag, 0 < ap < 9 que satisfaga

dédﬂlo Z (2(1110 + ao)ao.

e 49 passo: segue da equacdo (6) que se o resto R, isto é, a diferenca
d,zdldo — (2@110 —+ ao)ao

for zero, entdo a;aq € a raiz quadrada exata de d. Caso contrario teremos uma
raiz aproximada.

Exemplo 3.1.1 Seja d = 676 e vamos seguir os passos do algoritmo. Neste caso
d3 =0,dy=06,d; =17, dy=6.

e 1% passo: o niimero formado pelos dois primeiros algarismos de d é dsdy =
06 = 6. O maior inteiro a1, 0 < a1 <9, tal que

d3d22a%<:>62a§
é o niimero 2. Entdo a, = 2, o primeiro digito da raiz procurada.
o 2% passo: temos que dzdy — a3 = 6 — 4 cujo resultado é d), = 2.

e 3% passo: temos que dyd dy = 276. O maior inteiro ag, 0 < ag < 9 que
satisfaz

d;dldo > (2.&1 -10 + CLQ)CLO < 276 > (2210 + ao)ao

é ag = 6, pois (40 + ag).ap = 46.6 = 276. Assim, determinamos o segundo
digito da raiz procurada.

° 40 passo: temos que o resto
R = dédldo - (2.(11 -10 + CL(])CLO

é zero, logo aiay = 26 € a raiz quadrada exata de d = 676.



Exemplo 3.1.2 Seja d = 1681 e vamos seguir os passos do algoritmo. Neste caso
d3:1,d2:6,d1:8,d0:1.

e 1° passo: o miimero formado pelos dois primeiros algarismos de d é dsdy =
16. O maior inteiro a,, 0 < ay <9, tal que

a; < dng@CLlS v 16
€ o niimero 4. Entdo ay = 4 é o primeiro digito da raiz procurada.
e 29 passo: temos que dzdy — a3 = 16 — 16 cujo resultado é dy = 0.
e 3% passo: temos que dyd,dy = 081 = 81. O maior inteiro ag, 0 < ag < 9 que
satisfaz
dédldo > (2@110 + CLQ)CLO & 81 > (2410 + CLQ)CLO
é ag = 1, pois (80 + ag).ag = 81.1 = 81. Assim, determinamos o segundo
digito a raiz.
o 49 passo: temos que o resto
R = dédldo - (2&110 + CL())CLO

é zero, logo aiay = 41 € a raiz quadrada exata de d = 1681.

Exemplo 3.1.3 Seja d = 6562 e vamos seguir os passos do algoritmo. Neste caso
d3:6,d2:5,d1:6,d0:2.

o 1° passo: o miimero formado pelos dois primeiros algarismos de d é dsdy =
65. O maior inteiro a1, 0 < a1 <9, tal que

ay; < /dsds < a; < V65
é o numero 8. Entdo ay, = 8 é o primeiro digito da raiz procurada.
o 2° passo: temos que dsds — a} = 65 — 64 cujo resultado é d)y = 1.

e 3 passo: temos que dydidy = 162. O maior inteiro ag, 0 < ag < 9 que
satisfaz
dédldo > (2@110 + ao)ag & 162 > (2810 + CL[))CLO

é ag = 1, pois (160+ag).ag = 161.1 = 161. Assim, determinamos o segundo
digito da raiz procurada.

° 40 passo: temos que o resto
R = dédldo - (2.@1 <10+ (lo)ao

é 1, logo ayay = 81 é uma raiz quadrada aproximada por falta de d = 6562.



3.2 Raiz quadrada de um numero inteiro d, 0 < d < 1068.

E claro que V0 = 0 e V106 = 1000, assim, estaremos interessados em calcular
v/d para um inteiro d tal que 0 < d < 999999. Nestas condi¢des podemos escrever

d = dsdydsdyd do,

onde d; sdo os algarismos de d e o maior niimero inteiro nao-negativo x tal que

d > 2 (7

possui até trés casas decimais, € escreveremos r = asa1ag. Estamos interessados
em determinar os algarismos ag, a; € as. Para isto reescrevemos r = asajay =
a5.10% + a1.10 + ay. Segue da inequacio (7) que

d5d4d3d2d1d0 Z (CL2.102 + a1.10 + ao)Q,
desenvolvendo o segundo membro e reescrevendo o primeiro obtemos:

ds.10° 4+ dy.10* + d5.10% + d3.10% + d;.10 + d,
> a%.lOA‘ + a%.lO2 + a% +2.a9 - a1.103 + 2.a5 - a.10%> 4+ 2.a4 - a¢.10

(d5.10 + dy).10* + d3.10° + d5.10% + d;.10 + dj
> a%.104 + a%.lO2 + a% +2.ay - 01.10% + 2.a9 - a.10% + 2.a1 - a.10

Fazendo d5.10 + d4 = dsd, na inequagao anterior, obtemos

dsdy.10* + d3.10% + dy.10% + d;.10 + dy

> a%.lOA‘ +2.a9 - a1.10% + a%.lO2 +2.a9 - ag.10? + 2.a; - ao.10 + ag ®)

Comparando os dois membros na desigualdade anterior, observamos, pelas
poténcias de 10, que podemos escolher a; de tal forma que ele seja o maior inteiro
ndo-negativo que satisfaz a desigualdade dsd, > a3, ou seja,

a9 S d5 d4 (9)

Escolhido o valor de ay, voltamos na inequagdo (8) e a reescrevemos como
segue:

(dsdy — a2).10* + d5.10° + dy.10% + dy.10 + dy
2 2.&2 . Cl1.103 + G%.lOQ + 2.@2 . G0.102 -+ 2.@1 . ao.l() + Clg

fazendo
dsdy — a5 = d (10)



obtemos,

(d}.10 + d3).10° + d3.10% + d1.10 + dy
2 2.@2 . a1.103 + CL%.lOQ + 2.@2 . a0.102 + 2.@1 . ao.lO + CL(Q)

reescrevemos os dois membros

(dyd3.10 + d3).102 + d;.10 + dj

> (2.a3 - a1.10 + a3.)10% + 2.a5 - a9.10* + 2.4 - ag.10 + a3. anb

Comparando os dois membros da desigualdade anterior observando as poténcias de
10, notamos que o termo 2.as - ag.10? pode ser regulado’pelo nimero ay que ainda
nao foi determinado, e por isso somos levados a escolher a; de forma que ele venha
a ser o maior inteiro tal que 0 < a; < 9e 2.ay - a;.10 + a% < d)dsd, ou seja

(2.@2.10 + G1>.a1 S dild3d2 (12)

Escolhido a;, passaremos agora a obtencdo de ay. Para isto reescrevemos a
inequagdo (11) como segue

[ddsdy — (2.a2.104a1)a;]. 10> +d1.10+dy > 2.a5-ag.10° +2.a1-ag.10+a3. (13)

Fazendo
d2d3d2 — (2@210 + al)al = d/2 (14)

obtemos
(dy.10 + dy)10 + dy > 2.a0.(a2.10 4 a;).10 + aj = 2.ag - aza;.10 + ag,

donde segue que
dédldo Z (2.@2&1.10 + CL()).(I() (15)

Agora € s6 escolher ay como o maior inteiro, 0 < ag < 9, de tal forma que
ocorra (15). Apés a escolha de ag, a diferenca

R = dédldo — (2.@2&1.10 + Clo).ao (16)

serd denominada resto da raiz quadrada de d. Se R = 0 entdo asajaq serd a raiz
quadrada exata de d, caso ocorra i > 0, asa;ag serd uma raiz aproximada de d, por
ndmeros inteiros, aproximacao essa que se da por falta.

Podemos resumir os passos anteriores em um algoritmo.



3.2.1 Algoritmo (d € Z, 0 < d < 10°)

Vamos resumir os passos principais dos cédlculos da sec¢do anterior em um al-
goritmo. Para tanto consideremos um inteiro d, tal que 0 < d < 106, E claro que
\/6 =0e \/1_06 = 1000, assim, estaremos interessados em calcular Vid para um
inteiro d tal que 0 < d < 999999. Nestas condi¢cdes podemos escrever

d = dsdsdsdad; dy,

onde d; sdo os algarismos de d.

1Y passo: as inequagdes (8) e (9) nos mostram que devemos considerar o
nimero formado pelos dois primeiros algarismos de d, isto é, dsd, e encontrar
0 maior inteiro as, 0 < ay < 9, tal que

as < 1/dsdy.
Determinamos assim o valor de as.
20 passo: a inequagdo (10) nos mostra que devemos calcular a diferenca
dsdy — a%,
cujo resultado sera denotado por d,.

3% passo: a inequacdo (12) nos mostra que devemos considerar o nimero

d',dsds, obtido pela unido do nimero d/, com os dois seguintes algarismos de
403 4

d. Agora procuramos pelo maior inteiro a1, 0 < a; < 9 que satisfaca

dydzdy > (2.a2.10 + a1)a.

Determinamos assim o valor de a;.

4° passo: a inequagdo (14) nos mostra que devemos calcular a diferenca
dydzdy — (2.a9.10 + aq)ay,

cujo resultado sera denotado por d,.

5 passo: a inequagdo (15) nos mostra que devemos considerar 0 nimero
dydydy, obtido pela unido do nimero d;, com os dois ultimos algarismos de d.
Agora procuramos pelo maior inteiro ag, 0 < ay < 9 que satisfaga (15), isto

c,
dlzdldo Z (2.&2&1.10 + ao)ao.

Determinamos assim o valor de ag.



e 6° passo: segue da equacdo (16) que se o resto R, isto é, a diferenca
dédldo — (2.@2@1.10 + CL(]).CLO

for zero, entdo asajag € a raiz quadrada exata de d, caso contrério ele serda
uma raiz aproximada.

Exemplo 3.2.1 Seja d = 455625 entdo d5 = 4, dy = 5, d3 = 5, do = 6, di =
2, do =95

e 1° passo: o miimero formado pelos dois primeiros algarismos de d é dsd, =
45. O maior inteiro as, 0 < ay <9, tal que

CLQS v45

é ag = 6, que é o primeiro digito da raiz quadrada de 455625.

e 20 passo: a diferenca
d5d4 - CL% =45 — 36,

cujo resultado é dj = 9.

e 3% passo: consideramos dydzdy = 956, obtido pela unido do niimero d, com
os dois seguintes algarismos de d. Agora procuramos pelo maior inteiro ay,
0 < ay <9 que satisfaca

dildgdg > (2@210 + G1>.a1 & 956 > (2610 + &1).&1 =a=1"1.
Portanto, a1 = 7 é o segundo digito da raiz quadrada de 455625.

e 49 passo: repetimos o segundo passo, calculando a diferenca
dydsds — (2.a2.10 + a1)a; < 956 — 889
cujo resultado 67 serd denotado por d,.

e 59 passo: repetimos o terceiro passo, considerando o niimero dyd,dy = 6725.
Procuramos pelo maior inteiro ay, 0 < ag < 9 que satisfaca

dédldo > (2.0,2(1,1.10 + ao)a,o & 6725 > (26710 + Clo)ao = a9 =205
determinamos assim o ultimo digito da raiz quadrada de 455625.
e 6° passo: o resto R, isto é, a diferenca
dgdldo — (2.@2(11.10 + CL()).CL[) < 6725 — 6725 =0

assim, asayag = 675 € a raiz quadrada exata de d.

As secOes 3.1 e 3.3 nos fornecem uma boa ideia de como tratar o caso em que
d é um nimero inteiro ndo-negativo dado arbitrariamente.



3.3 Raiz quadrada de um numero inteiro d, d > 0.

Dado um inteiro ndo-negativo d > 0, existe um inteiro m > Otal que 0 < d <
10%™. Nestas condi¢des vamos escolher m de modo que ele seja minimo.

E claro que V0 = 0e v102m = 10™, assim, podemos escrever
d= d2m71d2m72 e d3d2d1d07

onde 0 < d; < 9 sdo os algarismos de d. Note que se d possui um nimero impar de
algarismos, entdo ds,,_1 = 0.
O maior ndmero inteiro ndo-negativo x tal que
d > 2 (17)
pode possuir até m casas decimais, e escreveremos
T = Gm—-10m—2 " 02100

ou seja,

T = U1 G2 * - Q20100 = Gp—1.10™ " @ _9.10™ 24+ - - 4a5.10°+a1.10+ay.

Segue da inequacdo (17) que
de_ldgm_g s dldo Z (am_l.lOm_l + CLm_Q.lOm_2 + -+ a1.10 + Cl())2 (18)

desenvolvendo o segundo membro da desigualdade anterior temos

(—1.10m7 Y + @y 9.10m72 4 -+ - + 02.10% + a1.10 + ag)?

= a5, 10%" Y ad 5102077 4 40310 + af.10° + ap+

2
m—

Apy—1 ° am_2.102m73 + Q-1 - am_3.102m74 + -t a1 a1.10m + Qpy—1 - a0.10m71)+

+

2.(
+2.(am,2 . am,3.102m_5 + A2 - am,4.102m_6 + -4+ am_o- a1.10m_1 + a2 - ao.lom_2)+
2 (

Ay—3 * am_4.102m_7 + App—3 - am_5.102m_8 + -4+ ay—3- a1.10m_2 + Apy—3 - ao.lOm_3)+

+

—|—2.(a2 . a1.103 + ag - a0.102)+
+2.(a1 ~a0.10)

Podemos reescrever a desigualdade (18):



(d2m71.10 + d2m72).1027n—2 + d2m73.102m_3 + -+ d2.102 + dq1.10 + dy

Y

11020 g2, 10%20m72) 4 463,10 + a?.10% + a2+
2( 2. 10773 f g 3102 a1 - a1 10™ g - ag 10T )+
2(am 2 Am—3.10"7 + a9 - Qg 10770 4 a9 - a1 10T @ _g - ag.10™ )+
+2.(am—3  Am—-9.102""" + @3 - Apy5.107" 8 o a3 -a1.10m72 4 a3 - 0. 10 3)+
I
+2.(az - a1.10% + az - ag.10%)+

+2.(a1 . a0.10)
(19)

Comparando os dois membros na desigualdade anterior, observamos, pelas
poténcias de 10, que podemos escolher a,, ; de tal forma que ele seja 0 maior

inteiro ndo-negativo que satisfaca a desigualdade ds,, _1do,, o > am 1> Ou seja,

Um—1 < ) dom—1d2m—2 (20)

Escolhido o valor de a,,_1, efetuamos a subtracao
dom—1dom—s — a?nq 21D

cujo resultado serd denotado por d, . Agora, escrevemos (19) como segue:
i por g, _o. AL g

hn—9-10272 L dy 310273 £ dy, 41024 4o 4 dy.10% + dy.10 + dp
> a2, 510272 4 a2 510273 4 4 62101 + a2.102 + a3+
+2.(Am—1 " Q210273 + a1 - Q31027 o a0 10™ + Gy - ag 10T+
+2.(@m—2 * Q310275 4 @y o Qg 1070 4 a0 a1 10T g - ag. 10T 2) 4
2. (ames - Amea-102"T £ @5 - 5. 102" o g 1. 10™2 + ap_g - ag.10™3)+
et
+2.(az - a1.103 + as - ap.10%)+

+2.(ay - ap.10)
(22)
Como queremos determinar a,,_» € conhecemos o valor de a,,_1, vamos considerar
no segundo membro da desigualdade anterior a soma

a5 1022 1 2.q, 1 -4y, 5.107m73



que reescrevemos como
(2.0m—1.10 + Gpp_2) .Gy 5. 1022

e (22) pode ser reescrita:

d/2m_2d2m_3d2m,_4.102m74 -+ dgm_5.102m75 + .4 d2.102 -+ dl].() -+ do
> (2.0m-1.10 + @)@ —2.1020772) £ g2 2102073 ... 46210 + a2.10% 4 a2+

+2.(@m—1 " Q310" L@y g Qg 1070 A g - a1 10 Ay - 0. 10T )4
+2.(Am—2 * Am—3.10*"75 + a0 - Ay 4.1077C + o a0 a1 107 + gy o - @ 10™72)+
+2.(am—3 Q410" 4 @3 Q510278 4 bay, 3-a1.10m72 4+ a3 0. 10Mm3)+
4t

+2.(az - a1.103 + as - ap.10%)+

+2.(CL1 . ao.l()) (23)

Comparando os dois membros da desigualdade anterior observando as poténcias
de 10, somos levados a escolher a,,_» de forma que ele venha a ser o maior inteiro
talque 0 < a,,—2 <9e

(2.01m-1.10 4 @m—2).Gm—2 < dy,_odom—3dam—4

assim, finalizamos a escolha de a,,_» e passamos a obtencdo de a,,_3. Para isto
subtraimos (2.a,,—1.10 + @ym_2).0m—2.102™"2) em ambos os membros de (23) e

escrevendo
/2m72d2m—3d2m—4 — (2.am_1.10 + am_g).am_g = dl2m74 (24)

obtemos:

Ay 41074 4 doy 510%™ 75 4 dayy6.102™76 4o 4 dp. 102 + dp.10 + dj

> a2, 31027 442 102 44 62101 4 a2.102 4 ad+

+2.(am—1 " Am-3102""* + a1 - A4 1070 4oy 10™ + @y - ag.10M L)+
+2.(@m—2 * Qp—3.10°™75 + @y o Qg 1070 o a0 - a1 10+ ay, o - ag. 1072+
+2.(m—3 - U102 T L a3 510278 4 a3 a1.10M T2 a3 ap.10MT3) +
NS

+2.(az - a1.10% + ag - ag.10%)+

+2.(a1 . a0.10) (25)



No segundo membro de (25), observamos que as parcelas a2, ,.102(m=3),
2.0m_1 - Um—3.10""% € 2.a,,_9 - a,,—3.10*™75 sd0 as Unicas que envolvem simul-
taneamente o nimero a,, 3 a ser determinado e os nimeros ja determinados a,,, 1
e a,,_o. as outras parcelas que envolvem a,, 3, também envolvem termos ainda
desconhecidos, como por exemplo 2.a,,_3.a,,_4.10°™~7 que envolve o ainda ndo
calculado niimero a,,,_4.

Note ainda que

a2,_3. 1053 £ 2.a,, 1 - 31077 4+ 2.0, 0 - pyo3.107m70

= (2.am_1am_2.10 + am_g).am_3.102m_6

e substituindo esta ultima igualdade em (25), obtemos:

fm—a@2m—5dom—6.102™ 70 4 dy . 7.102™77 4 ... 4+ dy.10% + d1.10 + dy

> (2.Gm—1m—2.10 4 py—_3).Gm—3.102"76 £ a2, 102079 ... 4+ 62.10* + a3.10% + a2+
+2.(Am—1 - U a. 1022 L@ g @5 1020 4 by - a1 10™ F gy - a0 10T )4
+2.(@m—2 * m—a.10""7° 4+ a9 Q5. 1070+ a0 a1 10T 4 Gy g - ag.10™T2)+
+2.(am—3  Am-4-102""T + @3 - U510 o ay, 3-a1.10m72 4 a3 0. 10 T3)+
+2.(@m—a* Q51027 + ap g Q610770 by, g a1 10™ T3 gy g 10T+
by

+2.(az - a1.10% + az - ag.10%)+

+2.(ay - ap.10)
(26)
Note que esta inequacdo € analoga a inequacgdo (23) e, portanto, para determi-
narmos a,,_3, procederemos de maneira andloga ao que fizemos para determinar-
MOS Gyy—2.
Comparando os dois membros da desigualdade anterior observando as poténcias
de 10, somos levados a escolher a,, 3 de forma que

(2.0m-10m—2.10 + ay—3) Q3 < oy, 4dom—5dom—¢

Podemos determinar a,,, 4 repetindo o mesmo procedimento que fizemos para de-
terminar a,, 3. Seguindo este processo de maneira indutiva, o ultimo termo a ser
obtido € ay, quando entdo todos os termos anteriores a ele ja terdo sido calculados,
e a equacdo a que chegaremos é

dydydy > a2 + 2.0 1 - ag.10™ 7 4 2.0, 0 - 0. 10" 4 - + 2.a1 - .10 (27)



que € equivalente a

dédldo Z (2.am,1am,2am,3 L al.lO + ao).ao (28)

Entdo € s6 escolher ay de modo que ocorra (28). Apds a escolha de ag, a
diferenca
R = dédldo — (2.am,1am,2am,3 cee a1.10 + CL()).CLO

serd denominada resto da raiz quadradade d. Se R = 0, enta0 a,,, 1,20, —3 - - - a1ag
¢ araiz quadrada exatade d, caso R > 0, a,,_1Gy 20,3 - - - G100 SETd uma aproximacao
inteira e por falta da raiz quadrada de d.

3.3.1 Algoritmo (d € Z, d > 0)

Vamos resumir os passos principais dos cédlculos da sec¢do anterior em um al-
goritmo. Para tanto, seja d um inteiro ndo-negativo. Entdo existe o menor inteiro
m > 0talque 0 < d < 10%™ e escrevemos

d= d2m—1d2m—2 e d3d2d1d0;

d; € 7,0 < d; < 9. Note que escrevemos d com um ndmero par de algarismos,
assim, quando d possuir um nimero impar de algarismos teremos dg,,,—1 = 0.

o 10 passo: consideramos o nimero ds,,_1ds,,_o formado pelos dois primeiro
algarismos de d, caso d possua um niimero par de algarismos, senio ds,,_1 =
0 e o ndmero considerado serd ds,,_». Em seguida determinamos o inteiro

am—1 tal que
Um—1 < \/dom—1dom—2

am—1 Serd o primeiro digito de v/d.
e 20 passo: calculamos a diferenca
dom—1dam—2 — afn_l,
cujo resultado serd denotado por d,, .

e 3° passo: consideramos o nimero dy,. _odom—3da,—4. Em seguida procura-
mos pelo maior inteiro a,, 2, 0 < a,, o < 9, tal que ocorra

(2.01,-1.10 4 @m—2) G2 < dy,,_odom_3dom—4

determinando assim o valor de a,,_», segundo digito da raiz procurada.



49 passo: calculamos a diferenga

m—o2m—3om—1 — (2.0m—1.10 + Gm—2).0m_2

cujo resultado sera denotado por d,, .

5 passo: devemos seguir procedimento anilogo ao que foi realizado no 3° passo,
considerando d),,, ,ds;,—5da,—¢ € em seguida procuramos por a,,—sz, 0 <
am-3 < 9, tal que ocorra

/
(2.0 —10m—2.10 + Gpp—3). Q3 < dy,, 4 dom—5d2m—6
determinando assim a,,_3, terceiro digito da raiz procurada.

6° passo: devemos seguir procedimento andlogo ao que foi realizado no 4°passo,
calculando a diferenca

o a@2m—5A2m—6 — (2.0m—10n—2.10 4+ ap_3).apm_3
cujo resultado serd denotado por d5,,, 4.

7% passo: seguimos repetindo procedimentos anilogos aos realizados nos ter-
ceiro e quarto passos. Quando alcangarmos o nimero dd,dy repetiremos o
terceiro passo pela ultima vez, isto €, procuramos por ag, 0 < ag < 9, tal que
ocorra

(2.0 12+ - a2a1.10 + ag).ag < dydydy

determinando assim ay, ultimo digito da raiz procurada.

Ultimo passo: calculamos o resto

R = dédldo - (2.am_1am_2 s CLQCLl.lO + CL()).(IO

e,se R =0, ap_1a,_2---asajay serd a raiz quadrada exata de d, se R > 0
temos que @, 1,2 - - - G201a0 Serd uma raiz aproximada de d. Vale ressaltar
que esta aproximacao serd por falta e por um nimero iteiro.

Exemplo 3.3.1 Como exemplo de aplicacdo do algoritmo vamos calcular a raiz
quadrada do niimero d = 4411545735424. O menor inteiro m > 0 tal que 0 < d <
102m ém = 7. Escrevemos d = d13d12d11 cee d4d3d2d1d0, isto é d13 = 0, d12 =
4, d11:4, dl():]_, dgz]_, d8:5, d7:4, d6:5, d5:7, d4:37 d3:
5, dy =4, dy = 2, dy = 4. Note que dy3 = 0 pois d possui um niimero impar de
algarismos.



1° passo: consideramos o niimero dy3d,» = 04 = 4. Em seguida determina-
mos o inteiro ag tal que

ag < \Jdizdiz & a5 < V4,
logo, ag = 2 serd o primeiro digito de \/d.
20 passo: calculamos a diferenca
dizdis —az,_, < 4—4
cujo resultado é d', = 0.

3 passo: consideramos o niimero d\yd11dyg = 041 = 41. Em seguida procu-
ramos pelo maior inteiro as, 0 < a5 < 9, tal que ocorra

(2%10 + CL5).CL5 < d/12d11d10 ~ (2210 + 6L5).CL5 <41
segue que as = 1, o segundo digito da raiz procurada.

4° passo: calculamos a diferenca
d/12d11d10 — ((2%10 + CL5).CL5 <41 — 41
cujo resultado é dy, = 0.

50 passo: devemos seguir procedimento andlogo ao que foi realizado no
30 passo, considerando dy,deds = 015 = 15 e em seguida procuramos por
as, 0 < ayq <9, tal que ocorra

(2.a6a5.10 + CL4).CL4 < dllodgdg = (2210 + CL4).CL4 <15
determinando assim a4 = 0, terceiro digito da raiz procurada.

6° passo: devemos seguir procedimento andlogo ao que foi realizado no
4%passo, calculando a diferenca

dllodgdg — (2210 + CL4).CL4 < 15-0

cujo resultado é di = 15.

Proseguimos repetindo procedimentos andlogos aos realizados nos terceiro e
quarto passos.



7° passo: consideramos o niimero dyd;ds = 1545. Em seguida procuramos
pelo maior inteiro a3, 0 < az <9, tal que ocorra

(2.aga5a4.10 + a3).az < dgdzds < (2.210.10 + a3).az < 1545
segue que a3z = 0, o quarto digito da raiz procurada.
8% passo: calculamos a diferenca
dydrds — ((2.a6a504.10 4+ a3).az < 1545 — 0
cujo resultado é dy = 1545.

9% passo: consideramos o niimero dgdsd, = 154573. Em seguida procuramos
pelo maior inteiro as, 0 < ay <9, tal que ocorra

(2.aga5a4a3.10 + ag).as < dgdsdy < (2.2100.10 4 ag).ap < 154573
segue que ay = 3, o quarto digito da raiz procurada.
10° passo: calculamos a diferenca
dgdsdy — (2.asasa4a3.10 + a3).az < 154573 — 126009
cujo resultado é d); = 28564.

11° passo: consideramos o niimero dydsdy = 2856454. Em seguida procura-
mos pelo maior inteiro ay, 0 < a; <9, tal que ocorra

(2.aga5a4a3a2.10 + a1).a; < djdzdy < (2.21003.10 + a1).a; < 2520396
segue que a, = 6, o quinto digito da raiz procurada.
12° passo: calculamos a diferenca
djdsdy — (2.asa5a4a3a2.10 + a1).a; < 2856454 — 2520396
cujo resultado é dly = 336058.

13° passo: consideramos o niimero dyd;dy = 33605824. Em seguida procu-
ramos pelo maior inteiro ag, 0 < ag < 9, tal que ocorra

(2.agasa4a3a2a1.10+ag).ag < dydidy < (2.210036.104a).ag < 33605824
segue que ag = 8, o sexto e ultimo digito da raiz procurada.

Ultimo passo: calculamos o resto

R = dydydy—(2.agasasazaza1.10+ag).ag < R = 33605824—33605824 = 0

e, portanto, temos

V4411545735424 = 2100368



3.4 Raiz quadrada de um numero racional d

Agora trataremos a situagao onde tomaremos d como um nimero racional que
nao seja inteiro. Neste caso, a definicao de niimero racional nos garante que pode-
mos escrever d = ¢, com a e b inteiros e b # 0. Assim,

ja_a  avb  Vab
R R R v 29

e o calculo de v/d se transfere para o célculo de v/ a.b, onde a.b € um nimero inteiro.

b’

Exemplo 3.4.1 Consideremos o niimero racional d = 1,44 que obviamente ndo é
inteiro. Podemos escrever 1,44 = 144 e utilizar (29) para obter

F—\/ﬂ B—1,2

Exemplo 3.4.2 Consideremos o niimero racional d = 0,0676. Podemos escrever
0,0676 = S ¢ utilizar (29) para obter

104
67
1/0,0676 =
104

e, pelo visto no exemplo 3.1.1, \/676 = 26, logo

26
1/0,0676 = — =0, 26
) 102 Y

Exemplo 3.4.3 Consideremos o niimero racional d = 65,62. Podemos escrever
65,62 = 982 ¢ ytilizar (29) para obter

102
V6562
65,62 =
v V102
e, pelo visto no exemplo 3.1.3, \/6562 = 81, logo

81
/65,62 = — =281
) 10 )

Note que 8,1 é apenas um valor aproximado para /65, 62. Na proxima secdo
veremos como melhorar esta aproximagado.

(=}




3.5 Melhorando as aproximacoes para v/d

Sabemos que para d € Q, v/d ndo é necessariamente um nimero inteiro, po-
dendo ser inclusive um ndmero irracional, e neste caso sua representacdo decimal
serd infinita e ndo periddica. Utilizando as ideias da sec@o anterior juntamente
com o algoritmo da se¢do 3.3.1, podemos obter uma aproximacio para v/d, e esta
aproximacao pode conter tantas casas decimais quanto se deseje. Exemplifiquemos
isto.

Exemplo 3.5.1 Sabemos que \/3 é um niimero irracional, noentanto, podemos uti-
lizar o algoritmo dado para calcularmos valores aproximados da seguinte forma:

e a aproximagdo inteira de \/g él;

e escrevendo 3 = 300 entdo

100
\/30
V3= 10 =17

que é uma aproximacdo com uma casa decimal;

e se desejarmos uma aproximagdo com duas casas decimais, deveremos escre-
4 o7 .
ver 3 = 319 ¢ utilizarmos o algoritmo para obter,

104
\/3 107 173
V= = S E LT

e assim, se desejarmos uma aproximagcdo com n casas decimais, deveremos

2n ey . .
escrever 3 = 3i})2n e utilizarmos o algoritmo para calcular v/ 3.10>. Depois

é so dividir o resultado encontrado por 10™.

Exemplo 3.5.2 No exemplo 3.4.3, vimos que /65,62 = 8,1, podemos melhorar

; ~ 65,62.108 1/65,62.108
esta aproximagdo escrevendo 65,62 = =557 e, portanto, /65,062 = Y——.

Utilizando o algoritmo obtemos /65, 62.108 =2 81006. Segue que

81006
/69,62 = 101 = &, 1006

Assim, se d € Q, d > 0, escrevemos d = 3 e de (29) temos Vd = @ Para
obtermos uma melhor aproximacio para v/d, escrevemos

\/— vVa.b v/102n _ Va. b.10%n
b V102w b0

e o numerador da dltima igualdade pode ser calculado utilizando o algoritmo.




3.6 Raiz quadrada de um numero irracional d,d > 0

Vamos pensar inicialmente no nimero irracional d = 7 para fixarmos as ideias.
Note que os ndmeros

do = 3, dl = 3, 1, d2 = 3, 147 dg = 3, 141, d4 = 3, 14157

sdo aproximagdes do niimero 7 por nimeros racionais, onde d; é a aproximacao de
7 com ¢ casas decimais exatas. Entdo, € de se esperar que os ndmeros

bo=3; by =1/3,1; by = /3,14 by = \/3,141; by = \/3,1415; ---

sejam aproximagdes de /7. Da sec@o anterior temos
bo=V321;
bh=+3,1=1,T7;
by = /3,14 = 1,77,
by = /3,141 = 1,772

Nesta constru¢do nao hd nada de especial com o niimero 7, isto €, se o trocarmos
por um ndmero irracional d, também poderemos escrever suas aproximagdes por
ndmeros racionais

do; dy; do; ds; dy;

de forma que cada d; seja a aproximacao de d com 7 casas decimais exatas. Entdo,
calculando

by = \Jdos by = /di; by = \Jdo; by = \/ds; by = \Jdu; -+

temos aproximacdes de v/d. A aproximagio serd tanto melhor quanto maior for o
indice i.

4 Conclusoes

Concluimos assim a exposicdo das ideias sobre o cdlculo da raiz quadrada de
um ndmero real ndo-negativo. Exortamos e encorajamos o leitor interessado a se-
guir os passos aqui descritos para avangar no sentido de descrever ideias andlogas
para o célculo de raizes cubicas e, de um modo geral, das raizes n-ésimas de um
nimero real, que sdo uma decorréncia imediata das que aqui foram mencionadas.
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