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Vamos introduzir o conceito de Curvas Algébricas Planas Projetivas e classificar as Curvas de grau 2

A Geometria Alalitica criada por Descartes deu origem a Geometria Diferencial e a Geometria Algébrica.
Para o inicio do estudo de ambas as areas € bom comecar com o objeto mais simples que sao as curvas,

especialmente curvas planas.

Definition 1. Dado um polindmio n3o constante f € C|X, Y| a curva algébrica plana afim V (f) é o

conjunto dos pares ordenados (x, ) € C? tais que f(z,y) = 0.

Example 1. O Polindmio f(X,Y) =Y — X? define uma pardbola.

Definition 2. Definimos o Plano Projetivo Complexo IP’(QC como o quociente de C? pela relacio de
equivaléncia definida por: (xg, y0, 20) ~ (x1,¥1, 21) se e somente se I\ € C\ {0} tal que (xq, y0, z9) =
A1, 91, 21)

Notacao denotamos a classe de equivaléncia de (xq, v, 29) por (xg : Yo : 20) € IP)%C.

Definition 3. Um polindmio F(X,Y, 7)) € C|X,Y, Z| é dito homogéneo grau d se é uma soma de
monomios de grau d.

Definition 4. Seja f = Zgl:() f; onde cada f; € C|X,Y]| é um polinémio homogéneo de grau ¢, com
fa # 0. A homogeneizacao de f € o polinbmio homogéneo de grau d F' dado por

d
F(X,Y,Z)=) Z"fi(X,Y)
1=0

Definition 5. Dado o polinbmio homogeneo F' de grau d definimos a curva plana projetiva dada por F’

pelo conjunto dos pontos (x : y : z) € IP’(QC tais que F(x,y,z) = 0.
Obcervacoes
e Chamamos a reta Z = 0 de reta no infinito.

e O fecho projetivo de uma curva afim V(f), f € C|X, Y], é a curva projetiva definida pela homoge-

neizacdo de F' de f.

Definition 6. Seja 7 : C3 — C3 uma transformacio linear invertivel. J& que esta transformac3o linear
preserva retas pela origem, definimos uma bijecdo natural também chamada por 1" : ]P% —> IP% que

chamamos de mudanca de variaveis projetivas.

Definition 7. Ainda associada a I’ temos um C-isomorfismo de C-algebras
T« :CIX,Y, 7] - C|X,Y, Z]
Dado por
(I F) (XY, Z) = | X Y Z|a;]

Onde [a;;] € uma matriz de T" em relagdo a base candnica.

Obcervacao Temos que:

(T*F)(:vav Z) — F(T_l(x,y,z))
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Uma Conica é o conjunto dos zeros de um polinomio homogéneo nao nulo de grau 2. De forma geral a
conica é dada por

AX*+ BXY +CXZ+DY*+EYZ+FZ*=0

Podemos enchergar o polindmio fazendo a seguinte operacao matricial

T
xvyzI|ED%||Y
C F
T2 2

Dh

Ag 3
Chamamos de a = % D % . Como a é simétrica temos que ela é diagonalizavel. E como estamos

C K

7 7 I

no corpo dos complexos podemos achar uma base em que a matriz da Transformacdo 7' é expressa com

L eO.

Assim, apos transformacoes projetivas temos trés opcoes para uma conica:

_1 00 _

l)a= {010
001

_1 00 -

2)a= 1010
000

_1 00 _

3)a= {000
000

Que correspondem as seguintes conicas:

1) X? +Y? 4+ Z% = 0 (conica irredutivel)
X2 +Y?=0< (X +iY)(X —iY) = 0 (duas retas)

3) X% =0 (reta dupla)
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