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Resumo.

Pretendemos trazer “Um Pouco de Logaritmo” a superficie das nossas discussoes.
Um tema que, séculos atrds, teve seu apogeu quando revelou um método que
permitiu efetuar multiplicagdes, divisGes potenciagOes e extracdes de raizes com
certa presteza. Hoje com o advento das calculadoras os logaritmos perderam esta
utilidade mas o desenvolvimento da matematica e da ciéncia de modo geral, tém
nos revelado a existéncia de relagdes intrinsecas entre os logaritmos e os diversos
fendmenos quimicos, fisicos, bioldgicos e econdmicos. Discutiremos idéias de uma
definicdo geométrica dos logaritmos e veremos a variedade de aplicagdes simples
e, de certa forma, surpreendentes que derivam destas idéias.
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1 Introducao

A importancia intrinseca desse conteudo no desenvolvimento dos estudos
de matematica, na influéncia em outras areas tais como fisica, quimica, biologia
e economia ja é sem duvida uma motivagao para se pensar sobre a belissima
idéia de logaritmo.

Muitos aspectos podem ser abordados a respeito deste tema, um deles é
a dificuldade cognitiva dos alunos em sua compreensao. Diante dos métodos
repetitivos e pouco construtivos que visam somente a transmissao do contetdo,
questoes pertinentes sao elaboradas por aqueles que tém a dura tarefa de en-
sinar este conteido em qualquer nivel de ensino: “ Como atingir os alunos?”;
Quais sao as alternativas para se abordar o tema?”, “Existe alguma aplicacao
pratica?”, “Por que se estuda logaritmo?”, etc.

Nao pretendemos elaborar uma proposta de ensino mas queremos trazer
algumas discussoes e sugestoes das quais, acreditamos, se possa extrair uma
tal proposta.

2 Historia
Se desejamos estabelecer um processo de construcao do conhecimento ba-
seado na discussao, na argumentacao, na contra-argumentacao e na criacao de



conjecturas para somente depois estabelecermos a definicao formal, entao cre-
mos ser importante relembrarmos fatos histéricos que nortearam e motivaram
o estudo de logaritmos.

Pode parecer surpreendente mas, realizar operagoes de multiplicacao, di-
visao, potenciacao e radiciagao ja foi algo extremamente dispendioso a tempos
atras, quando ainda nao podiamos contar com as magicas calculadoras. Isto
se deu, por exemplo, no final do século XVI, quando do desenvolvimento da
Astronomia e da Navegacao que primaram pelos extensos e trabalhosos célcu-
los aritméticos. Naquela época determinar um método que permitisse realizar
as operagoes aritméticas com mais agilidade era um problema essencial.

Neste sentido varios estudiosos da época se debrucaram neste ideal e com
éxito se destacaram dois deles: John Napier (1550-1617) e Jost Biirgi (1552-
1632), que em estudos independente publicaram tabelas as quais ficaram conhe-
cidas como tdbuas de logaritmo. Uma grande descoberta cientifica da época.
Como a influéncia do tedlogo e matematico escocés Napier no desenvolvimento
dos logaritmos (do grego logos=razao e arithmos=ntmero) foi mais notéria
que a do matematico e inventor suico Biirgi, ele tornou-se mais conhecido.
Ainda segundo [1], Napier dedicou seus estudos aos logaritmos durante vinte
anos antes de publicar seus resultados no livro Mirifici logarithmorum canonis
descriptio, em 1614, que significa Uma descrigao da maravilhosa regra dos
logaritmos o que colocaria a origem de suas idéias em 1594 aproximadamente.

Apoés a publicagao de sua primeira tabua de logaritmos Napier juntamente
com o matemético inglés Henry Brigs (1561 a 1631), apresentou uma nova
tabua, proporcionando melhor interpretacao, contendo os chamados logaritmos
decimais. Esta tdbua foi publicada por Brigs em 1617.

Uma tabua de logaritmos consiste essencialmente de duas colunas de nu-
meros, onde a cada nimero da coluna a esquerda corresponde um nimero a
direita, que denominamos o seu logaritmo. Hoje, uma tal correspondéncia re-
cebe o0 nome de func¢do, mas convém ressaltar que cronologicamente a idéia de
logaritmo precede o conceito matematico de funcao. E interessante que com
esta tabua podemos multiplicar dois ntimeros utilizando-nos da soma de outros
dois, para isto, basta somarmos seus logaritmos e, com o resultado, vamos a
tabela e procuramos na coluna da direita esse resultado e, a seguir, olhamos
na coluna da esquerda o valor 14 impresso. Este valor é o produto procu-
rado. Também veremos como calcular divisoes e potenciacoes utilizando-nos
das tabuas.

A primeira constatacao da possibilidade de se reduzir uma multiplicacao
a uma adigao ocorreu mediante a comparagao dos termos de uma progressao



aritmética (PA) com os de uma progressao geométrica (PG). Vejamos o exem-
plo seguinte onde na primeira linha temos uma PA de razao 1 e na segunda
temos uma PG de razao 2.

123 4 5 6 7 8 9 10 11
2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024 2048

Se pretendemos saber o resultado da multiplicagao de dois termos da PG,
digamos 16 e 128, basta somarmos os termos a eles correspondentes 4 e 7
na PA e tomarmos o termo 2048 que corresponde ao resultado desta soma.
Assim, 16 x 128 = 2048. Aqui, estamos apenas utilizando-nos da conhecida
propriedade de poténcia de mesma base (diga-se de passagem, historicamente
os logaritmos antecederam a notagao exponencial) que em notagao ja bem
propagada na atualidade estabelece:

16 x 128 = 2% x 27 = 247 = 211 — 9(48.

Seguindo por esse caminho podemos construir uma tabua de logaritmos de
“base” 2, onde na coluna a esquerda listamos as poténcias de 2:

1 2 3 n
2 92 23 ... 9n ...
e a direita os expoentes correspondentes

1,2, 3, -, n, -

O fato desta tabua s6 permitir calcular produtos de nimeros da forma
2", com n um numero inteiro positivo a torna insuficiente para varios calculos
ainda que troquemos a “base” 2 por outra “base” b, com b sendo um nimero
inteiro arbitrario. O desenvolvimento da notacao exponencial, da propriedade
fundamental da poténcia de expoentes racionais e da constatacao de que todo
nuamero real positivo poderia ser arbitrariamente aproximado por poténcias
(com expoentes racionais) de um dado nimero positivo diferente de 1, possi-
bilitou a elaboracao de tabuas de logaritmos mais satisfatorias.

3 As Definicoes de Logaritmo
3.1 A Definicao Tradicional de Logaritmo

Antes de passarmos a definicao propriamente, cabe-nos destacar algumas
notagoes e conceitos de poténcia de um nimero real com expoente racional
(isto é, nimero da forma § com p e ¢ inteiros e ¢ # 0) qualquer, adotadas

neste texto.



Seja b um numero real positivo. Para um dado inteiro positivo n escreve-
remos

b" =0b.b.b---b (n fatores)

Para m e n inteiros positivos vale:
b = 0"t (propriedade fundamental)
Para que tenhamos 0°.b" = b°+" = " convencionaremos:
V=1

Para estendermos a nocao de poténcia a expoentes negativos de modo que a
propriedade fundamental seja mantida colocamos:

1
b=
bn

dessa forma b=".0" = b=t =0 = 1.
Para dois nimeros reais positivos dados b e ¢, definimos a raiz g-ésima do
nimero b, como o nimero positivo Vb tal que (¥V/b)? = b.

Afim de considerar poténcia de numero racional § de modo a estender a
noc¢ao dada para nimeros inteiros, gostariamos que ocorresse:

LI . . L A
Em outras palavras bs é o niimero real positivo cuja g-ésima poténcia coincide
com b e, devido a definicao de raiz, isto nos diz que,

ba = /b

Definicao 1. Dados os nimeros reais positivos a e b, b # 1, o logaritmo de
a na base b € o expoente y a que se deve elevar b de tal modo que

b’ = a.
Denota-se y = logya e lé-se y é o logaritmo de a na base b.

Assim, y = logya < bY = a. Uma propriedade conhecida como fundamen-
tal dos logaritmos segue diretamente da definigao:

logy(ayi.az) = logyay + logyas.



Para ver isto suponha que logy(ai.a2) = vy, logya; = y1 € que logyas = Yo,
segue que:

B = ag.as = BB = BT o B = B ey — gy oy

logy(ayi.az) = logyay + logyas.

Outras propriedades de logaritmos destacamos a seguir, onde consideramos
a, b>0:

* (a)
logypl =0

pois logy1 = logy(1.1) = logyl + logy1 = log,1 = 0.
 (b)
1
logy(—) = —logpa

a
pois 0 = logy1 = logy(a.2) = logya + logy(L) = logy (1) = —logya.
Um bom exercicio é tentar verificar as propriedades seguintes a partir
das anteriores:

* ()

logb(%) = logya; — logyas, ai, as >0
2
e (d)

logy(a™) = r.logpa

onde r é um numero racional arbitrario.

e (e) Se ocorrer 0 < b < 1, podemos tomar ¢ = %, que é um nuimero real
positivo maior que 1, e teremos

logya = —log.a

Isto mostra que é desnecessario estudar os logaritmos com base menor
que 1.

Atrelado a defini¢cao algumas indagagoes surgem naturalmente: dados a, b >
0, é sempre possivel determinar logya? E ainda, logya é sempre um nimero
real? Dado um numero real arbitrario y e fixado uma base b, serd que sem-
pre existe um numero real a tal que logya = y. Estas questoes todas sao
respondidas afirmativamente no seguinte importante Teorema



Teorema 1. Dados o niumero real b > 1 temos que
logy : RT — R

¢ uma funcao, denominada fung¢ao logaritmica, que a cada niumero real po-
sitivo T associa o numero real logyx. Além disso esta fungdo € bijetora(injetora
e sobrejetora).

Nao iremos nos ater aqui aos detalhes da demonstracao deste teorema, mas
sugerimos [2] para tal. Na verdade ndo é necessdario supor b > 1 no teorema
acima, basta b > 0 e b # 1, mas devido a observagao (e) acima optamos por
esta restricao.

Veremos a seguir que sendo log, : Rt — R uma funcao logaritmica, entao
para uma constante real positiva ¢ temos que c.log, : Rt — R também é uma
funcao logaritmica. Além disso veremos que uma vez conhecida uma funcao
logaritmica (ou uma tabua de logaritmo), as outras fungdes logaritmicas resul-
tarao desta pela multiplicacao por uma constante convenientemente escolhida.
Expressamos isto no seguinte teorema.

Teorema 2. Dadas as fungoes logaritmicas log, : R™ — R e log, : Rt — R,
a e b numeros reais positivos e diferentes de 1, é sempre possivel determinar
uma constante ¢ de forma que logyx = c.logex, para todo x real positivo, e

: _ 1
ainda, ¢ = Toaib"

Para ver isto basta fazer

log,x
_ 99T log,x = y.logeh = a!9® = V9%t = 1 = (a/*9*) = 2 = W = logyr = y

v= log,b

Nas implicac¢oes acima comparando y do inicio com o y do final obtemos

l log,x
ogyr =
o logab
ou ainda,
1
logyxr = —— log,x = c.log,x.
log,b

O que demonstra o teorema.

Notamos que se ¢ é uma constante real dada e log, é uma funcao logarit-
mica, entao c.log, é também uma funcao logaritmica. De fato log, é sobreje-

. ’ e 1 . 1
tora, logo existe um nimero real positivo b tal que < = log,b, ou seja ¢ = Toah




e, portanto,

clog,x = .log,x
9 logab 9
que pelo teorema anterior fornece
c.log, = logy

que é uma funcao logaritmica.

Em resumo, ao estudar os logaritmos para uma base b > 1 fixada, es-
taremos cobrindo os estudos para as outras possiveis bases. E assim sendo,
veremos que de maneira natural uma certa base teima em aparecer em vari-
ados momentos e em estudos de diversas areas, a base denominada por e. E
por isso o logaritmo com essa base é denominado logaritmo natural. Alguns
autores preferem designa-lo por neperiano fazendo referéncia a Napier, ainda
que o logaritmo por ele definido tivesse valores diferentes deste. Traremos mais
esclarecimentos sobre estes entes mais adiante, pois eles aparecerao em nossos
estudos sobre a definicao geométrica de logaritmo.

Os logaritmos fornecem uma maneira bem sugestiva de se verificar a exis-
téncia de um numero real que nao seja racional, também conhecido como
numero irracional. Por exemplo, se quiséssemos calcular log,(7 nos depara-
riamos com a seguinte condicao

logiy7T =y < 10Y =1.

Se um tal y fosse um nimero racional g, entao teriamos:

10Y = 107 = 7 < 10° = 79,

A dltima igualdade nao ocorre uma vez que 107 é um ntmero cujo o primeiro
algarismo € 1 seguido de p zeros, enquanto que o segundo membro da igualdade
71 = 7.7.---.7 nao tem esta forma. Isto quer dizer que nao podemos supor
que y = log1o7 seja um numero racional o que nos leva a concluir que ele é
irracional. Entao o que significa 10Y sendo y irracional? Podemos calcular de
maneira aproximada uma poténcia de expoente irracional, de fato, sabendo-se
que um nimero irracional, por exemplo v/2, pode ser aproximado por nimeros
racionais, por exemplo 1,4; 1,41; 1,414; 1,4142;---, temos que 0s nimeros

101,4 101,41 101,414 101,4142

aproximam-se do nimero 10v2. Quanto mais proximo o numero t estiver de
V/2 mais préximo estard o ntimero 10¢ de 10v2.



3.2 A Definicao Geométrica dos Logaritmos

A definigao geométrica dos logaritmos depende apenas do conceito de area
de uma figura plana, mas em 1647 isto nao se mostrava assim tao simples,
foi nesta época que finalmente a igreja permitiu que a obra do padre jesuita
Gregory Saint Vicent(1584-1667), ja completada muitos anos antes, fosse pu-
blicada. Ele foi o primeiro a reconhecer uma estreita relacao entre a area de
uma faixa de hipérbole e os logaritmos, embora ele nao tenha concretizado esta
identificagao.

No que segue trabalharemos com o grafico de uma hipérbole, mais precisa-
mente, trabalharemos somente com o gréafico da hipérbole dada pela equagao
y = % Alias, estaremos interessado no ramo positivo deste grafico o qual

denotaremos por H. Assim,
1
H={(z,y) e RxR|x>0, y=—}.
T

No grafico H da hipérbole consideraremos uma regiao do plano limitada
por duas retas verticais © = a e x = b, sendo 0 < a < b, pelo eixo x das
abscissa, e pela hipérbole. Essa regiao sera denominada faixa de hipérbole
de a até b e sera denotada por H?. Assim

H!={(z,y) ERxR|a<z<b 0<y<

}

SR

A 4rea da faixa H? pode ser calculada de maneira aproximada, decom-
pondo o intervalo [a,b] num numero finito de intervalos justapostos e para
cada subintervalo [c, d], ¢ < d, da decomposigdo, considera-se o retangulo de
altura igual a é ao qual denominaremos retingulo inscrito na faixa H?. A
soma das areas desses retangulos fornece um valor aproximado para a area da
faixa dada. A aproximacao sera tanto melhor quanto mais fina for a subdivisao
do intervalo [a, b], ou seja, quanto mais préximos uns dos outros estiverem os
pontos de subdivisao.

Destacamos a seguir uma propriedade fundamental a respeito das areas
das faixas de hipérbole.

Teorema 3. Dado um mimero real positivo k, as faizas H? e HY tém a
mesma drea.

Para vermos isto, consideremos inicialmente apenas um retangulo inscrito
em H, cuja base é o segmento [c, d] do eixo z. Entao sua area é

1

(d—c).a



Considere agora o retangulo, também inscrito em H, com base no seg-
mento [ck, dk], sua drea é

1 1

(dk — ck:)% =(d— C)E

e portanto, os dois retangulos possuem mesma area. Tomando o mesmo raci-
ocinio para os vérios retangulos inscritos na faixa H, teremos que, para cada
retangulo inscrito em H?, multiplicando por k cada uma de suas abscissas,
obteremos um retangulo inscrito em H¥ com mesma &rea. Isto nos leva a
concluir que as areas destas duas faixas sao niimeros que possuem exatamente
as mesmas aproximacoes por retangulos inscritos e, portanto, sao iguais.

Destacamos as seguintes observagoes:

e Podemos restringir nossos estudos as areas das faixas da forma HY. De
fato, sabemos do teorema anterior que Area(H?) = Area(H) e se
tomarmos k = 1/a teremos

Area(H?) = Area(Hf/a).

e Se a < b < centao
Arca(H?) + Arca(HY) = Arca(HY).

A igualdade anterior continua valida para a, b, ¢ reais, se adotarmos a
seguinte convencao:

Area(H®) =0 e Area(H")= —Areca(H})

onde estamos considerando uma area como negativa, o que nao é muito
habitual mas, que torna a igualdade

Arca(H?) + Arca(HY) = Arca(HY)

verdadeira para todos nimeros reais a, b e ¢, e o leitor é convidado a
justificar esta afirmacao considerando os seguintes casos possiveis para
a, bec. a<c<b b<a<e¢ b<c<a, c<a<b c<b<a.

Notamos da defini¢ao que:

In1= Area(H!) = 0.



e Se x> 1 entao
In x = Area(H?) > 0

e Sel<x<l,
In x = Area(H?) < 0

Exemplo 4. Utilizando o cdlculo de drea podemos obter um valor aprorimado
para In 2. De fato, como In 2 = Area( H?).

e Vamos inicialmente subdividir o intervalo [1,2] em dez partes iguais, que
listamos na tabela sequinte, juntamente com os respectivos valores de 1/x
quando x assume os valores da subdivisao:

x 1 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5
1/x 1 0,909 | 0,833 | 0,769 | 0,714 | 0,666

z 1,6 |17 [1,8 |19 ]2
1/z | 0,625 | 0,588 | 0,555 | 0,526 | 0,500

e Formamos assim dez retangulos cujas bases medem 0,1 cada e, cujas
alturas sao os valores 1/x da tabela acima. Calculando a soma das dreas
desses retangulos obtemos 0,6685 que ¢ um valor aproximado para In 2.

o Assim,
In 2 2=0,6685.

e Pela tibua de logaritmo natural [2] sabemos que com quatro algarismos
decimais exatos o valor de In 2 € 0,6935, assim o leitor é convidado a
tomar um refinamento maior do intervalo [1,2] para obter melhor apro-
TiMacao.

e Temos assim definido uma funcao real
In:R" - R

que ¢ bijetora, isto é:
* injetora, pois é crescente, isto é x < y = In x < In y. De fato, se x <y
entao

In x = Area(H?) < Area(HY) = In y

* sobrejetora - convidamos o leitor a pensar sobre.



e Utilizando das propriedades de area de uma faixa, acima citadas, o leitor
nao tera dificuldades em verificar as igualdades abaixo. Sao elas que
possibilitam a reducao de cada operacao aritmética a uma mais simples.
Sejam x, y numeros reais positivos e m é um inteiro positivo:

* In (zy)=Inx+liny

1
* In(-)=—1Iny
Y
Vejamos, In (;) = Area(H,") = Area(H}) = —Area(HY{) = — In y.

* ln(g):ln:ﬁ—lny

* In(z™)=m.lIlnz

Vejamos agora um exemplo, um tanto simplério a bem da verdade, mas
que mostra como eram utilizados estas equacoes para simplificar determinados
calculos:

Exemplo 5. Digamos que gostariamos de calcular o valor de 1/9,9.

e Note que

[

e Da tdbua de logaritmos naturais obtemos que In (9,9) = 2,2925 e assim,

12,2925

In ({/9,9) = 0,3275

o Assim, v/9,9 € o nimero cujo logaritmo natural € 0,3275.

e Voltando novamente a tdbua, encontramosin (1,38) = 0,3221 eln (1,39) =
0, 3293.

e Podemos concluir entao que /9,9 = 1,38 e, que esta aprorimacao por
falta, possui dois algarismos decimais exatos.



3.3 O Nuamero e Base do Logaritmo Natural

A sobrejetividade da fungao In nos garante a existéncia de um nimero real
positivo, que é representado pela letra e, tal que

Ine=1
ele é portanto a base do logaritmo natural. Assim
Inr=1x=e,

o exemplo 4 nos mostra que [n 2 < 1. Assim In x = 1 obriga = > 2 isto é,
e > 2. Pode ser demonstrado que e é um niimero irracional. Uma aproximacao
para e, com doze algarismos decimais exatos é:

e = 2,718281828459.

O numero e é tradicionalmente definido a partir de um limite, a saber

. 1
(¥)  e=lim, oo(l+ ﬁ)”
que significa que, fazendo sucessivamente n =1, 2, 3, 4, ---, as poténcias

1 1 1
2, (1+2)% 1+ (1+2), -
SO g

que, fazendo as contas, fornece uma sequéncia,
2, 2,25, 2,37, 2,44,---

que aproxima-se cada vez mais de e, podendo a diferenca e — (1 -+ %)", ficar tao
proxima de zero quanto se queira, bastando, para isso, tomar n suficientemente
grande. S6 para reforcar esta afirmacgao, quando n = 100 temos que

1
(1 + m)loo - 2, 7048

quando n = 1000 temos

1
(14 m)lom =2,7169

e para n = 10000 temos

1
(1+ M)IOOOO =2,7181.



Estas idéias ndo demonstram a igualdade (%) acima mas fornecem uma
idéia intuitiva do que venha a ser o limite citado. A demonstracao, apesar de
simples, nao serd exibida aqui mas, sugiro [2] a quem possa interessar. Também

é conhecido que
a
limy yoo(1+ —)" =€ x #0.
x

Gostariamos de esclarecer que logaritmos com outras bases podem ter um
tratamento similar, através do estudo de uma faixa de hipérbole, utilizando-
se hipérboles com equagao y = k/z, ao invés de y = 1/z. Para cada valor
escolhido para k, podemos obter um logaritmo. A escolha mais simples para
k é de fato k = 1, e por isso os logaritmos obtidos com a faixa relativa a
hipérbole y = 1/x é chamado logaritmo natural. Nao trataremos deste estudo
aqui, devido a escassez do tempo mas, no minicurso, poderemos apresentar
melhor estas idéias de acordo com o interesse e tempo que a turma disponha.
Aos interessados sugiro que vejam [2].

4 Aplicacoes

Os logaritmos naturais e a funcao exponencial e* surgem naturalmente
em certas questoes onde o aumento ou a diminui¢ao de uma grandeza se faz
proporcionalmente ao valor da grandeza num dado instante. As aplicagoes
aqui discutidas e outras podem ser encontradas no texto [2], nos sites [4].

4.1 Desintegracao Radioativa

Os atomos de uma substancia radioativa (como o radio ou o uranio) pos-
suem uma tendéncia natural a se desintegrarem, emitindo particulas e transfor-
mando-se em outra substancia nao-radioativa. Assim, com o passar do tempo,
a quantidade de substéancia original diminui (aumentando, consequentemente,
a massa da nova substancia transformada). Isto e feito de tal maneira que, num
determinado instante, a quantidade de matéria que se desintegra de um corpo
radioativo é proporcional a massa da substancia original presente no corpo
naquele instante. A constante de proporcionalidade « é determinada experi-
mentalmente. Cada substancia radioativa tem sua constante de desintegracao
a.

Consideremos um corpo de massa M, formado por uma substancia ra-
dioativa cuja taxa de desintegracao é a. Se a desintegracao se processasse
instantaneamente, no fim de cada segundo, sendo M, a massa no tempo t = 0,
decorrido o tempo ¢t = 1 segundo, haveria uma perda de aM, unidades de
massa, restando apenas a massa

M1 = M() - OzMo = M()(]_ - Oz).



Decorridos 2 segundos, a massa restante seria
My = Mi(1 — ) = My(1 — a)?.
Em geral, passados s segundos, restaria a massa
M = My(1 — a)®.

Mas as coisas nao se passam assim: a desintegracao se processa continu-
amente. Procurando uma aproximacao melhor para o fenomeno, fixemos um
inteiro n > 0 e imaginemos que a desintegracao se da em cada intervalo de
1/n segundo. Depois da primeira fracao 1/n de segundo a massa do corpo a
reduziria a

My — (%)M0 = My(1 — %).

Decorrido 1 segundo, teriam ocorrido n desintegracoes instantaneas e, efe-
tuadas as n reducgoes, restaria do corpo a massa

a
My(1 ——=)"
n
. Dividindo o intervalo [0, 1] em um nimero n cada vez maior de partes iguais,
chegaremos a conclusao de que, ao final de 1 segundo, a massa do corpo ficara
reduzida a

llmn_moMo(l — g)n = M() e
n

Se quisermos calcular a massa ao fim de t segundos, deveremos dividir o
intervalo [0,¢] em n partes iguais. Em cada intervalo parcial a perda de massa
sera

v 2
n

Repetindo o argumento acima chegaremos a expressao
M(t) = My-e

que fornece a massa do corpo depois de decorridos ¢t segundos.

E claro que, em vez de segundos, poderiamos ter adotado outra unidade
de tempo. Mudando a unidade de tempo. Mudando a unidade de tempo, a
constante o deve ser alterada proporcionalmente.

Na pratica, a constante afica determinada a partir de um nimero bésico,
chamado a meia-vida da substancia.



A meia-vida da substancia radioativa é o tempo necessario para que se
desintegre a metade da massa de um corpo formado por aquela substancia.

Por exemplo, o polonio 218 tem meia-vida igual a 2 minutos e 45 segundos,
enquanto o polonio 214 tem meia-vida de 1,64 x 10™* segundos.

Os isétopos do radio tém meia-vida conforme indicamos abaixo:

* radio 226: meia-vida 1620 anos

* radio 228: meia-vida 6,7 anos

* radio 223: meia-vida 11, 68 dias

* radio 224: meia-vida 3,64 dias.

Os diversos isétopos de uranio tém uma meia-vida da ordem de 10° anos.

Se sabemos que um certo elemento radioativo tem meia-vida igual a
unidades de tempo, isto significa que uma unidade de massa desse elemento se
reduz a metade no tempo to. Assim

1 t
—_ = eia 0
2
Tomando logaritmos, temos
In (=) =—aty
ou seja,
—In 2 = —aty,
donde
In 2
oa=—
lo

Isto nos mostra como calcular a taxa de desintegragao o quando se conhece
a meia-vida ty. Reciprocamente, tem-se to = In 2/a, o que permite determi-
nar a meia-vida ty em funcao da taxa «. Trabalharemos mais sobre isto no
minicurso.



4.2 O método do Carbono 14

O carbono 14, indicado por C**, é um isétopo radioativo do carbono, for-
mado na atmosfera devido ao bombardeio da terra por raios césmicos. Atra-
vés dos tempos, a quantidade de C'** na atmosfera tem-se mantido constante
porque sua producao é compensada por sua desintegragao. Os seres vivos ab-
sorvem e perdem C'* de modo que, em cada espécie, a taxa de C'* também se
mantém constante. (O carbono 14 é criado nos vegetais durante o processo da
fotossintese e absorvido pelos animais através da ingestao, direta ou indireta,
de vegetais.) Quando o ser morre, a absor¢io cessa mas o C1* nele existente
continua a desintegrar-se. Este fato pode ser usado par determinar a idade de
um féssil ou de um objeto muito antigo feito de madeira.

Para isto, precisamos saber que a meia-vida do C'* ¢ de 5570 anos. Como
vimos acima, segue-se daf que a constante de desintegracao do C'* é

_In2  0,6931
5570 5570

« = 0,0001244.

Exemplo 6. Vejamos como esse conhecimento foi usado para dirimir uma
controvérsia. Num castelo inglés existe uma velha mesa redonda de madeira
que muitos afirmavam ser a famosa Tdvola Redonda do Rei Artur, soberano
que viveu no século V. Por meio de um contador Geiger(instrumento que mede
a radioatividade) constatou-se que a massa M = M(t) de C' hoje existente
na mesa é 0,894 vezes a massa My de C'* que existia na mesa quando ela foi
feita, hd t anos.

Sabemos que
M = M(_) . €_at,

donde M /My = e=. Isto significa que 0,894 = ¢~000124t = Dy tiramos:

~ In(0,894)  0,1121

_ — 901 anos.
0.0001244 — 00001244 — D01 anos

Se a mesa fosse mesmo a Tdvola Redonda, ela deveria ter mais de 1500
anos.

4.3 A intensidade dos sons

O que ouvimos e definimos como som sao apenas ondas (sonoras) que se
formam devido a pequenas vibragoes de particulas do meio. Assim, quando
estalamos os dedos, por exemplo, ocorre uma pequena compressao de moléculas
de ar em volta de nossos dedos e se propagam pelo ar. Dependendo da distancia
que alguém estiver desses dedos o ouvido dele pode ser alcancado por estas



ondas (sonoras). Nosso ouvido possui um mecanismo capaz de converter estas
ondas em estimulos nervosos que sao enviados ao cérebro nos fornecendo a
sensacao auditiva do som.

Ao som que ouvimos o classificamos como alto ou baixo, forte ou fraco.
Mas o que significa isto? Significa que podemos medir a intensidade do som
que ouvimos e ela é medida em watt por metro quadrado - w/m?. A menor
intensidade de som que podemos ouvir possui intensidade

Iy = 107 2W/m?.

A intensidade do som tem uma vasta variacao desde muito pequenos até
demasiadamente grandes. Em virtude dessa grande variacao é utilizado a
nocao de logaritmo decimal para calcularmos o que é denominado nivel sonoro,
que é uma relacao entre as intensidades sonoras. O nivel sonoro NS é dado
por uma relagao entre a intensidade do som considerado I e a intensidade Iy
limiar da audibilidade e que podemos especificar por

Iy
Algumas doencas como neurose, fadiga, surdez, dentre outras, podem ser
causadas por exposicoes a niveis sonoros superiores a 80dB por um tempo
excessivo. A conhecida tabela abaixo fornece o tempo maximo que uma pes-
soa pode se expor a ruidos continuos e intermitentes sem que adquira lesoes
irreversiveis.

Nivel Sonoro(dB) | Tempo méximo de exposi¢ao (h)
85 8
90 4
95 2
100 1

Para comparagao, observe alguns niveis sonoros do nosso dia-a-dia.
Ruido Nivel Sonoro(dB) | intensidade
Conversa a meia voz 40 104
Britadeira 100 1010
Danceteria 120 1012
Aviao a jato aterrisando | 140 1014

Para niveis superiores a 120dB, a sensacao auditiva é dolorosa. Vamos,
através de um exemplo, demonstrar o desenvolvimento da expressao que per-
mite calcular o nivel sonoro de um ambiente.



Note, por exemplo, que o nivel sonoro de uma intensidade de som igual a
1075W/m? pode ser calculada da seguinte forma:

-5

I 10
NS = 1O'l0910(j_) = 10-loglo(ﬁ) =10-10g1910>~12) = 10.7 = 70dB.
0

Assim, o nivel sonoro de uma intensidade de som igual a 1072W/m? equivale
a 70 dB.

5 Conclusoes

Esperamos que este minicurso traga aos participantes um momento de
reflexao sobre o tema logaritmo e que eles possam levar os questionamentos
debatidos as demais esferas de seus estudos e trabalhos.
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