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Introducao

Neste poster, demonstra-se, utilizando quatro equi-
valencias matematicas, que um operador linear é diago-
nalizavel. Outro objetivo do poster ¢ dar uma nocao
sobre alguns conceitos basicos da Algebra Linear, tais
como: vetores no plano, espaco vetorial, subespaco ve-
torial, base vetorial, transformacao linear, autovalores
e autovetores, polinomio caracteristico, soma direta, di-
mensao geométrica e diagonalizacao de operadores.

Preliminares

Vetores no plano

Um vetor no plano ¢ um par ordenado de nuimeros reais
(z,y).

Exemplo 1:

O vetor nulo é dado por 0 = (0, 0).

Espaco Vetorial:

Para efetuar a definicao de espaco vetorial apropria-se
da definicao de corpo. Em sintese, um corpo K é um
conjunto em que sao realizadas as operacoes de adicao e
multiplicacao de elementos chamados escalares, no qual a
cada par de elementos que fazem tais operacoes associa-
se um outro elemento de K. Além disso, nove condicoes
devem ser satisteitas, tais: comutatividade, associativi-
dade, existencia de elemento neutro, para adicao e multi-
plicacao, existencia de elemento simétrico para a adicao e
existencia de elemento inverso para a multiplicacao. Aqui
NOSSO corpo sera os reais R. Dizemos que um conjunto
V' # () é um espaco vetorial sobre um corpo, se e so-
mente se, forem satisteitas oito operacoes para adicao e
multiplicacao.

Exemplo 2:

O conjunto V' = R* = {(z,y) | z,yR} é espaco ve-
torial com as operacoes de adicao e multiplicacao por
um numero real definidas por: (x1,y1) + (x9,10) =

(1 + 29, Y1 + U2)
a(r,y) = (ax, ay).

Definicao: A um subconjunto S # @ contido em V,
formado por elementos de V' que satisfazem as operacoes
de adicao e multiplicacao por escalares, da-se o nome
de subespaco vetorial. Se todos os elementos de S sao
necessarios para geracao do espaco vetorial V. diz-se
entao que o subespaco vetorial S é base B geradora
de V. Além de gerar V', o subespaco vetorial deve ser
linearmente independente para ser uma Base Vetorial,

assim, temos que B = {vy,19,...,0,} € V é uma
base de V' se B ¢ L.I., ou seja, ha uma combinacao li-
near do tipo ajv; + ... + a,v, = 0 que implica que
a1=a,=...=a, =0.

Exemplo 3:

Sejam V = R*e S = {(x,y,2,0);2,y,z € R}. Nao
é dificil mostrar que S é um subespaco vetorial de V.
Exemplo 4:

B ={(1,1),(—1,0)} é base de R*.

Transformacoes Lineares

Scejam Ve U espacos vetoriais. Uma aplicacao : V. —
U é chamada transtormacao linear se:

)T (u+v)=T(u)+T(v), comu,veV.

(i) T(k-u)=4k-T(u),comk € Rewu € V. Una trans-
formacao linear do tipo T': V. —— V ¢ dita operador
linear (sobre V).

Exemplo 5:
T:R — R, z+— T(x)= 3z é uma transformagao
linear.

Polinomio Caracteristico Considere T'(v) = Av =
Av, onde A é uma matriz. Pode-se escrever Av — Av = 0
e ao introduzir a matriz identidade 1 em Av, segue que
det(A — M) = 0 (se v é diferente de 0). Este deter-
minante denomina-se polinomio caracteristico Cp(\) e as
suas raizes sao ditas autovalores de T'.

Exemplo 6:

Dada T : R* — R?, T'(z,y) = (—3x — 5y, 2y), determi-
nar o polinomio caracteristico de T'. Como det(A—AI) =
0= (-3-XN2=-A)=0eCpr(A\)=(=3=-XN)(2-=N).
Autovalores e Autovetores

Sejam V' um espaco vetorial e I : V' —— V' um operador
linear. Dizemos que um escalar A ¢ um autovalor de T,
se existe um vetor nao nulo v € V tal que T'(v) = Awv.
Neste caso, dizemos que v é um autovetor de T', associado
ao autovalor .

Exemplo 7:

Seja. T : R° — R* onde (v,y) — T(x,y) =
(4x + by, 2x + y). Verifique se v = (5,2) é um auto-
vetor de 1"

= T(v) =T(5,2) = (4(5) + 5(2),2(5) +2) = T(5,2) =
(30,12) = 6(5,2) = 6v Logo, v = (5,2) é um autovetor
de I" associado a A = 6 que ¢é autovalor.

Diagonalizacao de Operadores

Dado um operador linear 1" : V- — V. quer-se encon-
trar uma base B de V' na qual a matriz do operador nessa
base |T'|p seja uma matriz diagonal. Tem-se entao duas
propriedades:

(i) Autovetores associados a autovalores distintos de um
operador 1" : V' —— V sao linearmente independentes:

(ii)Se T" : V. — V ¢é um operador linear, dimV = n

e 1" possul n autovalores distintos, entao o conjunto

{v1, v, ..
vetores, € uma base de V.

., U, }, formado pelos correspondentes auto-

Exemplo 8:

Do exemplo de polinomio caracteristico tem-se: A\ = —3
evy = (1,0), A =2 e vy = (1,—1). Assim, tendo uma
base de R? formada por v; e vy, pode-se determinar a
matriz do operador na base {vy,vs}, que seria a matriz
diagonal 2 X 2 com Ay e Ay na diagonal principal.
Soma Direta de dois Subespacos

Sejam U e W dois subespacos vetoriais de V', ao efetuar
a soma dos dois subespacos, se a intersecao for formada
apenas pelo conjunto {0}, a soma ¢é dita soma direta. A
notacao utilizada para esse tipo de soma é U ¢ W.
Dimensao Algébrica

Denomina-se dimensao algébrica de um autovalor, dado
seu polinomio caracteristico, a quantidade de vezes que o
autovalor aparece como raiz do polinomio caracteristico.
Dimensao Geométrica

Denomina-se dimensao geométrica, de um autovalor A, a
dimensao do subespaco vetorial V) gerado pelos autove-
tores associados a .

Equivaléncias

Teorema: Seja T um operador linear sobre V. Se-
jam Aj, Ag, ..., A, os autovalores distintos de T, onde

i # J = A\ # Aj. Sao equivalentes:

(i) T ¢ diagonalizavel;

(ii) O polinomio caracteristico de T' é da forma Cp(\) =

(A — N3 (N — XN, no qual d; = g()\), para

1 <1< r, éadimensao geométrica de A;;

(iii) A dimensao do espago vetorial V' é dada pela soma

algébrica da dimensao geomeéetrica de A;, para 1 <1 <

r;

(iv) O espago vetorial V' pode ser escrito como uma soma

direta dos espagos vetoriais de V), a V), .

Para demonstracao, aplica-se uma equivalencia a outra
até que se feche o ciclo. Pode-se supor inicialmente T # 0,
assim A\; ## 0 para qualquer ¢ e V' como um espaco vetorial
de dimensao finita. Logo, tem-se:

Demonstracao: (i) = (ii): Por hipdtese, existird
uma base B = {vy, v9,...,v,} € V e formada por auto-
vetores de T'. Existem dj, ..
de |T'|p é diagonal e possui uma quantidade dy de Ay, ...,
d, de A\, na diagonal principal. Segue por definicao que
Cr(N) = (M — N8 (A — )%

Agora, ao fazer a subtracao da matriz [T|p por A1 |
obteremos uma quantidade d; de linhas nulas. Como a
dimensao geométrica de A; € representado pelo numero
de linhas nulas da matriz [T|p — A\, conclui-se que
(2¢) = (2¢7): A dimensao de V ¢ dada pelo grau do po-
linomio caracteristico. Logo, a dimensao de V' ¢é dada
pela soma algébrica dos d; = g(\;) de v =1 até r.

(241) = (iv): Inicialmente, supoe-se que a dimensao
de V ¢é dada pelo somatorio das dimensoes dos su-
bespacos vetoriais gerados por cada autovetor, dim V' =
dim V), + ... +dim V), . Defina um outro espaco vetorial
U =V, +...+V,, efetuando-se a soma das duas di-
mensoes assinaladas acima, temos que dim(V), + U;) =
dim V)q + dim U1 — dlm(‘/)\l f Ul)

Suponha que exista vy € V), N U; e v; # 0. Observa-se

., d, em N tais que a matriz

que T(vy) = Ay, sendo v1 = vy + ... + v.. Como
T(v;)) = M\v;, para 2 < ¢ < r, podemos escrever
T(vy) =>_5T(v;). Entao, Ajvy — dovo— ... — v, =0,

logo cada \; = 0, pelo item (i7) da parte de Diagona-
lizacao de Operadores, absurdo pois inicialmente ja foi
estabelecido A\; # 0. Assim, v; = 0 e por consequencia
Vi, NU; = {O}

Seja S = dim(V), + ...+ V) ). Como provado acima
que V), N U, = {0}, podemos entao escrever S =
dim V), +dim U;. Se dim U; = dim V), + dim Us, no qual
Us = V), +...+V), , entao S = dim V), +dim V), +dim Us.
Procedendo imdutivamente, dimU, = dim V), 4+ ... +
dim V). Conclui-se que S = Y ;dimV), = dimV =
dim(Vy, +...+Vy ) =dimV = V), +...+ V), =V.
Como V), NU; = {0} para todo i, segue que a soma é
direta.

(2v) = (¢): Tomando-se uma base B; = base de V), para
v variando de 1 a r. Por hipotese, como a uniao UB; é
base de V' e é constituida por autovalores de 1’, conclui-
se que 1" é diagonalizavel por definicao. E isto encerra a
demonstracao.
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