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Introducao Exemplo 5: Sejam U e V dois espacos ve- onde A € M(m;F), B € M(m,n;F), C €

Super espacos vetorials surgem naturalmente
na teoria de supersimetria, no campo da fisica

de particulas. Esse campo estuda as iteracoes
entre particulas elementares, bosons e térmions.
O nome ‘super espaco’ vem de supersimetria, e
sua definicao € motivada pela relacao entre estes

bosons e férmions.

Espacos Vetoriais

Vamos denotar por IF os corpos R ou C.

Definicao 1: Um espaco vetorial V' sobre
um corpo IF € um conjunto munido de duas ope-
racoes, + e -,
1) Associatividade: u + (v + w) =

2) Comutatividade: v+ v = v + u;

satistazendo os seguinte axiomas:
(U +v) + w;

3) Elemento neutro da soma: Existe um ele-
mento 0 € V' tal que v 4+ 0 = v;

Existe um ele-

—v) = 0;

5) Compatibilidade da soma com o produto por
escalar: Sev € Ve a,b € F, entao a.(b.v) =
(ab).v;

6) Elemento neutro do produto escalar: Sel € F

4) Elemento inverso da soma:
mento —v € V' tal que v + (

é o elemento identidade, entao 1.v = v;

7) Distributividade do produto escalar com
relagao a soma de V: a.(u 4+ v) = a.u + a.v;

8) Distributividade do produto com relacao a
soma de F: (a +b).v = a.v + b.v;

para quaisquer u,v,w € V ea,b € IF.

Exemplo 2: Todo corpo F pode ser visto
como um espaco vetorial sobre si mesmo. Por
exemplo, R ¢ um espaco vetorial sobre R, cuja
soma e a multiplicacao por escalar sao a soma e
a multiplicacao usual de ntmeros reais.

Exemplo 3: Seja M(m,n;F) o conjunto
de todas as matrizes m x n com entradas em I¥.
Considere as seguintes operagoes (+, -)

(aij) + (bij) = (ai; + bij)
f-(aij) = (faij),
para quaisquer matrizes (a;;), (b;;) e escalar
f € F. O conjunto M(n,m;F) munido das
operacoes acima ¢ um espaco vetorial sobre [F.

Definicao 4: Se V é um espaco vetorial
e W C V é um subconjunto que também é
um espaco vetorial com a mesma soma e multi-
plicacao por escalar de V', dizemos que W é um
subespaco de V.

toriais sobre um corpo . Considere o conjunto
UV ={(u,v)|u €U, v eV} munido das

operacoes (+, -) definidas por

(w1 + o, V1 + o)
(cuy, cvs),

(ul, 2}1) -+ (UQ, 2)2) —
c.(uy, V9) =

para quaisquer (uy, v1), (us, 19) € UPV, c € F.
Tal conjunto ¢ um espaco vetorial sobre [,
chamado de soma direta de U com V. Note
que tanto U quanto V' sao subespacos vetoriais

de U V.

Super Espacos

Considere o conjunto Zs = {0, 1} munido da
seguinte soma

0+0=0 0+1=1
1+40=1 1+1=0,
e da seguinte multiplicacao
0-0=0 0-1=0
1-0=0 1-1=1.

Com essas operacoes, Zs € um corpo. Um super
espaco vetorial ¢ um espaco vetorial Zo—gradu-
ado.

A escolha de Z, na definicao de super espaco
¢ motivada pela forma como as particulas ele-
mentares, os bésons (spins inteiros) e férmions
(spins meio-inteiros), iteragem entre si.

Definicao 6: Um super espaco vetorial é
um espaco vetorial V' para o qual existem sub-
espacos Ve Vitaisque V = V5 V.

Observacao 7: Todo espaco vetorial V é
um super espaco. De fato, podemos escrever

V=Vi@ Vi, com V5=V eV ={0}.

Exemplo 8: O conjunto dos niimeros com-
plexos C = {a + bi|a,b € R} pode ser visto
como um espaco vetorial sobre R, onde

(CL1 -+ bll) -+ (CLQ -+ bQZ) — (CL1 -+ CLQ) -+ <b1 -+ bQ)Z

c.(a; + bit) = cay + by,
para quaisquer (a;+b12), (as+boi) € C, c € R.

Observe que, tomando Cj = {a+0i : a € R} ¢

={04+0bi : b € R}, temos que C = Cy & C;
e portanto C é um super espaco vetorial.

Exemplo 9: Considere o conjunto M (m|n)
formado por matrizes da forma

[(AB)]
\\ O D / |

M(n,m;F)e D € M(n;F). Munido da soma
e do produto por escalar como no Exemplo 3,

M (m|n) se torna um espaco vetorial.

Tomando M (m|n)g como o subespaco formado
pelas matrizes tais que B = C' =0 e M(m|n);
como o espaco formado pelas matrizes tais que
A =D =0, temos que M (m|n) = M(m|n);®
M(m|n)i. Dessa forma M (m|n) é um super
espaco vetorial.

Super Transformacoes

Definicao 10: Considere dois super espa-
cos vetorials U = Uy @ Ui e V = V; & V5.
Uma super transtormacao linear T': U — V &
uma transformacao linear, tal que T'(Us) C V;

¢ T(Ui) C Vi.

Exemplo 11: Seja M(m|n) como no
Exemplo 9, IF como na Observacao 7 e considere
a funcao str : M(m|n) — F dada por

str AlB =tr(A) —tr(D).
(¢5)=tria)- (D)

C D

Essa funcao é uma super transformacao linear,

chamada de super traco. Ela ¢ uma generaliza-
cao da transformacao linear traco.

Exemplo 12: Considere V = C como no
Exemplo 9 e W = R como na Observacao 7.
Observe que 1" : C — R dada por

Ta+bi))=a+0

¢ uma transformacao linear, mas T'(Vy) € Wh.
Logo T nao é uma super transtormacao linear.
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