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Introducao

Este poster aborda o Projeto Institucional de Bolsa de Iniciacao Cientifica
(PIBIC) que foi submetido recentemente. O conteiido é parte do projeto

de pesquisa “Groups with a finite number of centralizers”. Este PIBIC
visa estudar a classificacao de grupos com uma quantidade fixada de sub-
grupos soluveis e o programa GAP (Groups, Algorithms and Program-
ming). O projeto de PIBIC consiste em trabalhar sobre a Conjectura
de Zarrin. O que motivou esta submissao do PIBIC, além do otimo de-
sempenho academico e grande interesse da Daniela Rodrigues, foi também
o interesse em estudar e determinar a classificacao dos s,-grupos. Para isto
¢ necessario entender alguns resultados de Teoria de Grupos, tais como:
orupos simples, grupos ciclicos, p-grupos, grupos soluveis e grupos nilpo-
tentes. O uso da ferramenta GAP sera de extrema importancia e ainda €
um estudo a ser feito.

Recordacao: Recordamos que um grupo G é um conjunto nao vazio,
juntamente com uma operacao, que satistaz as propriedades de associa-
tividade, existencia de elemento neutro e existencia de elemento inverso.
Dizemos que G é simples, quando GG nao possuir nenhum subgrupo normal

nao trivial. E ainda, dizemos que um grupo finito G € um p-grupo, com p
primo, se todo elemento de GG tem ordem poténcia de p (como G é finito,
isto equivale a G ter ordem potencia de p). Vale recordar que o comutador
de G é definido por G = [G,G] = {[z,y] = zyz~ 'y~ ! | z,y € G}).
Definimos G = [G, G] e indutivamente definimos G = [G"~1, G»=1)],

0 n-¢ésimo comutador de G.

Definicao: Seja G um grupo. Uma série subnormal de G ¢ uma cadeia
de subgrupos G = Go> G > Gy ... > G, = {eqg}, onde G;1 é um

subgrupo normal de G;, parat=0,1,...,n— 1.

A série subnormal é uma série de composicao se ela nao admite um refi-

namento proprio (se algum subgrupo distinto dos ja existentes € inserido
na série).

Definicao: Seja G um grupo. Dizemos que G ¢é soluvel se satisfaz as
condicoes equivalentes:

(i) O grupo G possui uma série subnormal cujos grupos quocientes sao abe-
lianos.

(n

(i) Existe um inteiro n tal que G = {eg} No caso de G ser finito, clas

sao também equivalentes a:

(iii) O grupo G possui uma série de composicao cujos grupos quocientes sao
abelianos (e portanto, sao ciclicos de ordem prima).

Teorema: Seja G um grupo.

1.5Seja H um subgrupo de GG. Se GG € soluvel, entao H ¢é soluvel.

2.0eja H um subgrupo normal de . Entao, o grupo G é soluvel se, e

somente se, os grupos H e % sao soluveis.

Demonstracao: Como % é soluvel, existe um inteiro positivo n tal que

(&) = {e% } [sto implica G C H. Ainda, como H também ¢é soltivel,

existe um inteiro positivo m tal que H™ = {eq}. Logo Gmn) — {eat,
donde G é soluvel.

Exemplo:

e 'Todo grupo abeliano ¢ soluvel;

o Feit-Thompson: Todo grupo de ordem impar € soluvel:

e Burnside: Todo grupo de ordem p%q®, onde p e g sdo primos, é soltivel:
e Os grupos simétricos s3 e s4 sao soluveis (Burnside);

S

e 'Todo grupo de ordem menor do que 60 é soluvel.

¢ O menor grupo nao solivel tem ordem 60 (grupo alternado A;, que
corresponde ao tinico subgrupo de indice 2 do grupo simétrico ss);

e 'Todo grupo diedral 2n ¢ soluvel, pois possivel um subgrupo normal de
ordem n soluvel com quociente de ordem 2 portanto também soluvel.

Definicao: Um grupo diz-se nilpotente se ele contém uma série de sub-
erupos {eqg} = Gg C G7 C ... C G, = G tal que cada subgrupo G;_1 é
normal em G e cada quociente G;/G;_1 esta contido no centro de G; /G, _1,
onde 1 <1 <n.

Teorema: Um grupo finito é nilpotente, se e somente se, ele for o
produto direto de seus subgrupos de Sylow.

Lema:

(i) Todo p-grupo finito é nilpotente.

(ii) Produto direto de dois grupos nilpotente é nilpotente.

Exemplo:
e 'Todo grupo abeliano ¢ nilpotente.

e O grupo simeétrico s3 nao € nilpotente, pois seu centro € trivial.

Seja G um grupo e denote que
SOLV (G)={H | Hé um subgrupo proprio solivel de G'}.

Dizemos que G ¢ um s,-grupo se |[SOLV (G)| = n. Zarrin mostrou que
se n < 9, entao G é nilpotente e se n < 58, entao G € soluvel.

Conjectura (Zarrin): Seja G um grupo simples nao abeliano com exa-
tamente n subgrupos proprios soliveis. Se H é um s,,-grupo e |G| = |H|,
entao GG é isomorfo a H, se e somente se, m =n?

Se (& é isomorfo a H, entao necessariamente m = n.
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