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Definicao. Indice de H em G é o ntimero de e a ordem de ¢ ¢ finita, entao |f(g)|||g|. No

Introducao

Inicialmente, relembraremos conceitos basicos

da Teoria de Grupos. Posteriormente, trata-
mos sucintamente sobre homomorfismo de gru-
pos ciclicos, aplicacoes, teorema do isomorfismo,
etc. Nosso objetivo principal é falar sobre ho-
momorfismos de grupos ciclicos, descrevendo
Hom(z,, 7,,) e classificando Aut(z,), a menos
de isomorfismos.

Preliminares

classes laterias denotado por |G : H].
Teorema (Lagrange).

G| = |H||G : H].

Definicao. Sejam (G4, %) e (G, A) grupos.
Uma funcao ¢ : G; — Go ¢ dita um ho-
momorfismo de grupos se tal funcao preserva
a operacao dos grupos, isto €, para qualsquer
a,b € G tem-se:

plaxb) = p(a)Ap(D).

Proposicao. Seja ¢ : G; — G5 um homo-
morfismo de grupos. Entao:

caso de f ser um isomorfismo, temos que |g| =
f(g)|. Portanto, no calculo do Hom(z,, z,,) é
necessario voce saber os geradores de 7z, e as or-
dens dos elementos de z,,. Nem todo elemento
de z,, precisa ser atingido, pois nem todo ho-
momorfismo de Hom(z,, Z,,) ¢ sobrejetivo.

Exemplo.

(1) O homomorfismo trivial, que leva todo ele-

mento de z, na identidade de z,,, nao é um
homomorfismo sobrejetivo se |G| > 1.

(2) Hom(z3, 7). Como 1 gera z3 (logo tem or-

dem 3), precisamos agora saber as ordens dos

. | elementos de z3 e as ordens dos elementos de
(1) )elea,) = ea,;

(i) p(a™) = (p(a))
(iii)se @ € G tem ordem m, entao a ordem de
p(a) divide m.

Definicao. Seja G # 0: Defina * : G+ G —
G por (a,b) — a*b. Dizemos que (G, *) é um
oTupo se satistaz:

Zs. Qualquer homomorfismo f € Hom(zs, Z-)
levara 1 € z3 em algum elemento de z, que te-
nha ordem 1 ou 3. Ou seja, as Unicas ordens

(i) Associatividade: (a*b)*c = a* (bx*c), para do contradominio que nos interessam sao es-

quaisquer a, b, c € G;
(ii) Elemento Neutro : deq € G : Va € G, eq *
a = a = a * eqg, para qualquer a € G;

(iii) Elemento Inverso: Va € G,3 a! € G

a*a‘lzegza_l*a.

Observacao: G é dito abeliano quando: a *x b =

bxa.Va.be G
Exemplo.G = (z,+),G = (o, +).

Definicao. Seja ) # H C G. Dizemos que
H ¢é um subgrupo de G (denotado por H C G)
quando H for um grupo com a operacao de G
restrita para elementos de H. Os grupos G e
{eq} sao subgrupos do grupo G, sao os subgru-
pos triviais deG.

Exemplo. Sao subgrupos de z todos os sub-
conjuntos nz = {nz| x € z}, com n inteiro nao
negativo.

Definicao. Se a ¢ elemento de um grupo G,
entao < a >= {a" | m € z} é subgrupo de G.
Ele é o subgrupo gerado por a. Se G =< a >,

para algum dos seus elementos, diz-se que G €
orupo ciclico.

Exemplo.z =<1 >=< —1 >,

Definicao.Seja H < G e g € G. Os
subconjuntos de G, gH = {gh| h € H} e
Hg = {hg| h € H} sao chamados classe late-
rals a esquerda e classes laterias a direita de H,

respectivamente.

Definicao. Dizemos que H é um subgrupo
normal de G (H < G) quando, gH = Hg, Vg €
G.

Definicao. Seja f : G; — G5 homomor-
fismo. Ker(f) ={rx € Gy | f(z) =eq,} ¢ um
subgrupo normal de GG1, chamado nucleo do ho-
momorfismo de f.

Definicao. Seja f : G; — G5 homomor-
fismo.

Im(f) ={yeGy|y= f(g), algum g € G1}

¢ um subgrupo de G», chamado imagem de f.

Teorema (Isomorfismo). Seja

f : (G,x) — (G9,A) um homomorfismo de
grupos. Entao, Kgl(f) = Im(f).

Definicao. Dizemos que f : G; — G5 é um
automorfismo quando f ¢ um homomorfismo, f
é bijetivo e G1 = Gy,

Resultados

Lemma.Se G é um grupo ciclico entao
Aut(G) é um grupo abeliano.

Demonstracao. Seja G um grupo ciclico e
seja g um gerador de .  Considerando
f1, fo € Aut(G), queremos mostrar que fifo =
fof1. Para isto é suficiente mostrarmos que

(f1/2)(g) = (f2/1)(g). Suponha que fi(g) = ¢
e folg) = ¢° Assim (f1f2)(g) = fi(f2(9)) =

f1(g°) = fi(g)’ = g™ e (faf1)(g) = fa(f1(g)) =
folg") = folg)” = ¢"°. como queriamos de-

monstrar.

Vamos resolver Hom(z,,Z;,). Um homomor-
fismo f € Hom(z,,7,) € tal que se g € 7z,

sas possivels. Mas em 2z sO temos elementos
de ordem 1 (s6 0 0) ou 2 (s6 o 1). Logo os
elementos de Hom(zs, 7o) € o seguinte homo-
morfismo: f; = homomorfismo trivial, isto ¢é

leva 1 € z3 em 0 € 7y que € o elemento iden-
tidade de 7.

Para conhecermos os grupos de automorfismos
de grupos ciclicos, devemos estudar Aut(z,).

Para determinar o Aut(z,), basta ter em mente
que isomorfismo leva gerador em gerador e por-
tanto elementos de mesma ordem vao em ele-

mentos de mesma ordem. Em Aut(z,) todo ho-
momorfismo f leva 1 em algum outro possivel
cgerador, isto €, em algum numero entre 1 e
n — 1 que seja coprimo com n. Logo, temos que
| Aut(z,)| corresponde a quantidade de niimeros

coprimos com n entre 1 e n. Em particular, se
n = p com p primo, entao todo numero entre 1

e p—1 é coprimo com p. Logo |Aut(z,)| = p—1.
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