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Introducao

O conceito de numeros inteiros congruentes ¢ devido a
Carl Friedrich Gauss (1777 —1855), um dos estudiosos da
Teoria dos Numeros. O trabalho foi baseado nas video-
aulas do Polos Olimpicos de Treinamento Intensivo e no
material didatico (apostila de Teoria dos Numeros e de
Algebra I) do Prof. Lineu Neto (UnB). Este poster tem
como objetivo central estabelecer propriedades de divi-
sibilidade e de congruencias a fim de revisar, aprender
ou ensinar um tema essencial em Teoria dos Numeros.
(Quem estiver interesse sobre o assunto e quiser aprofun-
dar nesse tema pode assistir ao curso completo disponivel
no youtube ou estudar pelas referencias deste poster.

Preliminares

Divisibilidade em Z

Definicao: Sejam a,b € Z. Dizemos que b divide a,
se existe um d tal que a = db.

Exemplo: 7| — 21, pois 7(—3) = —21.

Teorema: (Regras de divisibilidade) Sejam a, b, ¢
e d € Z. Entao:

(a) ala;

(b) 1{b;

(c) al0;

(d) Se 0]b, entao b = 0;

(e) Se d|a e d|b, entao d|(ax+by), para quaisquer x,y € Z;
(f) Se d|a entdao a = 0 ou |a| > |d|;

(g) Se alb e b|c entao alc.

Maximo Divisor Comum

Definicao: Sejam a,b € Z, nao simultaneamente nu-
los. Definimos o M.D.C. de a e b como sendo o niimero na-
tural d = mdc(a, b) satisfazendo as seguintes condigoes:

(i) d|a e d|b;
(ii) Se ¢ € N tal que cla e c|b, entao cld(= |c| < |d| =
c < d). Em outras palavras, d = max|D(a) N D(b)].

Exemplo

Notacao: D(n) = {divisores de n}.

D, (n) = {divisores positivos de n}.

D(45) = {41, 43, 45, 49, +15, +45}.

D(36) { 1, &2, £3, &4, £06, &9, £12, =18, ::36}.
= D(45) N D(36) {£1,£3,+9}.

= d = mdc(45,36) = max|D(45) N D(36)] = 9.

Teorema: (Bezout) Sejam a,b € Z e d =
mdc(a, b). Entao existem x1, y; € Z tais que axi + by,

d.

Mais ainda, as combinacoes lineares inteiras de a e b sao
exatamente os multiplos do mdc(a, b).

Minimo Miltiplo Comum

Definicao: Sejam a,b € Z, ambos nao nulos. Defi-
nimos o M.M.C. de a e b como sendo o numero natural
m = mmc(a, b) satisfazendo as seguintes condigoes:

(i) alm e blm;
(ii) Se ¢ € N tal que alc e b|c, entao m|c(= |m| < |c| =
m < c¢). Em outras palavras, m = min|M,(a) N

M, (b))

Propriedades:
(i) mmc(a, b) = mmc(b, a)
(ii) mmc(a, b) = mmec(|al, [b])

(iii) mmec(a, 1) = |a]

(iv) Se alb, entao mmc(a, b) = |b|
Notacao: M(n) = {maultiplos de n}.
M (n) = {multiplos positivos de n}.
Exemplos:

{45/6 k Z} — {O, 145, 290, =135, .. }
(11 {36/6 k € Z} — {O 136, 72, 108, .. }

(1)
)
(iii) = {45,90,135,...}.
)
)
1)

(
(iv) M. (36) = {36,72,108, 144, ...},
(v) M, (45) N M, (36) = {180,360, 540, .. .}.
m = min|M, (45) N M (36)] = 180.

Numeros primos

(v

Definicao: Um nimero inteiro p, com p > 1, é cha-
mado de primo se seus unicos divisores positivos sao 1 e
p. Se n > 1 nao é primo, entao n é dito composto.

Exemplos:
(a)2,3,5,7,11,13,17,19,23, ... sdao primos.
(b) 4 é composto (pois D, (4) = {1,2,4}).
(¢) 6 é composto (pois D (6) = {1,2,3,6}).

Congruéncias

Definicao: Dizemos que dois niimeros inteiros a e b

sao congruentes modulo n se b — a ¢ multiplo de n, sendo

n € Zen > 0. Isso equivale a dizer que a e b deixam

0 mesmo resto na divisao por n. Escrevemos nesse caso
= b mod n.

Observacoes:

ea=1"0 modn=>n\(b—a)z>®%f">€Z:>b:a—l—kn,

para algum k € Z.

eSea=0b modneb=c mod n,entaoa = ¢ mod n.

Teorema: (Regras de congruéncias) Se a = b
mod n e c = d mod n entao:

(i)a+c=b+d mod n.

(ii)a—c=10

(iii) ka = kb mod n, para algum k € Z.
) ac
) a*
)

d mod n.

(iv) ac = bd mod n.

(v
(vi) Se mdc(k,n) = d, entao ka = kb mod n
= a=b mod 7.

= b" mod n, para algum k € N.

Exemplos:

(1) Calcule o resto da divisao de 4! por 3.
4=1( mod 3) = 4" =1 mod 3. Logo o resto é
L.

(2) Calcule o resto da divisao de por 5.
= —1 mod 5 = 4 = (=) mod 5. Logo o
resto € 1.

(3) Calcule o resto da divisao de 4" por 7.
42=16=2 mod 7T=4°=2-4=1 mod 7 = 4" =
(4% =1 =1 mod 7 = 4" =474 =1.4 =14
mod 7. Logo o resto € 4.

(4) Qual é o resto da divisao de 36 + 41* por 777
36+41 =77 =0 mod 77 = 41 = =36 mod 77 =
3650 +414 = 3690+ (—36)" = [367—(36*!)] mod 77 =
36%(1 —36°) 77 =7-11
=36°=1"=1 mod 7= 7[(36° — 1) = 36° = 3°

4100

mod 11 = 11|(36° — 1) = 77|(36° — 1). Logo deixa
resto 0.

Demonstracao: (Regras de divisibilidade) As re-
gras de divisibilidade da letra (a) até (d) sao de imediata
compreensao.

(e) : se d|a e d|b, podemos escrever a = day e b = dby,
onde aj, by € Z. Queremos concluir d|(ax + by) onde
r,y € Z. Logo ax + by = dajx + dbyy = d(a1x + biy).
(f) : Tomandoa =d-ay,se a1 =0, a=d-0=0 e se
a1 # 0, la;| > 1, pois a; € Z e portanto |a| = |da,| =
d|[as]|d].

(g) : Se b = ac; onde ¢; e ¢ = bey € Z, onde ¢y € Z,
c = bcy = acico = ale.

Demonstracao: (Regras de congruéncia) Para pro-
var todas as regras suponha que n|(b — a) e n|(d — ¢).

i) n||(b—a)+(d—c)|=(b+d)— (a+c)

(ii)n|/(b+a)—(d+c)=(b—d)+ (a —¢)

(iii) n|k(b — a) = kb — ka, para algum k € Z.

(iv) bd — ac = bd — bc + bc — ac =b(d — ¢) + ¢(b — a) =
n|(bd — ac), pois n|b(d — ¢), n|c(b — a). Logo bd = ac
mod n.

(v)E uma consequéncia do (iv): aa = bb mod n =

a’a = b’b mod n Agora se a° = b mod n entao

tem-se a*tV) = afq = bPa = b*b = b1 mod n.

(vi) k = dki, n = dny, mdc(ki,ny) = 1.
ka = kb modn = nl|(kb — ka) = k(b —a) =
dni|dki(b — a) = ni|ki(b —a) = 5 = m|(b — a),
pois mdc(ni, ki) =1=a=b mod 7.

Uma aplicacao pratica: os calendarios. Considere o ca-

lendario do mes de janeiro do ano 2000:

D S T Q O S S
1

L 4 5 6 J8
o 1O 11 12 13 14 15

1 17 18 19 20 21 22

23 24 25 26 277 28 29
30 31

Observe que no domingo, estao os numeros congruentes
com 2 mod 7. Na segunda, estao os numeros congruen-
tes com 3 mod 7. Na terca, com 4 mod 7. Na quarta,
com 5 mod 7. Na quinta, com 6 mod 7. Na sexta, com
7 mod 7. No sabado, com 1 mod 7.

Em que dia da semana vai cair o dia 25/01/2000, sem
consultar o calendario acima’

Basta procurarmos um numero congruente com 25
mod 7. Dividindo 25 por 7 da 3 e resto 4. Logo, 25 =4
mod 7 e como 4 corresponde a uma terca-feira, con-
cluimos que o dia 25/01/2000 caira numa terca-feira.
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