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Definicao de grupo

Definicao

Um grupo é um conjunto G nao vazio munido de uma fungao

*x:GxGd — G
(g,h) = gxh,

satisfazendo

1) a*x(b*xc) = (ax*b)*c para qualsquer a, b,c € G.

i b b i b G

1) Bxiste e € al que ex g =g = g x e para todo g € G.
ii) Exist G tal tod G
111 ara cada g € G existe g~ € al que

iii) P d G existe g7! € G tal

grgl=e=g"xg

Em geral, como fazemos com a multiplicagdo de nimeros reais,
vamos denotar g x h simplesmente por gh.



Exemplos de grupos

Exemplos
1. Para cada n > 0, considere Z,, = {0,1,...,(n—1)}.

2. S3 é o grupo de permutacao de trés nimeros.

Sz ={(1), (12), (13), (23), (123), (132) }.



Definicao de subgrupo

Definigao
(G, *) grupo.

) # H C G é subgrupo quando, munido da mesma fungao

x: HxH — H
(hl,hg) — hl*hz,

(H,*) é um grupo.
Notacao: H < G.



Equivaléncia para subgrupo

Proposicao

(G, *) grupo.

H < G é um subgrupo <
(i) hy % hg € H para quaisquer hj, hy € H.
(ii) h~! € H para todo h € H.



Exemplos de subgrupos

Exemplos

Subgrupos de Ss:

(a) {(1)}-

1), (13)},{(1),(23)}.



Definicao e exemplos de subgrupo normal

Definicao

Um subgrupo N <1 G é normal quando gng~! € N para
quaisquer g € Gen € N.

Exemplos
1. {e}, G sao ditos subgrupos triviais de qualquer grupo G.
2. {(1),(132), (123)} < Ss.

3. Todo subgrupo de um grupo abeliano é normal.



Homomorfismos de grupos

Definicao
Dados dois grupos (G, ), (H,e), um homomorfismo ¢ : G — H
é uma funcao que satisfaz

e(g1 * g2) = ©(g1) @ ¢(g2), (1)
para quaisquer g1, g2 € G.
Observe que a Equagao (1) implica que:
1. ¢leq) =epq.
2. (g7 = p(g)~! para cada g € G.

@ Um homomorfismo que é bijetor é chamado de isomorfismo.

e Se G = H, um isomorfismo é chamado de automorfismo.



Exemplos de homomorfismos de grupos

Exemplos

1. A funcdo f:Z — Z dada por f(z) = 2z para cada z € Z é
um homomorfismo de grupos.

2. A funcéo g : Z — Zs dada por

[ 0 ,sezépar
g(z)—{ 1 ,se z é impar.

é um homomorfismo de grupos.



Definicao de produto direto

Definicao
Dados dois grupos G, H, o produto direto de G por H ¢é o
conjunto G x H munido da fungao

x:(GxH)x (GxH) — (GxH)
((91,h1) 5 (92,h2)) — (9192, h1ho).



Equivaléncia para produto direto

G grupo.

H,K <.

HK :={hk € Glh € H,k € K}.

Teorema

G é o (isomorfo ao) produto direto H x K <
(i) H, K sao normais em G;

(i) HN K = {e};

(iii) HK = G.



Exemplo de produto direto

Exemplo

Zs x Zs = {(0,0),(0,1),(0,2),(1,0),(1,1),(1,2)}.
Vamos fazer algumas somas ...



Definicao de produto semidireto

Vamos denotar por Aut(N) o conjunto (grupo) de todos os
automorfismos de um grupo N.

Definicao
Considere dois grupos G, H e um homomorfismo de grupos

o:G — Aut(H). O produto semidireto G X, H é o conjunto
G x H munido da funcao

o (GXH)x(GxH) — (GxH)
((g1,h1) 5 (92,h2)) +—— (9192, h1o(g1)(h2)).



Um exemplo simples

Exemplo
Considere
o G=7Zo,H="173
e 0:Zy — Aut(Z3), 0(0) = o(1) = idgz,.
Vamos calcular Zs X, Zs.
o Como conjunto Zso X, Zg = Zo X Z3.
o A funcio %, : (Zo X Z3) X (Zg x Z3) — (Z2 x Z3) é dada por

%o ((g1,h1) 5 (92, h2)) = (9192, hiidgz,(h2)) = (9192, hih2).



Equivaléncia para produto semidireto

Teorema

Considere um grupo G e dois subgrupos H, N < G.

Existe o0 : H — Aut(N) tal que G = N x, H se, e somente se
(i) N <G é normal,
(i) HNN = {e};

(il) HN = G.

Observe que: todo produto direto é, em particular, um produto

semidireto.



Exemplo de produto semidireto

Exemplo

Considere G = S3, N = {(1), (123), (132)}, H = {(1), (12)}.
Observe que

o N=7Zs.
o H=X=7,.
Observe ainda que:
o N < @G é normal.
e S3=NH.
e NNnH={(1)}.
Pelo resultado anterior, existe o : H — Aut(V), tal que

Sg = Z2 X o Zg.



Continuacao do exemplo de produto semidireto

Exemplo
Considere o : H — Aut(N) dada por

o(12)(123) = (12)(123)(12) = (132)
0(12)(132) = (12)(132)(12) = (123).

Considere o isomorfismo ¢ : H X, N — S3 dado por
o(h,n) = hn.

Observe que
@ ¢ é sobrejetora, porque HN = Sj.
@ ¢ é injetora, porque H N N = {(1)}.

@  é um homomorfismo de grupos.



