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Um Pouco de Historia

Teoria dos Codigos Corretores de Erros: matematica,
computagdo, engenharia elétrica e estatistica entre outras;

Transmissao de dados e ruidos: interferéncias
eletromagnéticas e erros humanos;

Década de 40 e a exclusividade dos computadores;

O Laboratoério Bell de Tecnologia possuia tais
computadores e Richard W. Hamming trabalhava com
estas maquinas em 1947,

Finais de semana e cartoes perfurados.
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Figura : Richard W. Hamming
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Hamming relembra:

Em dois finais de semanas consecutivos eu fui e
descobri que todas minhas coisas tinham sido
descarregadas e nada tinha sido feito. Eu estava
realmente aborrecido e irritado porque queria estas
respostas e tinha perdido dois finais de semana. E
entdo eu me disse “Maldicdo”, se as mdquinas podem
detectar um erro, porque ndo podemos localizar a
posicao do erro e corrigi-lo.

R.W. Hamming, Interview, Fevereiro de 1977
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The Bell System Technical Journal

Vol. XXIX April, 1950 No. 2

Copyright, 1950, American Telephone and Telegraph Company

Error Detecting and Error Correcting Codes
By R. W. HAMMING

1. INTRODUCTION

HE author was led to the study given in this paper from a considera-
tion of large scale computing machines in which a large number of
operations must be performed without a single error in the end result. This
problem of *‘doing things right” on a large scale is not essentially new; in a

Figura : The Bell System Technical Journal, 1950.
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The Bell System Technical Journal

Vol. XXVII July, 1948 No. 3

A Mathematical Theory of Communication
By C. E. SHANNON

INTRODUCTION

HE recent development of various methods of modulation such as PCM
and PPM which exchange bandwidth for signal-to-noise ratio has in-
tensified the interest in a general theory of communication. A basis for

such a theory is contained in the important papers of Nyquist' and Hartley®
on this subiect. In the present paper we will extend the theory to include a

Figura : The Bell System Technical Journal, 1948.



O artigo de C. E. Shannon deu inicio a dois novos campos de
pesquisa em matemaética:

e A Teoria de Cédigos (em conjunto com o trabalho de
Hamming);

e A Teoria da Informacao.
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Notes on Digital Coding*

The consideration of message coding as a
means for approaching the theoretical capac-
ity of a communication channel, while reduc-
ing the probability of errors, has suggested
the interesting number theoretical problem
of devising lossless binary (or other) coding
| sthemes serving to insure the reception of a

wrrect, but reduced, message when an up-

per limit to the number of transmission er-
rors is postulated.

An example of lossless binary coding is
ireated by Shannon! who considers the case
of blocks of seven symbols, one or none of
vhich can be in error. The solution of this
wase can beextended to blocksof 2#—1-binary
symbols, and, more generally, when coding
shemes based on the prime number $ are
employed, to blocks of g*—1/p—1 symbols

Figura : Proceedings of the IRE (IEEE), 1949.
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Figura : Espagonave Voyager que usa um cédigo desenvolvido por
Golay para transmitir fotos coloridas de Jupiter e Saturno.
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Golay, Hamming e Shannon foram os grandes pioneiros e
desenvolvedores de estudos e ideias que sao usadas até hoje no
nosso dia a dia:

e Comunicacao Moével (telefones celulares);

Aparelhos de armazenamento de dados;

e Processamento de Imagens Digitais;

Internet;

Radio.



Um Pouco de Historia

SPL

Jet Propulsion Laboratory




Conceitos Basicos

e Podemos dizer que a construgdo de cédigos inspira-se no
mais comum dos cédigos utilizados pelos seres humanos: os
idiomas;

e Na lingua portuguesa temos:

1. Um alfabeto de 26 letras;
2. Palavras, que nada mais sdo que sequéncias finitas dessas
letras.



Conceitos Basicos

Os elementos bésicos para construgao de um codigo sao:

e Um conjunto finito, A que chamaremos de alfabeto.
Se ¢ é a quantidade de elementos de A, dizemos que
o codigo é g-ario;

e Sequéncias finitas de simbolos do alfabeto sao
palavras. O niimero de letras numa palavra é o seu
comprimento.




Conceitos Basicos

Assim, um cédigo g-ario de comprimento n serd um
subconjunto C de palavras de comprimento n, ou seja,

CC A"




Conceitos Baésicos - Exemplo

Quanto o alfabeto utilizado é o conjunto Zy = {0, 1} o cédigo
diz-se binario. O conjunto

C1 = {00000,01011,10110,11101}.

é um co6digo em blocos, bindrio, de comprimento 5.



Conceitos Baésicos - Exemplo

Se consideramos como alfabeto o conjunto Z3 = {0,1,2}. O
conjunto

Co = {00012,11022, 10101, 10201, 20202},

obtemos um c6digo em blocos, ternario, de comprimento 5.



Conceitos Basicos

— Codif. de Fonte | —
1
!
— Ruido

!

Demodulador

!

— | Decodif. de Fonte ‘— | Decodif. de Canal |




Conceitos Basicos

A ideia de teoria de cédigos corretores de erros é codificar a
informacao inicial, adicionando informagdo redundante, de
modo que, ao receber o sinal modificado pelo “ruido” seja
possivel recuperar a mensagem original.



Conceitos Bésicos - Exemplo




Conceitos Bésicos - Exemplo
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Conceitos Bésicos - Exemplo
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Conceitos Bésicos - Exemplo

Ir para o
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Conceitos Bésicos - Exemplo

Ir para o
norte

Mensagem
enviada

= 5
X =01—

2

¥

Ruido
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Canal
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recebida

S
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Conceitos Bésicos - Exemplo

Mensagem C(')'giig? de Cégigolde
L 00 | 000000
N 01 | 010101
0 10 1101010
S i | dddddd




Conceitos Bésicos - Exemplo

Mensagem C(')'giig? de Céé!igolde
L 00 | 000000
N 01 | 010101
0 10 1101010
S s | ALl




Conceitos Bésicos - Exemplo

Se voltarmos a pensar na lingua portuguesa:

Na verdade, vocé nunca entende uma nova teorxa.
Vocé simplesmente a utiliza. (Einstein)



Conceitos Bésicos - Exemplo

Se voltarmos a pensar na lingua portuguesa:

Maldito seja aquele wato!



Conceitos Basicos

(Distancia de Hamming). Dados dois elementos = =
(z1,... @) e y = (y1,...,Yyn) de um espago A", chama-
mos de distancia de Hamming de z a y ao ntimero de
coordenadas em que estes diferem, ou seja,

dlz,y) = {i: 2 # yi, 1 <i < n}.

Dado um cédigo C C A" chamamos de distancia minima
de C ao niimero

d =min{d(z,y) : z,y € C,z # y}.




Conceitos Bésicos - Exemplo

Sendo leste = (0,0,0,0,0,0), oeste = (1,0,1,0,1,0), norte =
(0,1,0,1,0,1) e sul = (1,1,1,1,1,1).



Conceitos Bésicos - Exemplo

Sendo leste = (0,0,0,0,0,0), oeste = (1,0,1,0,1,0), norte =
(0,1,0,1,0,1) e sul = (1,1,1,1,1,1). Temos que

d(leste, oeste) = 3
d(leste, norte) =3
d(leste, sul) = 6
d(oeste, norte) = 6
d(oeste, sul) = 3
)=3

d(norte, sul



Conceitos Bésicos - Exemplo

Sendo leste = (0,0,0,0,0,0), oeste = (1,0,1,0,1,0), norte =
(0,1,0,1,0,1) e sul = (1,1,1,1,1,1). Temos que

d(leste, oeste
d(leste, norte

d(leste, sul
d(oeste, norte

d(oeste, sul

=3
=3
=6
=6
=3
=3

~— — ' ~— '

d(norte, sul

Logo, a distadncia minima é d = 3.



Conceitos Basicos

(Métrica). Dado um conjunto X e uma fungao
d: X x X — R,

dizemos que d é uma métrica sobre X (ou uma funcao
distancia sobre X), se, para quaisquer z, y, z € X, temos:

L d(z,y) 2 0e d(z,y) == z=y;

2. d(z,y) = d(y, z);
3. d(z,y) < d(z,z2) + d(z,y).




Conceitos Basicos

Dado um elemento z € A" e um inteiro positivo r chama-
se bola de centro em z e raio r, ao conjunto

B(z,r) ={ue A" : d(u,z) < r},
e esfera de centro em z e raio r, ao conjunto

S(z,r) ={ue A" : d(u,z) = r}.




Conceitos Basicos

(Teorema) Seja C um cddigo com distdncia minima d e
seja
k= |——
2 )

entao é possivel dectar até d—1 erros e corrigir até  erros.




Conceitos Bésicos - Exemplo

Sendo nosso c6digo dado por

leste = (0,0,0,0,0,0)
oeste = (1,0,1,0,1,0)
norte = (0,1,0,1,0,1)

sul = (1,1,1,1,1,1)



Conceitos Bésicos - Exemplo

Sendo nosso c6digo dado por

leste = (0,0,0,0,0,0)
oeste = (1,0,1,0,1,0)
norte = (0,1,0,1,0,1)

sul = (1,1,1,1,1,1)

Temos, pelo Teorema,



Conceitos Bésicos - Exemplo

Sejam z = (1,0,1,0,0,0) e y = (1,0,0,0,0,0) palavras
recebidas. Logo,



Conceitos Bésicos - Exemplo

Sejam z = (1,0,1,0,0,0) e y = (1,0,0,0,0,0) palavras
recebidas. Logo,

d(z,leste) =2  d(y,leste) =1
d(x, oeste) =1 d(y, oeste) = 2
d(z,norte) =5 d(y,norte) =3



Conceitos Bésicos - Exemplo

Sejam z = (1,0,1,0,0,0) e y = (1,0,0,0,0,0) palavras
recebidas. Logo,

Logo, = é corrigido para oeste e y para leste.



Conceitos Basicos

(Corolario) Um cédigo C pode corrigir até x erros se e
somente se sua distdncia minima d(C) verifica a desigual-
dade

d(C) > 2k + 1.




Conceitos Basicos

Dado um cédigo C com distancia minima d, o nimero

[

chama-se a capacidade de C.




Equivaléncia de Cédigos

Seja M o nuimero de palavras de um cédigo C, ou seja, M = |C]|.

Um cédigo ¢-ario de comprimento n, com M palavras e
distancia minima d diz-se um (n, M, d)-c6digo.




Equivaléncia de Cédigos

Sejam A um conjunto finito e n um inteiro positivo. Uma
funcao p : A" — A" diz-se uma isometria de Ham-
ming ou, brevemente, uma isometria de A" se preserva a
distancia de Hamming em A"; i.e., se:

d(u(2), uy)) = d(z,y) Va,y e A"




Equivaléncia de Cédigos

Dois cédigos C1 e Co em A" sdo ditos equivalentes se
existe uma isometria p : A" — A" tal que p(Cy) = Co.




Equivaléncia de Cdodigos - Exemplo

Seja m um permutagao dos inteiros positivos {1,...,n}. Entao a
funcao u, : A" — A™ dada por

/’LW(CLl? SRR an) = (aﬂ(1)7 B aﬂ(n))

é uma isometria.



Equivaléncia de Codigos - Exemplo

Seja f : A — A uma bljegao A. Fixado um indice 7, 1 <7 < n,
definimos a funcio ,u( : A" — A" dada por

(a1y. oy iy ay) — (a1, ..., f(a;),...,ap)

é uma isometria. Em particular, se F = {fi,...,f,} é uma
familia de bije¢des de A, entdo a funcio pup : A" — A" dada
por

(a1, yaiy. .y an) — (filar), ..., filay), ..., fulay))

é uma isometria.



O problema principal da Teoria de Codigos

e Maior quantidade de palavras M vs. Maior distancia
minima d;

e O problema principal da Teoria de Cédigos.



O problema principal da Teoria de Codigos

Seja C um (n, M, d)-cédigo g-ario. Entao,

r

B(z,r) = U S(z,t)

t=0



O problema principal da Teoria de Codigos

Seja © € A" e A um alfabeto com ¢ elementos. Entéao,
J

ye Sz t)={u,....,u}e{l,....n}:y(4) # z(4),7 € {1,...

1}



O problema principal da Teoria de Codigos

Seja z € A™ e A um alfabeto com ¢ elementos. Entao,
J

ye Sz, t)={a,....0u} C{1,....n}:y(4) # z(4),7 € {1,...

= y() € A\ {a(y)},7 € {1,.... 1}

7t}



O problema principal da Teoria de Codigos

Seja z € A™ e A um alfabeto com ¢ elementos. Entao,
J

ye Sz, t)={a,....0u} C{1,....n}:y(4) # z(4),7 € {1,...

= y() € A\ {a(y)},7 € {1,.... 1}

7t}



O problema principal da Teoria de Codigos

Ou seja, existem g — 1 possibilidades de letras para
colocarmos na posicao y(i;), j € {1,...,t}. Logo existem
(¢ — 1)t palavras de A" que diferem de z nas t posi¢oes

Wy eees U5

Como podemos escolher o subconjunto
{ir, ..., it} C{1,...,n} de (’;) formas, entéo:

[S(a, 8)] = (2) (g—1)"



O problema principal da Teoria de Codigos

Portanto,
|B(z,r)| = | | S(z,1)|
t=0

=>_15(z,1)]
t=0

— ") g = 1)t
(1)



O problema principal da Teoria de Codigos

Seja C um (n, M, d)-cédigo g-ario e k a capacidade de C. Como,

B(z,k)NB(y,k) =0 Vz,yeC e
U B(z,r) C A"

zeC



O problema principal da Teoria de Codigos

Seja C um (n, M, d)-c6digo g-ario e k a capacidade de C. Como,

B(z,k) N B(y,k) =0 Vz,yel e
U B(z,r) C A"

zeC

Segue que

> |B(z, k) < ¢

zeC



O problema principal da Teoria de Codigos

Segue que

> |B(z, k) < q".

zeC

Portanto, como se trata de M esferas contendo o mesmo
nimero de elementos, temos:

u[$ (o] o

t=0



O problema principal da Teoria de Codigos

(Teorema - Cota de Hamming) Dado um (n, M, d)-
codigo g-ario, tem-se que

n

q

ol (’;) (4- 1>t]

M<




O problema principal da Teoria de Codigos

Um cédigo C C A" com distdncia minima d e capacidade
k diz-se perfeito se

U B(z,r) = A"

zel




O problema principal da Teoria de Codigos

(Proposigao) Dado C um (n, M, d)-cédigo g-ario, C é per-
feito se, e somente se,

n

(1) o]

M=
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