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Exemplo

Vamos construir um cédigo binario de comprimento 6 de
modo que as trés primeiras componentes ci, ¢ e c3 de cada
palavra do codigo sejam de informagdo e vamos adicionar trés
outros digitos de redundancia.



Exemplo

Vamos construir um cédigo binario de comprimento 6 de
modo que as trés primeiras componentes ci, ¢z e c3 de cada
palavra do codigo sejam de informagdo e vamos adicionar trés
outros digitos de redundancia.

e Para isso usaremos o fato que, em Zy = {0, 1} existe uma
operacao de soma: a soma médulo 2.



Exemplo

Vamos construir um cédigo binario de comprimento 6 de
modo que as trés primeiras componentes ci, ¢z e c3 de cada
palavra do codigo sejam de informagdo e vamos adicionar trés
outros digitos de redundancia.
e Para isso usaremos o fato que, em Zy = {0, 1} existe uma
operacao de soma: a soma médulo 2.

e Definimos entao os digitos de redundancia de acordo com a
seguinte regra:
c4=c1+ C2

s =+ 3

g = C2+ C3



Usando a notacdo vetorial para as palavras do cédigo:

c=(c1,c2,¢3,¢1+ 2,1 + €3, c2 + ¢3).



Usando a notacdo vetorial para as palavras do cédigo:

c=(c1,c2,¢3,¢1+ 2,1 + €3, c2 + ¢3).

Podemos descrever o processo que transforma a informacao
(c1, c2, c3) na palavra do c6digo, usando notacao matricial:

o = O

1 01 10
(c1,¢2,¢3) | O 01 0 1 |=(c,ccs,c1tce, c1tcs, cates).
0 1 01 1



Usando a notacdo vetorial para as palavras do cédigo:

c=(c1,c2,¢3,¢1+ 2,1 + €3, c2 + ¢3).

Podemos descrever o processo que transforma a informacao
(c1, c2, c3) na palavra do c6digo, usando notacao matricial:

o = O

1 01 10
(c1,¢2,¢3) | O 01 0 1 |=(c,ccs,c1tce, c1tcs, cates).
0 1 011

Desta forma, quando (¢, 2, ¢3) percorre todos os elementos de
Z%’, as respectivas imagens produzem todas as palavras do
codigo.



(c1, c2, 3) = (c1, c2, €3, 1+, c1+c3, catc3).

S O =
i )
— o o
O =
— O
—_ = O

Definicao:
A matriz acima é chamada de matriz geradora do cédigo.




Podemos reescrever os digitos de redundancia da seguinte
forma:

catete=0

c1+c3+c5=0

ca+c3+c=0



Podemos reescrever os digitos de redundancia da seguinte
forma:

catete=0

c1+c3+c5=0

ca+c3+c=0

Um vetor Y= (y17 Y2, Y3, Y4, Ys, yﬁ) S Zg esta no Cédlgo se, €
somente se,

Y1
110100 Y2
101010 1 =(0,0,0).
011001 Ya

Ys

Yo



a

110100 ¥2
101010 51 =(0,0,0).
011001 Y4

Ys

Y6

Definicao:
A matriz acima é chamada de uma matriz de verificagao de
paridade do cédigo.



Este exemplo ilustra uma situagao mais geral, que veremos
no que se segue.




Para construirmos cédigos de uma maneira eficiente e poder
elaborar alguma teoria, precisamos introduzir alguma
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q elementos que denotaremos por F.



Para construirmos cédigos de uma maneira eficiente e poder
elaborar alguma teoria, precisamos introduzir alguma

estrutura algébrica I

e Tomaremos como alfabeto A um corpo finito com
q elementos que denotaremos por F.

e Neste caso, o conjunto
Fy ={(21,...,7); 2 € Fy,Vi} tem uma estrutura
de espago vetorial de dimensao n sobre Fy.



Para construirmos cédigos de uma maneira eficiente e poder
elaborar alguma teoria, precisamos introduzir alguma

estrutura algébrica I

e Tomaremos como alfabeto A um corpo finito com
q elementos que denotaremos por Fy.

e Neste caso, o conjunto
Fy ={(21,...,m); 2; € Fy,Vi} tem uma estrutura
de espaco vetorial de dimensao n sobre Fj.

e Tomaremos entdo como cddigos C, ndo subconjuntos

quaisquer de F', mas apenas subespagos vetoriais
de F/, de dimensao k < n.




Se a dimenséo de C é k o niimero de palavras de C é M = ¢".

Defini¢ao: Um cédigo C' nas condigoes acima diz-se um
(n, k)-cédigo linear sobre F e, se sua distancia minima d
é conhecida, entao ele diz-se um (n, k, d)-cédigo linear.




Determinar a distancia de Hamming minima de um codigo
é¢ um problema dificil!



Determinar a distancia de Hamming minima de um cédigo
é¢ um problema dificil!

Quando trabalhamos com cédigos lineares podemos fazer
algumas simplificagoes no calculo. Se denotarmos por 0 o
elemento neutro da soma no espaco vetorial, temos que 0 € C,
pois C' é sempre subespaco vetorial.



Definicdo: Dado um elemento em um cédigo linear C,
chama-se peso de z o nimero:

w(x) = d(z,0)
e chama-se peso de C ao numero

w(C) = min{w(z),z € C,z # 0}.




Dados = = (21,22, ..., Zn), ¥ = (Y1, Y2, ..., Yn) € C temos:
d(z,y) = {i; o # yi, 1 <0 < nj
=i 5 —yi #0; 1 <4 < n}
=d(z —y,0)
= w(z —y)

Portanto, a distancia entre elementos do cédigo C' é também o
peso de algum elemento de C'. Logo

d(C) = w(C).



e Para conhecer a distancia minima de um coédigo com M

. . M(M—1) q: on -
palavras precisamos avaliar (1\2/[) = M@WM-1) distancias,

2



e Para conhecer a distancia minima de um coédigo com M

. . M(M—1) q: on -
palavras precisamos avaliar (1\2/[) = (f) distancias,

e Para conhecer seu peso, precisamos apenas avaliar M — 1
distancias (de cada um dos (M — 1) elementos nao nulos ao
elemento 0).



Exemplo

e O conjunto C' = {(0000), (1011), (0110), (1101)} C Z3 é um
subespaco vetorial de Z%.
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e O conjunto C' = {(0000), (1011), (0110), (1101)} C Z3 é um
subespaco vetorial de Z%.

e O conjunto B = {(1011), (1101)} é uma base de C.



Exemplo
e O conjunto C' = {(0000), (1011), (0110), (1101)} C Z3 é um
subespaco vetorial de Z%.

e O conjunto B = {(1011), (1101)} é uma base de C.

w(1011) = 3, w(0110) = 2, w(1101) = 3.



Exemplo
O conjunto C' = {(0000), (1011), (0110), (1101)} C Z3 é um
subespaco vetorial de Z%.

O conjunto B = {(1011), (1101)} é uma base de C.

w(1011) = 3, w(0110) = 2, w(1101) = 3.

Portanto a distancia minima de C é 2 e C trata-se de um
(4,2,2)-codigo.
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e Seja €' C Fj um cddigo linear de dimensao k.
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Matriz Geradora

Seja ' C F' um codigo linear de dimenséo k.

Seja {c1,..., cp} uma base de C.

Definicao: Uma matriz G € My, (F,;) cujas linhas for-
mam uma base para C' diz-se uma matriz geradora de

C.




Matriz Geradora

Seja ' C F' um codigo linear de dimenséo k.

Seja {c1,..., cp} uma base de C.

Definicao: Uma matriz G € My, (F,;) cujas linhas for-

mam uma base para C diz-se uma matriz geradora de
C.

Note que, para cada escolha de uma base para C' obtemos uma
matriz de geradora diferente, de modo que esta matriz nao é
anica.



Cédigo como imagem de transformacao linear

e Seja {e1, ..., e} a base candnica de Fy.

e Considere a transformacdo linear
.k n
T:F; = F,

tal que
T(e;) = ¢;, para 1 < i < k.



Cédigo como imagem de transformacao linear

e Seja {e1, ..., e} a base candnica de Fy.

e Considere a transformacdo linear
.k n
T:F; = F,
tal que

T(e;) = ¢;, para 1 < i < k.

e T injetora e Im(T) = C.



Cédigo como imagem de transformacao linear

e Sejam
c1 = (c11, €12, .., Cin)
Cy = (621, €22, ..., C2n)
ck = (Ck1s Ck2y -+ - Chn)

as coordenadas de c¢; na base canodnica de F;l.



Cédigo como imagem de transformacao linear

e Sejam
c1 = (c11, €12, .., Cin)
Cy = (621, €22, ..., C2n)
ck = (Ck1s Ck2y -+ - Chn)

as coordenadas de c¢; na base canodnica de F;l.
e Considere a matriz geradora

c11 €C12 ... Cin
C21 22 ... Cop

Ck1 Ck2 ... Ckn



Cédigo como imagem de transformacao linear

e Sejam
c1 = (c11, €12, .., Cin)
Cy = (621, €22, ..., C2n)
ck = (Ck1s Ck2y -+ - Chn)

as coordenadas de c¢; na base canonica de F;l.
e Considere a matriz geradora

C11 12 ... Cip

C21 22 ... Cop
G =

Ck1 Ck2 ... Ckn

e A transformagao linear T pode ser definida como

T(z) = zG.



Cédigo como imagem de transformacao linear

Os elementos de C sdo entdo todos os vetores

C o k
yery; y=2.G, zeFy.



e Suponha que desejamos enviar mensagens com k digitos de
informacao e n — k digitos de redundéancia.



e Suponha que desejamos enviar mensagens com k digitos de
informacao e n — k digitos de redundéancia.

e Podemos considerar que o vetor de informagcao é um
elemento do espago vetorial F é“ e que o vetor ja codificado,
é um elemento de F'.

(xla"'axk) — (y17y27"'7yn)‘



Exemplo - Cédigo de tripla repeticao

e Informagao: {(00),(10),(01),(11)}



Exemplo - Cédigo de tripla repeticao

e Informagao: {(00),(10),(01),(11)}

e Palavras do Codigo:

¢ = {(000000), (101010), (010101), (111111)} C Z5.



Exemplo - Cédigo de tripla repeticao

e Informagao: {(00),(10),(01),(11)}

e Palavras do Codigo:

¢ = {(000000), (101010), (010101), (111111)} C Z5.

e O codigo C pode ser visto como a imagem da
transformacéo linear T : Z3 — Z§ tal que T(z) = zG, onde

101 010
G_<010101>'



e Dada uma matriz geradora G de um cédigo C, em geral é
dificil decidir se um dado vetor y € Fj' pertence ou nao a

C.



e Dada uma matriz geradora G de um cédigo C, em geral é
dificil decidir se um dado vetor y € Fj' pertence ou nao a

C.

e Para isso, precisamos encontrar um vetor z € Fé“ tal que
seja possivel escrever y = zG, o que equivale a resolver um
sistema linear com k incégnitas e n equagoes.

Y1 = T1C11 + T2C1 + ...+ Tkl
Y2 = T1C12 + T2C22 + ... + T2

Yn = T1Clp + T2C2pn + ... + Tk Cin



Defini¢ao: Dizemos que a matriz geradora G' de um codigo
linear C estd na forma sistematica se

G = [Tpxk| Pex (n—k)]

para alguma k x (n — k) matriz P.




Defini¢ao: Dizemos que a matriz geradora G' de um codigo
linear C estd na forma sistematica se

G = [Tpxk| Pex (n—k)]

para alguma k x (n — k) matriz P.

N

Proposicao: Todo cédigo linear sobre F; é equivalente a
um codigo linear com uma matriz geradora na forma sis-
temadtica.

J




Defini¢ao: Dizemos que a matriz geradora G' de um codigo
linear C estd na forma sistematica se

G = [Tpxk| Pex (n—k)]

para alguma k x (n — k) matriz P.

3

Proposigao: Todo cédigo linear sobre F, é equivalente a
um codigo linear com uma matriz geradora na forma sis-
temadtica.

J

Em um cédigo “sistematico” linear temos que o vetor
informagao aparece no vetor codificado

($1,£172, s amk)[lkxk|ka(n—k)] = (mla Tk YLy ey yn—k)



Definigdo: Sejam u = (u1,...,u,) € v = (v1,...,v,) ele-
mentos de F'. Definimos o produto interno de u e v como
sendo

(u, v) = v vy + -+ + UpVy.




7

Definigdo: Sejam u = (u1,...,u,) € v = (v1,...,v,) ele-
mentos de F'. Definimos o produto interno de u e v como
sendo

(u, v) = v vy + -+ + UpVy.

\.

Definigao: Seja €' C Fj um codigo linear, definimos

Ct={veF} (vu)=0,Vu e C}.




Definigdo: Sejam u = (u1,...,u,) € v = (v1,...,v,) ele-
mentos de F'. Definimos o produto interno de u e v como
sendo

(u, v) = v vy + -+ + UpVy.

7

\.

N\

Definigao: Seja €' C Fj um codigo linear, definimos

Ct={veF} (vu)=0,Vu e C}.

Proposicio: Ct é um espaco vetorial de F ;€ portanto,
um codigo linear.

J

\.




Matriz Controle de Paridade

Proposicio: Seja H uma matriz geradora para C. Temos
que
z€C <+ Hi't=0




Matriz Controle de Paridade

J

Proposicio: Seja H uma matriz geradora para C. Temos
que
z€C <+ Hi't=0

Definicdo: A matriz H como acima é chamada matriz
controle de paridade para o cédigo C.

\.




Decodificacao

e Apés as informagoes serem codificadas e passarem pelo
canal, acontece o processo da decodificacdo que consiste em
verificar se aconteceram erros e se é possivel corrigi-los.

No Coding Rate 2/8 Reed-Solomon Coding
E 7 TR T T

80 190 120 140



Decodificacao

e Apés as informagoes serem codificadas e passarem pelo
canal, acontece o processo da decodificacdo que consiste em
verificar se aconteceram erros e se é possivel corrigi-los.

e Ocorrem erros em uma transmissao quando a palavra do
c6digo enviada é diferente do vetor recebido. Dependendo
dos parametros de cada cédigo existe uma quantidade de
erros que o cédigo pode detectar e corrigir.

No Coding Rate 2/8 Reed-Solomon Coding
E ¢ Add I 4000

80 190 120 140




Arranjo Padrao

Ao redor de cada palavra do cédigo, podemos tragar uma esfera
de raio t = [(d — 1)/2], onde d indica a distdncia minima do
cbddigo. Vamos descrever todas estas esferas de raio ¢
centralizadas nas palavras do cédigo.




Arranjo Padrao

Toda esfera sobre cada palavra do codigo consiste em uma
translagao da esfera centrada na origem. Desta forma, é
necessario apenas encontrar os vetores contidos na esfera
centralizada na origem e transladando-os encontramos os
vetores contidos em todas as respectivas esferas.



Arranjo Padrao

0 &) c3 N

04+ un co+ U c3 + vy B !
04 v co + vy c3 + v N
0+ v c2 + vj c3 + vj ce CghF Y
0+ Vjir1 €2+ Uj+1 €3+ Vi1 ... Cyk + Vjt1
0+ y coy + U c3 + g qu+1}l

e Na primeira linha escrevemos todas as ¢* palavras do
cddigo, sendo que a primeira deve ser o 0



Arranjo Padrao

0 &) c3 N

04+ un co+ U c3 + vy B !
04 v co + vy c3 + v N
0+ v c2 + vj c3 + vj ce CghF Y
0+ Vjir1 €2+ Uj+1 €3+ Vi1 ... Cyk + Vjt1
0+ y coy + U c3 + g qu+1}l

e Na primeira linha escrevemos todas as ¢* palavras do
cddigo, sendo que a primeira deve ser o 0

e Nas linhas seguintes, abaixo da primeira coluna lista-se os
vetores que distam menos de ¢ da palavra de cédigo toda
nula.



Arranjo Padrao

0 C c3 cee Cgh

04+ un co+ U c3 + vy B !
04 v co + vy c3 + v N
0+ v c2 + vj c3 + vj ce CghF Y
0+ Vjir1 €2+ Uj+1 €3+ Vi1 ... Cyk + Vjt1
0+ vy co + U c3 + vy N

e Na primeira linha escrevemos todas as ¢* palavras do
cddigo, sendo que a primeira deve ser o 0

e Nas linhas seguintes, abaixo da primeira coluna lista-se os
vetores que distam menos de ¢ da palavra de cédigo toda
nula.

e Se v é o primeiro vetor da segunda linha, os demais sao
obtidos pela soma de cada palavra de cédigo com wv.



e Dado um vetor recebido v, localizamos-o no arranjo-padrao,

e se estiver acima da linha horizontal, decodificamos-o como
a palavra-cédigo que estd no topo da coluna, ou seja, no
centro da esfera em que tal vetor se encontra.

e Caso o vetor esteja fora das esferas, apenas detectamos que
houve mais do que t erros.



E impraticvel realizar a decodificacdo de um cédigo linear
qualquer C' por tal método quando k é grande.

Vamos tentar simplificar o processo.



Considere o grupo quociente



Defini¢ao: O vetor diferenca e entre um vetor recebido y
e o vetor transmitido z chama-se o vetor erro, isto é,
e=1y—u.




Definicao: O vetor diferenga e entre um vetor recebido y
e o vetor transmitido z chama-se o vetor erro, isto é,
e=1y—u.

Ao receber o vetor y, deve se multiplicar pela matriz H para
saber se ele contém ou nao erros.



Defini¢ao: Seja C' um (n, k)-cédigo linear, com matriz con-
trole de paridade H. Dado um vetor y € F/, o vetor

é chamado de sindrome de y.




Defini¢ao: Seja C' um (n, k)-c6digo linear, com matriz con-
trole de paridade H. Dado um vetor y € F/, o vetor

S(y) = Hy'

é chamado de sindrome de y.

e O vetor y recebido é uma palavra do cédigo se, e somente
se, sua sindrome é o vetor nulo.




Defini¢ao: Seja C' um (n, k)-c6digo linear, com matriz con-
trole de paridade H. Dado um vetor y € F/, o vetor

S(y) = Hy'

é chamado de sindrome de y.

e O vetor y recebido é uma palavra do codigo se, e somente
se, sua sindrome é o vetor nulo.

e Se y é um vetor recebido, com vetor de erro e, tem-se que

Hy' = H(x + e)! = Hz' + He' = He'.




Defini¢ao: Seja C' um (n, k)-c6digo linear, com matriz con-
trole de paridade H. Dado um vetor y € F/, o vetor

S(y) = Hy'

é chamado de sindrome de y.

e O vetor y recebido é uma palavra do codigo se, e somente
se, sua sindrome é o vetor nulo.

e Se y é um vetor recebido, com vetor de erro e, tem-se que
Hy' = H(x + e)! = Hz' + He' = He'.

O vetor recebido e o vetor erro tém ambos a mesma
sindrome.




Definigao:
e O subconjunto y + € de Fj chama-se a classe
lateral de y determinada por C.

e Um vetor de peso de Hamming minimo numa classe
lateral diz-se um lider da classe.




Considere o cédigo linear
C = {000000, 100110,010101,001011,011110,101101, 110011, 111000}

As classes laterais segundo C séo
000000 + C = {000000, 100110, 010101, 001011, 011110, 101101, 110011, 111000}
000001 + C = {000001,100111,010100, 001010,011111, 101100, 110010, 111001}
000010 + C = {000010, 100100,010111, 001001,011100, 101111, 110001, 111010}
000100 + C = {000100, 100010, 010001, 001111,011010, 101001, 110111, 111100}
001000 + ¢ = {001000, 101110,011101, 000011,010110, 100101, 111011, 110000}
010000 + C = {010000, 110110,000101, 011011,001110, 111101, 100011, 101000}
100000 + C = {100000, 000110, 110101, 101011,111110,001101, 010011, 011000}
000111 + ¢ = {000111, 100001, 010010, 001100, 011001, 101010, 110100, 111111}



Neste caso temos que:

000000 é o lider de C}

000001 ¢é o lider de 000001 + C;

000010 é o lider de 000010 + C;

000100 ¢é o lider de 000100 + C;

001000 é o lider de 001000 + C;

010000 ¢é o lide de 010000 + C;

100000 é o lider de 100000 4 C;

100001, 010010, 001100 sao lideres de 000111 + C.



Neste caso temos que:

000000 é o lider de C}

000001 ¢é o lider de 000001 + C;

000010 é o lider de 000010 + C;

000100 ¢é o lider de 000100 + C;

001000 é o lider de 001000 + C;

010000 ¢é o lide de 010000 + C;

100000 é o lider de 100000 4 C;

100001, 010010, 001100 sao lideres de 000111 + C.

e Uma determinada classe lateral pode ter mais de um lider.



Neste caso temos que:

000000 é o lider de C}

000001 ¢é o lider de 000001 + C;

000010 é o lider de 000010 + C;

000100 ¢é o lider de 000100 + C;

001000 é o lider de 001000 + C;

010000 ¢é o lide de 010000 + C;

100000 é o lider de 100000 4 C;

100001, 010010, 001100 sao lideres de 000111 + C.

e Uma determinada classe lateral pode ter mais de um lider.

e Porém, podem-se demonstrar que:



Teorema: Seja C' um codigo linear em Fy com distancia
minima d. Se um vetor z € F ¢é tal que w(z) < {%J,
entdo x é o unico lider de sua classe.
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Teorema: Seja C' um codigo linear em Fy com distancia
minima d. Se um vetor z € F ¢é tal que w(z) < {%J,
entdo x é o unico lider de sua classe.

\.

Proposicao: Dois vetores z e y de Fj/ tém a mesma sin-
drome se, e somente se, © € y+ C.
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Teorema: Seja C' um codigo linear em Fy com distancia
minima d. Se um vetor z € F ¢é tal que w(z) < {%J,
entdo x é o unico lider de sua classe.

\.

Proposicao: Dois vetores z e y de Fj/ tém a mesma sin-
drome se, e somente se, © € y+ C.
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erros.
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e Se S(y) =0, entdo a palavra recebida nao contém
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e Se S(y) # 0, entdao a palavra y ndo pertence ao
codigo.



Algoritmo

Recebida uma palavra y, calcule sua sindrome

S(y) = Hy".

Se S(y) = 0, entdo a palavra recebida nao contém
€rTos.

Se S(y) # 0, entdo a palavra y ndo pertence ao
codigo.

Neste caso, procure a classe lateral de y determinada
por C e ache seu lider e.



Algoritmo

Recebida uma palavra y, calcule sua sindrome

S(y) = Hy".

Se S(y) = 0, entdo a palavra recebida nao contém
€rTos.

Se S(y) # 0, entdao a palavra y ndo pertence ao
cédigo.

Neste caso, procure a classe lateral de y determinada
por C e ache seu lider e.

O vetor enviado é x = y — e.




Exemplo

Considere o co6digo C' com matriz verificacdo de paridade

1101
H=]11010
0110

S = O

0
0
1

Temos que d = 3 e, portanto, ele corrige um erro. Os vetores de
peso menor ou igual a 1 com as suas respectivas sindromes
estao relacionados na tabela seguinte.



Exemplo

lider | sindrome
000000 000
000001 001
000010 010
000100 100
001000 011
010000 101
100000 110




Exemplo

lider | sindrome
000000 000
000001 001
000010 010
000100 100
001000 011
010000 101
100000 110

Suponhamos que a foi recebida a palavra y = (010111).



Exemplo

lider | sindrome
000000 000
000001 001
000010 010
000100 100
001000 011
010000 101
100000 110

Suponhamos que a foi recebida a palavra y = (010111).
Calculamos: Hy' = (010).



Exemplo

lider | sindrome
000000 000
000001 001
000010 010
000100 100
001000 011
010000 101
100000 110

Suponhamos que a foi recebida a palavra y = (010111).
Calculamos: Hy' = (010).

Verificamos entdao que e = (000010) e a palavra enviada é,
portanto: z =y — e = (010101).
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Obrigada!




