
III Workshop de Álgebra da UFG-CAC

Minicurso 2

O cubo mágico e a Teoria dos Grupos

Prof. Dr. Agnaldo José Ferrari
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resolvida com no máximo 20 movimentos.



Cubo de Rubik

I Para ±300 milhões de configurações são necessários 20
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I O cubo possui 6 faces de cores distintas.

I Cada face possui 9 cubinhos, então o cubo possui 27 cubinhos
(1 virtual).

I Cada cubinho possui 6 facetas, mas somente são viśıveis as
que apontam para fora do cubo.
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Movimentos do cubo

I Cada face pode ser girada um quarto de volta tanto no
sentido horário quanto no anti-horário.

I Convencionaremos indicar os respectivos movimentos de um
quarto de volta no sentido horário por F, B, U, D, L e R.

I E os respectivos movimentos de um quarto de volta no
sentido anti-horário por F−1, B−1, U−1, D−1, L−1 e R−1.
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Sequências de movimento

I Normalmente faremos várias sequências de movimento.

I Por exemplo, S = LUB−1 significa que movemos a face da
esquerda uma volta no sentido horário, depois movemos a
face superior uma volta no sentido horário e finalmente
movemos a face inferior uma volta no sentido anti-horário.

I A esta sequência atribuimos a letra S.
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comprimento, no exemplo acima o comprimento de S é 3q.

I Uma seqüência longa finita S consistindo de dois ou mais
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mesmo que não fazer nada com o cubo. Temos também que
F−1F = I, logo (F−1)−1 = F .
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I Mas existem movimentos não-comutativos, por exemplo, os
movimentos que envolvem faces adjacentes: UR 6= RU ,
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Embaralhar o Cubo: Aplicar uma macro aleatória de movimentos
S a um cubo resolvido.
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Resolver o Cubo: Encontrar alguma macro T tal que ST = I.
Encontrar alguma macro Encontrar alguma macro
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Método de Fridrich

O método completo se divide em 4 passos

1. Cruz branca - solução intuitiva

2. F2L - Finish Two Layers / 41 casos

3. OLL - Orientation Last Layer / 57 casos

4. PLL - Permutation Last Layer / 21 casos
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I Uma permutação pode ser descrita pelo seguinte esquema

(
1 2 3 · · · n
2 3 1 · · · n

)

I Maneira mais simples para descrever uma permutação: ciclos

I Um ciclo pode ser pensado como uma série de transições de
estado que acaba por retornar ao estado inicial.

S1 → S2 → · · · → Sn → S1
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)

I Representando em ciclos

σ : 1→ 3→ 5→ 1

2→ 4→ 2

I Simplificando
σ = (135)(24)

Notação de ciclos de σ
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Decomposição em ciclos

I Fato: Toda permutação se decompõe como “produto” de
ciclos disjuntos.

I Repetição de ciclos:
I
(1 2 3)
(1 2 3)2 = (1 2 3)(1 2 3) = (1 3 2)
(1 2 3)3 = (1 2 3)(1 2 3)(1 2 3) = I

I Em geral a ordem do n-ciclo (i1 i2 · · · in) é igual a n.
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mk-ciclos, então sua ordem é o MMC(m1,m2, · · · ,mk).
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Ordem de uma permutação qualquer

I Se σ = (a b)(c d e) então ◦(σ) =MMC(2, 3) = 6, isto é,
σ6 = I.

I Mas, σ3 = (a b), isto é, aplicando a permutação σ três vezes
faz com que o 3-ciclo (c d e) volte à sua posição inicial,
enquanto o 2-ciclo (a b) é permutado um número ı́mpar de
vezes, permanecendo como está.
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Um grupo é um conjunto G com uma operação binária ∗,
satisfazendo as seguintes propriedades:

I Dados g, h ∈ G, temos que g ∗ h ∈ G. (fechamento)

I Dados f, g, h ∈ G, temos que (f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h).
(associativa)

I Dado g ∈ G, existe e ∈ G tal que g ∗ e = e ∗ g = g.
(existência do elemento identidade)

I Dado g ∈ G, existe g−1 ∈ G tal que g ∗ g−1 = g−1 ∗ g = e.
(existência do elemento inverso)
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I Para simplificar, denotaremos gh (ao invés de g ∗ h).

I Definimos também
g2 = gg
g3 = ggg
g0 = e
g−n = (gn)−1

I O elemento identidade e é único.

I Dado g ∈ G, o inverso g−1 é único.
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Grupos

Exemplos de grupos

I (Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+).

I (N,+) não é grupo (dado a ∈ N , a > 0, a não possui inverso
em N).

I Zn = {0, 1, 2, · · · , n− 1}
∀a, b ∈ Zn, a⊕ b é o resto da divisão de a+ b por n.
(Zn,⊕) é um grupo.

I Z∗
p = {1, 2, · · · , p− 1}, p: primo
∀a, b ∈ Z∗

p, a� b é o resto da divisão de ab por n.
(Z∗

p,�) é um grupo.

I Zn e Z∗
p são grupos ćıclicos: seus elementos são da forma

e, a, a2, · · · , para algum a 6= e.
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(Zn,⊕) é um grupo.

I Z∗
p = {1, 2, · · · , p− 1}, p: primo
∀a, b ∈ Z∗
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p,�) é um grupo.

I Zn e Z∗
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I (N,+) não é grupo (dado a ∈ N , a > 0, a não possui inverso
em N).

I Zn = {0, 1, 2, · · · , n− 1}
∀a, b ∈ Zn, a⊕ b é o resto da divisão de a+ b por n.
(Zn,⊕) é um grupo.

I Z∗
p = {1, 2, · · · , p− 1}, p: primo
∀a, b ∈ Z∗

p, a� b é o resto da divisão de ab por n.
(Z∗

p,�) é um grupo.

I Zn e Z∗
p são grupos ćıclicos: seus elementos são da forma

e, a, a2, · · · , para algum a 6= e.



Grupos de Permutações

I Alguns conjuntos de permutações também formam grupos.

I Sejam a e b permutações, então a ∗ b significa aplicar a
permutação a e em seguida aplicar a permutação b.
(Simplificando: ab)

I O conjunto de todas as permutações das facetas do cubo
forma um grupo R, chamado Grupo de Rubik.

I O grupo R consiste dos movimentos L,R, F,B,U,D e de
todas as macros S, assumindo que duas macros que produzem
o mesmo resultado são vistas como iguais.
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Grupos de Permutações

I O número total de elementos do grupo R é exatamente o
número de todas as posśıveis configurações do cubo.

I Não significa que R deva conter todas as permutações das
facetas, mas apenas aquelas que podem ser atingidas por
meio dos movimentos acima.

(Exemplo: A faceta de um cubinho de centro não pode
permutar com a faceta de um cubinho de canto/aresta)

I Se uma permutação não está em R então a configuração
correspondente é imposśıvel no cubo.
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O grupo simétrico Sn

I Grupo simétrico Sn: grupo de todas as permutações do
conjunto {1, 2, · · · , n}. (Total: n! permutações)

I Todo n-ciclo, n > 1 se escreve como produto de 2-ciclos.

Se n é par, o número de 2-ciclos é impar.
Se n é impar, o número de 2-ciclos é par.

(12) = (12)
(12)(13) = (123)
(12)(13)(14) = (1234)
(12)(13)(14)(15) = (12345)

(12)(13)(14)(15) · · · (1n) = (12345 · · ·n)
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Permutação par/impar

I Permutação par: Que se escreve com produto par de
2-ciclos.

Permutação ı́mpar: Que se escreve com produto ı́mpar de
2-ciclos.

I Metade dos elementos de Sn é par e a outra metade é ı́mpar.

I A metade par, chamada An, forma um grupo chamado de
grupo alternante.
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Teoria de Grupos: Paridade no cubo



I Vimos que somente podemos trocar cubinhos que tenham o
mesmo “gênero”.

central ←→ central
aresta ←→ aresta
canto ←→ canto

I Qual a relação de paridade entre cada tipo de cubinho?
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os demais como estão.
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os demais como estão.



Teoria de Grupos: Paridade no cubo
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Teoria de Grupos: Paridade no cubo

Não existe nenhuma combinação de movimentos que consiga
trocar apenas um par de cubinhos.
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Teoria de Grupos: Paridade no cubo



Teoria de Grupos: Um passo no método de
camadas



Subgrupo

I Sejam (G, ∗) um grupo e H ⊆ G. Dizemos que H é
subgrupo de G se H com a operação ∗ for um grupo.

I Sejam g1, g2, · · · , gk ∈ G. O subgrupo gerado por
g1, g2, · · · , gk é o menor subgrupo de G contendo
g1, g2, · · · , gk.

H =< g1, g2, · · · , gk >
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Comutador

I Dados g, h ∈ G, o elemento

[g, h] = ghg−1h−1

é chamado de comutador. O conjunto

[G,G] = {[g, h]; g, h ∈ G}

é um subgrupo de G chamado de grupo dos comutadores
de G.



Homomorfismo de grupos

I Sejam (G, ∗) e (H,#) grupos. A função

ϕ : G→ H

é um homomorfismo de grupos se para todo g, h ∈ G,
tivermos
(i) ϕ(eG) = eH .
(ii) ϕ(g ∗ h) = ϕ(g)#ϕ(h).

I Se ϕ é bijetora, então ϕ é um isomorfismo, e dizemos que G é
isomorfo a H.

G ∼= H
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I Vimos que

S4: Grupo de todas as permutações do conjunto {1, 2, 3, 4}.
(Total: 24 permutações)

I Em S4, temos que

A4 =< (1 2 3), (1 2 4) >

Em geral, se n ≥ 3, An é gerado por 3-ciclos.
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Tomando,
S = L−1URU−1LUR−1U−1

T = F−1UBU−1FUB−1U−1,

e definindo
ρ : A4 →< S, T >⊂ R

tal que ρ(1 2 3) = S e ρ(1 2 4) = T , temos que

A4
∼=< S, T >



Permutação dos cantos numa camada
S e T são permutações pares. A4

∼=< S, T >. S = (1 2 3) e
T = (1 2 4). Permutações dos cantos em uma camada tem que
ser uma permutação par de {1, 2, 3, 4}, isto é, tem que
corresponder a um elemento de A4.
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Permutação dos cantos numa camada

σ = (1 2)(3 4). (1 2)(3 4) = (1 2 3)(1 2 4)2(1 2 3) = ST 2S.
Como (1 2)(3 4) tem ordem 2, então (ST 2S)2 = I.



Permutação dos cantos numa camada
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I Como (1 2)(3 4) tem ordem 2, então (ST 2S)2 = I.

I Para resolver o cubo abaixo, basta aplicar a macro ST 2S, que
é um comutador, pois

[S, T ] = STS−1T−1 = STS2T 2 = ST 2S.
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