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@ Se vocé escolheu mais opcdes da esquerda, provavelmente
vocé é uma pessoa que gosta mais de simetria do que
assimetria.

@ Pense em alguém que acha bonito fisicamente, qualquer
pessoa. Como é o rosto dela? E assimétrico?

@ Mais ainda: usualmente os humanos, nos processos de

formacdo de casais, procuram parceiros que possuam rostos
simétricos!
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Figura : Fonte: http://3.bp.blogspot.com



Figuras geométricas

Ha simetrias nas construcdes
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De acordo com o dicionario, simetria é:

Qualidade de simétrico.

Proporcao correta das partes de um corpo ou de um todo
entre si, quanto a tamanho e forma.
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@ Sem preocupagdo em sermos rigorosos, a0 menos agora,
poderiamos definir, ingenuamente, que simetria é algo que é
preservado, ou seja, é invariante em algum sentido.

@ E amplamente utilizada em Ciéncia, particularmente, na
Matemdtica.

s

@ E intimamente relacionado a um importante conceito
algébrico: grupos!
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@ Em Matematica, podemos caracterizar um grupo da seguinte
forma:

@ Um primeiro ente, que consiste de um conjunto G nao-vazio;
@ Uma operagdo, digamos ¢, que relaciona quaisquer dois
elementos do conjunto com um terceiro.
@ Essa operacdo, todavia, deve satisfazer algumas propriedades,
que s3o os axiomas de grupo.
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Axiomas de Grupo

e Fechamento: Quais sejam x,y € G, ¢(x,y) € G.

o Associatividade: Quais sejam x,y,z € G,
P(d(x,y),2) = ¢(x, d(y, 2)).

o Existéncia de uma identidade: Existe um elemento e € G
tal que, para todo x € G, ¢(x, e) = ¢(e, x) = x.

o Existéncia do inverso: Para cada x € G, existe X € G tal
que 6(x,X) = 6(%,x) = e.

@ No caso particular em que ¢(x, y) = ¢(y, x), dizemos que
(G, ¢) é um grupo comutativo ou abeliano.
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@ Considere R, o conjunto dos niimeros reais, munido da
operagdo ¢(x,y) = x +y. Entdo (R, +) é um grupo abeliano.

@ Considere o conjunto dos niimeros reais positivos R e
o(x,y) = xy. Entdo (R4, ¢) é um outro exemplo de grupo
abeliano.
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@ Rotacdes de 90° de um quadrado.

@ Seja Q # () e G o conjunto de todas as bijecdes f : Q — Q.
Se definirmos ¢(f,g) = f o g, entdo (G, ¢) é um grupo, n3o
necessariamente comutativo.
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Grupos a 1-parametro (uniparamétricos)

o Considere a funcdo T, : R? — R?, definida por

Te(x,y) = (x +&,y).

e Consideremos, ainda mais, o conjunto G = {T., e € R} e
sejam T. e Ts elementos de G.

e Entao
Teo Ts(x,y) = (x+e+0,y) = Teys(x,y).

@ Note que (G, ¢) é um grupo, com propriedades similares a
(R, +). Em particular as fun¢des T e sua inversa T_. sdo
bijecdes (difeormorfismos).
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Note que o elemento T. de G depende continuamente do
pardmetro real €.

o Cada elemento de G é caracterizado univocamente pelo
pardmetro €.

Isso nos fornece um grupo continuo a 1-pardmetro (¢).

Os elementos T. € G s3o chamadas simetrias, e o que é
preservado é o dominio de cada uma dessas funcdes. No caso,
R?.
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Simetrias de equacoes diferenciais

@ Essa mesma noc¢ao de simetria pode ser empregada para se
encontrar solucBes de equacdes diferenciais.

@ A ideia é procurar por algo que seja preservado. Neste caso,
solucdes de equacoes.

@ Com isso, pode-se, além de outras possibilidades:

@ Encontrar solugdes especiais de uma determinada equacao,
chamadas solucdes invariantes.

@ A partir de uma solugcdo qualquer, construir uma segunda,
usando simetrias.
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Simetrias de Lie

e Considere uma Equagdo Diferencial (ou um sistema) de ordem
m, com n varidveis independente x!,--- , x" e varidvel
independente u = u(x). Genericamente, tal ED é da forma

F(X7 u, u(1)7 T )u(m)) =0.

e Considere um conjunto de difeomorfismos locais em R"*1
dependendo de um pardmetro ¢, T, : R™1 — R tais que
(x,u) — (X, ), onde
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o X' =x(x',u,e), i =1i(x,y,e)e
x'(x,y,0) = x, d(x,y,0)=u.
@ Fazendo uma expansdo até primeira ordem

O%'(x,y,¢)

H(x,y,e) ~ K(xy,0)+e = +0(&?)
e=0
= e ZrA o)
de e=0
@ Analogamente, para i1, temos
U(x,u,e) ~u+e dalx, u,e) + 0(£?)
e e=0
@ Sejam
; Ox'(x, u, ) i(x, u,€)
gl(xa U): s 77(Xa U): .
Oe e=0 Oe e=0
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Simetrias de Lie

@ O operador

X = gl(xv ’J)i

8X1 +"'+£n(X7 U)

0 + (xu)3
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é chamado gerador infinitesimal do grupo de transformacdes
T..

@ A transformacgdo T, que a principio age no espaco das
varidveis (x, u), induz transformagdes nas derivadas
), Uy,

@ Essas transformacdes s3o da forma

(k)

Uiy = Uiy iy + EMiy iy

(x,u,--- ,u(k))+(9(52), 1<k<m.
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Simetrias de Lie

@ O operador

o € u)

0
)(:é.]‘(X7 U)i aX"

ox1t

0
U)o

é chamado gerador infinitesimal do grupo de transformacdes
T..
@ A transformacgdo T, que a principio age no espaco das
varidveis (x, u), induz transformagdes nas derivadas
), Uy,
@ Essas transformacdes s3o da forma
SN T (k) O 2 1< k<
iy .weify = Ujyiy + 677'1---ik(x’ u,--- ,u(k)) +0(%), 1<k<m.
@ A transformagdo T. é uma simetria da ED F =0 se
o X(MF — AF, ou seja, X(MF se anula quando F = 0.



Simetrias de Lie

e O operador X(" é chamado de extenso do operador X e é
dado por

. b, . )
x(n — x (1) (n) )
T G Tt 2 Mg

i=1 iy =1



Simetrias de Lie

e O operador X(" é chamado de extenso do operador X e é
dado por

x4 3 ,m 2
X=X 4d g+t Z ) '”3U,1 "

i=1 i1, ,in=1

@ Os coeficientes do gerador acima si3o dados por
W= Digk, 1<j<
Mgy = ’Jnll Ij 1 u’l ik ljg /=N

onde

0
D; =
' 0

é chamado operador derivacdo total.
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Simetrias de Lie

@ Logo, para se encontrar uma simetria de uma equacao, é
preciso determinar quem s3o £'(x, u) e n(x, u).

@ Genericamente isso nos conduz ao seguinte problema: resolver
um sistema sobredeterminado de equacdes diferenciais lineares
envolvendo £ e 7.

@ Esse sistema surge da equacgdo XM F = X\F, quando F =0,
que é chamada condicdo de invariancia.
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Exemplo

Um exemplo de classificacao de grupos

@ Encontremos as simetrias da equacdo de Emden-Fowler de
quarta-ordem
y" +axVyP = 0.

Assumiremos aqui que a # 0 e p ¢ {0,1}.
Neste caso, F = y"” + ax7yP.

Um gerador de simetrias para esta equacdo é da forma

0 0
X = S(va)a +77(X7)/)@

o Nesse caso particular, é possivel mostrar que £ = £(x) e
n=a(x)y + B(x).



@ A condi¢do de invariancia, nesse caso, se resume a
B" + ™y + pafxTyPt + a(yx771E + pax)yP
+(4Q,// _ 6////)}// + (60// flll)yl/ + ( 5//) "

( 45 ) " — (y//// + aX’yyp).



@ A condi¢do de invariancia, nesse caso, se resume a
B" + ™y + pafxTyPt + a(yx771E + pax)yP
+(4Q,// _ 6////)}// + (60// flll)yl/ + ( 5//) "

( 45) " — (y//// + aX’yyp).

@ Com isso, o sistema de equacdes que precisamos resolver é:



o A" + oMy + pa,BXVyp_l 4+ a(’yx7_1§ + pax?)yP = Aax"VyP.



o 3" + oy + pafxTyPt 4 a(yx 7 + pax™)yP = XaxVyP.
0 4" — &M =0, 60" — 4" =0, 4/ — 66" =0, a — 4¢' = ),



o 3" + oy + pafxTyPt 4 a(yx 7 + pax™)yP = XaxVyP.
0 4" — &M =0, 60" — 4" =0, 4/ — 66" =0, a — 4¢' = ),

e Concluimos que ¢ = co + c1x + X%, a = 3cx + %cl + ke



o B 4+ oy 4 paBxTyP™t + a(yx I + pax)yP = XaxTyP.
o 4o — 5//// =0, 60’ — 4_5/// =0, 4o/ — 65" =0, a— 45/ =)\,
e Concluimos que ¢ = co + c1x + X%, a = 3cx + %cl + ke

(] B////(X) + an’Y,B(X)ypfl—i-

5+3p

a a+k(p—1)+(5+3p)eax| xTyP

+ay(cp + ax + ax?)x7"yP =0,

onde ¢y, c1, ¢» e k sdo constantes arbitrarias.
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@ Resumindo, o que temos é:

0 3 0
X = (Co + x4+ szz)a + [(3C2X + §C1 + k)y + 6]@,

@ onde
B"(x) + pax? B(x)yP~ 1+

5+3p

a+k(p—1)+(5+3p)eax| xTyP

+ay(cp + ax + ax?)x7yP =0,

onde ¢y, c1, > e k sdo constantes arbitrarias.



Exemplo

Geradores para os casos nao-lineares

Resolvendo o sistema obtido a partir da identidade anterior,

obtemos
p v Geradores
V| £0.-(5+3p) | (L—p)xdx+ (4+7)yd,
B B (p—1)x0x + (3p + 1)y0,,
p 7& 5/3 (5 + 3P) XZOX + 3xy8y
v 0 Oy, (1 — p)x0x + 4y0,
12
_5/3 £0 Oy + %‘?”yyay
-5/3 0 Oy, XxO0x + %y(?y, x?0 + 3xydy

Tabela : Geradores da equacdo y"”(x) + ax7y(x)? = 0 com

a#0,p#0,1.
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Algumas observacoes

s

@ E interessante observar o seguinte:

o O sistema de equacdes determinantes nos dd, usualmente,
uma combinac3o linear de solugdes. Ou seja, as fungdes &' e n
sdo combinacdes lineares de varias solucoes desse sistema.

@ Quando se substitui £/, 17 em

o 9
axt  Tou’

X=¢

obtemos uma combinac3o linear de operadores.

@ O conjuntos desses operadores, munidos da operacdo
[X, Y] :=XY —-Y¥YX

fornece uma dlgebra de Lie.
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@ Conhecendo um gerador de simetria X, é possivel encontrar as
simetrias através da aplicagdo exponencial

T.(x,y) = X (x,u) = (e%x, e°u).
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@ Conhecendo um gerador de simetria X, é possivel encontrar as
simetrias através da aplicagdo exponencial

T.(x,y) = X (x,u) = (e%x, e°u).

@ Por exemplo, mostramos que

0
X=ox

é um gerador de simetrias para a equa¢ao de Emden-Fowler
de quarta ordem.

@ Neste caso,
eEXx:x+ZE’X’X =x+e, eXy :y-i—Zg’X’y =y.
i=1 i=1

@ Assim, o grupo de simetrias é T, : R? — R?, dado por
Te(xy) = (x+ey).
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Exemplo

Construcao de solucoes

@ Mostraremos agora como construir uma solucao da equagao
y"" + ax7yP = 0 a partir dos geradores de simetria.
@ Sejam
0 o 3 0 0
Xi=—, Xo=x— 4 ~y—, X3 =x>=—— 4 3xy—.
L= ox 72 ox 2y8y 3 ox y8y
@ Considere a seguinte combinac3o linear de geradores

X =AX1+eXo+0X3 = (>\+€X+5X2)% + (25)/+3Xy5)aay.

@ Da equacao
dx dy

A4 ex +6x2 3ey +3xy8’

@ Concluimos que

y = K(A 4 ex + 6x2)3/2,
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@ Substituindo y na equacdo

"

y +ay’%:0

@ concluimos que

(x) = —16a 3/8 (A +ex+6 2)3/2
YT o(@ =4y cemee



@ Substituindo y na equacdo

"

y" +ay5 =0

@ concluimos que

(x) = ;6‘93/8()\4_ 46 2)3/2
YI=19(2 —ax)2 xTox )T

@ Essa expressdo para y da uma familia a trés pardmetros de
solucBes, desde que €2 — 4\J # 0.



@ Substituindo y na equacdo
1 —3
y4ay 3 = 0

@ concluimos que

(x) = —16a 3/8 (A +ex+6 2)3/2
YT o(@ =4y cemee

@ Essa expressdo para y da uma familia a trés pardmetros de
solucBes, desde que €2 — 4\J # 0.

@ Isso nos mostra como construir, a partir do gerador de
simetrias, uma solucao.
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@ Agora utilizemos o fato que uma simetria preserva solucdes,
para construir uma nova solucdo partir de uma solucao
conhecida.

@ Tomemos como exemplo a equacdo de difusdo
U = Uxx.

@ Podemos provar que esta equa¢ao possui os geradores de
simetria

0 0 0
X1 ==, Xp=d4tx— +4t?
X

9
9 ey’
at’ B e~ X 2tug
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@ Estes geradores correspondem as seguintes transformacgdes:

o Gi: eXi(x,t,u) = (x,t +¢,u), ou seja,



@ Estes geradores correspondem as seguintes transformacgdes:
o Gi: eXi(x,t,u) = (x,t +¢,u), ou seja,

e X=x,t=t+e I=u.



@ Estes geradores correspondem as seguintes transformacgdes:
o Gi: eXi(x,t,u) = (x,t +¢,u), ou seja,
e X=x,t=t+e I=u.

(] G22
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Estes geradores correspondem as seguintes transformagdes:
Gi: X1 (x,t,u) = (x,t +¢&,u), ou seja,

X=x,t=t+e, 0=u.

Go:

t __ex?
est(x7 t, u) — <1 _X4€t7 T u/1 = dete 1—4Et> ,

cuja transformacdo é:

X - t ex?
X = t= 0= uV1—4cte 1%t
1—4et’ 1—4et’
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e Isso significa que se u = f(x, t) é uma solu¢do da equagdo
Ut = Uy, entdo 0 = f(X, t) é outra soluc3o.

@ A partir da transformacao Gi, temos que
X=x, t=t+e, 0=u.



e Isso significa que se u = f(x, t) é uma solu¢do da equagdo
Ut = Uy, entdo 0 = f(X, t) é outra soluc3o.

@ A partir da transformacao Gi, temos que
X=X, t=t+4+¢e, U=u.

@ Logo u= f(x,t+¢) é outra solugdo.
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@ Analogamente, da transformagiao G, temos
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@ Analogamente, da transformagiao G, temos

_ X - t _ _ EX2
X = t = 0=uv1—4cte T4,

1 — 4et’ 1—4et’

@ Substituindo essas expressdes na relagdo o = f(X, t),
concluimos que

ol t
uv1 —dete 14t = f( x > .
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@ Analogamente, da transformagiao G, temos

_ X - t _ _ EX2
X = t = 0=uv1—4cte T4,

1 — 4et’ 1—4et’

@ Substituindo essas expressdes na relagdo o = f(X, t),
concluimos que

ol t
uv1 —dete 14t = f( x > .

1—4et’ 1 — 4et
@ De onde encontramos outra solucao

2

el 4 A x t
‘= V1—4det (1—4€t’1—45t>'




@ Analogamente, da transformagiao G, temos

_ X - t _ _ EX2
X = t = 0=uv1—4cte T4,

1 — 4et’ 1—4et’

Substituindo essas expressdes na relacdo i = f(x, t),
concluimos que

1—4et’ 1 —4det

De onde encontramos outra solucao

ol t
uv1 —dete 14t = f( x > .

2

el 4 A x t
‘= V1—4det (1—4€t’1—45t>'

e Reforcando: u = f(x,t) é uma solugdo conhecida da equacio

Uy = Uxx.
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u = ¢ = constante é uma solu¢do da equacdo da difusdo. Ou
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@ Para construirmos uma solugao explicita, note que
u = ¢ = constante é uma solu¢do da equacdo da difusdo. Ou
seja, neste caso, f(x,t) = c.

@ Assim, como f é constante, e trocando € — —&, obtemos

2 2

e Tract f( X t ) e Trac
u= , =c .
V14+4et \1+4+4et’ 14 4et V1+4et




@ Para construirmos uma solugao explicita, note que
u = ¢ = constante é uma solu¢do da equacdo da difusdo. Ou
seja, neste caso, f(x,t) = c.

@ Assim, como f é constante, e trocando € — —&, obtemos

€x2 5x2

e Ttact f< X t ) e Tt
u= , =c .
V14+4et \1+4+4et’ 14 4et V1+4et

@ Isso significa que, para cada ¢ fixado,

_ e
e ltdet

V14 4et

u(x,t)=c

é uma solucdo de Uy = Uyy.
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sdo simetrias. Fixado € > 0, podemos fazer
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@ Lembrando que da transformagdo G; as translagdes no tempo
sdo simetrias. Fixado € > 0, podemos fazer

t t L
—t——.
4e
@ Com essa mudanca, nossa solucio se torna
et 2
e 1+4e(t—42) e
u(x,t)=c =c

1+4e(t— &) Vet



@ Lembrando que da transformagdo G; as translagdes no tempo
sdo simetrias. Fixado € > 0, podemos fazer

t t L
H —_
4e’
@ Com essa mudanca, nossa solucio se torna
6)(2 x2
1+4£ hbvrs

1+ 4e(t “Vazt

@ Se escolhermos

C =

N

obtemos a solucdo fundamental da equacio da difusdo

u(x,t) =
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Exemplo

Algumas observacoes

@ Resumindo: a partir das simetrias, podemos construir solu¢cdes
de equacoes.

@ Usualmente as solucdes vindas das simetrias tem propriedades
muito especiais. N3o a toa, alguns dizem que as simetrias
mostram o DNA da equac3o.

@ A partir das simetrias é possivel construir outros invariantes
associados a equagdo como, por exemplo, primeiras integrais
ou leis de conservagdo.

@ Mas isso é tema para outro seminario.

e Fim!
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