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RESUMO

A Teoria dos Numeros e seus elementos nos permitem estudar diversas
propriedades aritméticas bastante interessantes. Nesse minicurso, iremos abordar
a Sequéncia de Fibonacci, buscando conhecer fatos importantes presentes em
suas propriedades aritméticas e estabelecer uma conexdo entre algumas

propriedades especiais com a aritmética usual dos numeros naturais (inteiros).

1. INTRODUCAO

Fibonacci... foi assim que ficou conhecido o matematico Leonardo de Pisa
(1180-1250) (significa filho de Bonaccio). Fibonacci foi considerado um notavel e
original matematico de sua época. Ficou muito conhecido devido a uma de suas
obras Liber Abaci (1202), cuja tradugao literal é Livro do Abaco, em que buscava
ensinar numerais indo-arabicos. Nesta obra, Fibonacci incluiu alguns problemas

curiosos e interessantes, dentre os quais um se destacou:

"Um homem pde um casal adulto de coelhos dentro de um cercado. Quantos
pares de coelhos serdo produzidos num ano, se a natureza dos coelhos é tal que a
cada més um casal gera um novo casal, que se torna produtivo a partir do segundo

més?"
Note que:

- ao final de um més, havera dois casais de coelhos, o casal adulto que fora

introduzido no cercado e um jovem casal de coelhos nascidos;
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- ao final do segundo més (dois meses apds o inicio da experiéncia), havera
trés casais de coelhos, dois adultos e um casal jovem;

- ao final do terceiro més, havera cinco casais de coelhos, trés casais adultos

e dois casais jovens;

- ao final do quarto més, havera oito casais de coelhos, cinco casais adultos

e trés casais jovens.

E, assim, a criagdo de coelhos aumenta. Em geral, se ao final de um certo
més houver m casais de coelhos adultos e n casais de coelhos jovens, entdo ao
final do més seguinte havera m + n casais de coelhos adultos e m casais de
coelhos jovens. Ao final do proximo més, havera 2m + n casais adultos e m + n

casais jovens.

Com isso, o numero de casais jovens, ao final de certo més, a partir do
terceiro més, sera igual a soma dos numeros de casais jovens ao final dos dois

meses anteriores.

Utilizaremos o processo de crescimento da quantidade de casais de coelhos
jovens neste problema para apresentar uma sequéncia numeérica conhecida por
Sequéncia de Fibonacci. O nome Sequéncia de Fibonacci foi introduzido séculos
depois que o problema fora proposto, pelo matematico francés Francois Edouard

Anatole Lucas (1842-1891). Indicando por f, o nimero de casais jovens ao final
do n-ésimo més, temos
fi=L f,=1L fi=1+1=2, f,=2+1=3,
fs=3+2=5, f,=5+3=8, f,=8+5=13,...

Assim, podemos ver esses numeros de Fibonacci como sendo os termos de

uma sequéncia recursiva

Lh=f=1
fo=toat fun s n23.

Esta sequéncia (fn) tornou-se historicamente famosa, mas observe que o
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problema dos coelhos nos permite também observar outra sequéncia (gn)

referente ao niumero de casais de coelhos adultos. Vejamos uma relagdo entre o
numero de casais adultos com o numero de casais de coelhos jovens: ao final do
primeiro més, ha 1 casal de coelhos adultos (nUmero de casais de coelhos jovens
ao final do segundo més); ao final do segundo més, ha dois casais adultos
(nimero de casais jovens ao final do terceiro més); ao final do terceiro més, ha trés
casais adultos (numero de casais jovens ao final do quarto més); ao final do

quarto més, ha cinco casais adultos (nUmero de casais jovens ao final do quinto

més) etc. Podemos ver que se &, indica o numero de casais de coelhos adultos
ao final do n-ésimo, entdo vale a relagdo &, = f,.;, com n=1,2,3,...

Certamente a sequéncia de Fibonacci despertou toda a atencdo que o fez
por diversas propriedades interessantes e ndo tdo somente devido a sua origem.
Seu comportamento reflete uma aritmética rica em aplicacées. Neste texto,
apresentamos alguns resultados interessantes a respeito da aritmética da
sequéncia de Fibonacci. Muitas discussdes de cunho pratico e contextualizado
podem ser feitas e nao é dificil encontrar exemplos da presenga desta famosa
sequéncia em aplicagdes (é um convite ao leitor realizar uma pesquisa a respeito

dessas aplicagdes!). Eis alguns casos:

- em arranjos das folhas de ramos de plantas, em copas de arvores ou no

nuamero de pétalas de flores;

- em certos retadngulos cujas medidas dos lados sao termos consecutivos da
sequéncia de Fibonacci pode-se notar que a razao entre o comprimento e a largura

de cada retangulo vai tendendo ao niumero aureo 1,6180339887...;
- em obras de arte, inclusive de Leonardo da Vinci;
- em analises de mercados financeiros e proje¢des de bolsas de valores;
- aplicagdes na Fisica, por exemplo, na éptica dos raios de luz;

- aplicacdes na Ciéncia da Computacao e na Teoria dos Jogos.
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2. A SEQUENCIA DE FIBONACCI

A famosa sequéncia numérica
1,1, 2, 3,5, 8, 13, 21, 34, 55, 89,
144, 233, 377, 610, 987, ...

€ conhecida por Sequéncia de Fibonacci. A razao de ter este nome, bem como a
sua origem, foram apresentadas na introducdo deste texto. Os numeros que

compdem esta sequéncia sdo conhecidos por Numeros de Fibonacci.

A sequéncia de Fibonacci é um caso particular do que chamamos

sequéncias recorrentes:

Definicao 1. Uma sequéncia de numeros inteiros em que a partir de um

determinado termo cada um dos seguintes € determinado por meio de uma

combinacéo linear (em Z ) de termos anteriores é chamada sequéncia recorrente.
O processo pelo qual se determinam sucessivamente os termos da sequéncia é

chamado processo recorrente ou recursividade.

Exemplo 1. Sdo sequéncias recorrentes:
a) Seja 4g,,4,,4,,...,4, ,,4,,4a,. ,,... uma sequéncia de numeros inteiros na qual

cada termo, a partir do segundo, é o triplo do termo precedente, isto é, para todo
n>2:

Casos particulares:

i) Para a,=0: 0,0,0,...,0,...
iy Para a, =1: 1,3,9,27, 81, 243, ...

i) Para a, =-2: —2,-6,-18,-54, —162, — 486, ...
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b) Seja 4,,4,,4,,...,a,_,,4,,4a,.,,... uma sequéncia de numeros inteiros na qual
cada termo, a partir do terceiro, € a soma dos dois termos precedentes, isto €, para
todo n=3:

a =a,,+a,,.
Casos particulares:
i) Para @, =0 e a,=1: 0,1, 1, 2, 3,5, 8, 13, 21, 34, ...
i) Para ¢ =-2 ¢ a,=1: -2,1,-1,0,-1, -1, -2, -3, -5, =8, ...
i) Para aq=1ea,=1: 11,2,3,5,8,13,21,34,55,...(esta ¢ a

sequéncia de Fibonacci).

Notacao.

Agora desejamos apresentar a sequéncia de Fibonacci seguindo uma
notacao particular:

A sequéncia

h=L fi=L =2, f,=3, [i=5 f;=8, f, =13

f8:21’ f9:34, f10:55, f11:89,

ﬂ2:144, ﬂ3:233, fl4:377’ ﬂ5:610’ f16:987""

é definida pela recorréncia

fi=le f,=1
f,=f+tf,.,,n=3.
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Por exemplo,

=6t
fa=ht 1
'f5=f4+f3

cho=Tlot k-

Trataremos o numero f, por n-ésimo numero de Fibonacci. Assim, o

primeiro e o segundo nimeros de Fibonacci sdo iguaisa 1, 05° éiguala5e09°é
igual a 34.

3. SOMAS DE NUMEROS DE FIBONACCI

3.1. Soma dos n primeiros numeros de Fibonnaci

Propriedade 1: A soma dos n primeiros nimeros de Fibonacci é iguala f,,, —1 .

Exemplo 2. Estamos afirmando que, no caso de somarmos os 10 primeiros

nimeros de Fibonnaci, obteremos por resultado fy., —1 = f, —1 =143.

1], [1, 2], [3], [5], [8], [13], [21], [34], [55], 89,

144], 233, 377, 610, 987, ...

Sio =1+1+2+3+5+8+13+21+34+55=143=144-1.
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Demonstracao da Propriedade 1.
Note que, da definicdo, temos:
- h=h-1
h=Eh 1
) f3 = fs - f4

S =L = 1
' fn =fn+2_fn+1 :

Somando,

f1+f2+f3+'”+fn = fo—Fh = L.

3.2. Soma dos n primeiros numeros de Fibonnaci com indices impares

Propriedade 2: A soma dos n primeiros numeros de Fibonacci com indices

impares é igual a f>, .

Exemplo 3. Estamos afirmando que, no caso de somarmos os 8 primeiros

nameros de Fibonnaci com indices impares, obteremos por resultado

frs = fis =987.

1], 1, [2], 3, [5], 8, [13], 21, [34], 55, [89],

144, |233|, 377, |610|, 987|, ...

S =142+5+13+34+89+233+610=987.
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Demonstracao da Propriedade 2.
Note que, da definicdo, temos:
- Parak =1: ==l =f,
(1" nimero com indice impar)
- Para k =2 fua =8 =hHi-F
(2" ndmero com indice impar)
'Parak:3: f2k—1:f5 :f6_f4

o /. 7z M 7
(3 ndmero com indice impar)

-Parak=n-1: Jora = Jons = Jona = Jons

((n —1)" ndmero com indice impar)
-Parak =n: Jos = Joua = Jon = Jona

o /. Z. . Z.
(n nuimero com indice impar) .

Somando,

hthith+ o+ hathoa = -

3.3. Soma dos n primeiros numeros de Fibonnaci com indices pares

Propriedade 3: A soma dos n primeiros numeros de Fibonacci com indices pares é

iguala f5,,—1.
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Exemplo 4. Estamos afirmando que, no caso de somarmos 0s 7 primeiros

nameros de Fibonnaci com indices pares, obteremos por resultado
Srru—1 = fs—1=987.

1, (1, 2, [3], 5, [8], 13, [21], 34, [55], 89,

144|, 233, |377|, 610|, 987, ...

SP® =1+3+8+21+55+144+377 = 609 = 610—1.

Demonstracao da Propriedade 3.

Note que, da definicdo, temos:

- Para k =1: fw=r =hL-54

o a ’ .
(1 ndmero com indice par)

-Parak =2: fu=t =1f—1

o a ’ .
(2 ndmero com indice par)

- Parak =3: fzk:f6 :f7_f5

o 7/ z. .
(3 ndmero com indice par)

-Parak=n-1: f2k:f2n_2 =f2n—1_f2n—3

((n —1)" nimero com indice par)
-Parak =n: S =Fon = Jona — o

(n’ ndmero com indice par).
Somando,

Lthtfet oot h, = fau—h = fua—1.

a
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3.4. Soma dos quadrados dos n primeiros humeros de Fibonnaci

Propriedade 4: A soma dos quadrados dos n primeiros numeros de Fibonacci é

iguala f, Jf,..

Exemplo 5. Estamos afirmando que, no caso de somarmos o0s quadrados

dos 8 primeiros numeros de Fibonnaci, obteremos por resultado

for fou = fo fo = 21x34 =714,

1], [1], [21, [3], [3]. [8]. [13], [21]], 34], 55, 89,

144, 233, 377, 610, 987, ...

S =1 +12+2°+3*+5° +8+13* + 21> = 714 = 21x34..
Demonstracao da Propriedade 4.

Note que:

fi=f=1 = f=r=11=f-f.

Agora, considere r>1, re N:

fofa=tarfy = f-(fa=f0) = L =17

. J

v

Ir

donde

fr2 = fr'fr+1_fr—1.fr7 }">1.

Assim,

para r =2: f22=f2'f3—fl-f2,
f3'f4_f2'f3 >

para r=3: f32
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para r =4: f42=f4-f5—f3-f4.

Continuando,

parar:n_l: fn2—1: fn—l.fn_fn—Z.fn—l’
parar:n: fn2: fn.fn+1_fn—1.fn'

Somando,

f12+f22+f32+f42+"'+fn2—1+fn2 = Jfo Jon -

4. IDENTIDADES ENVOLVENDO NUMEROS DE FIBONACCI

4.1. Identidade envolvendo a soma de indices de numeros de Fibonacci

Propriedade 5: Para m>1, n>1: fm+n - fm—l'fn + fm'fn+1-

Exemplo 6.

a) fio=Ffue= s fo + fi [oouseia, 55 =2x8 + 3x13 =16+39.

1, 1,12,13, 5,18, 13, 21, 34, 55|, ...

o) fis = fou = fy- fut fo- forouseja, 610=8x21+13x34 = 168+442.

1,1,2,3,5,18,113,121,[34,55,89,144,233,377,610], 987, ...
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Demonstracao da Propriedade 5.

Utilizaremos o Segundo Principio de Inducao Finita, aplicado a n.

Para n=1, temos:

def

Jor = Joa ¥ 1o
=f 1+ f -1
= fua it L 1
= Jo Sat S Faa
Como hipotese de inducao, suponhamos que a identidade é valida para todo

n<k, ke N, k>1, e mostremos que a mesma vale para n=k. Desta forma,

estamos supondo que a identidade vale para todo n€{2,3,....k—1} .
Para n=k—1, temos:
fm+(k—1) = fm—l : fk—l + fm . f(k—1)+1
=foa fiat L fi
Para n=k—2  temos:
fm+(k—2) = fm—l ' fk—2 + fm . f(k—2)+1
= fo fia ¥ Lo fia -

Somando,

fm+(k—1) +fm+(k—2) = fm—1'(fk—1+fk—2) + fm'(fk"'fk—l)
:fm—l'fk + fm°fk+1

e esta é exatamente a identidade para n ==k .

Portanto, a identidade é verdadeira paratodos n2>1.
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4.2. Identidade envolvendo o dobro de um indice de um niumero de Fibonacci

2 2
Propriedade 6: Para n>1: f,, = f° —f"

Exemplo 7. fg :f2.4: f2 _f42_1 =f52 —f32,0u seja, 21=5%-27.

4+1

1, 1,12, 3,15, 8,13, [21], 34, 55, 89,144, 233, ...

Demonstracao da Propriedade 6.

E consequéncia imediata da Propriedade 5:

For = Fren = o fy + Fo
= fo (foa + fi)
=(foa=for) - (fod + fi)
=foa L

4.3. Identidade envolvendo o quadrado de um numero de Fibonacci

2 n
Propriedade 7: Para n=>1: fn+1 = fnfn+2 + (D",

Exemplo 8. fi=21=441 = f2 =f - f, + (=) =13x34 + (-1).

1,1,2,3,5,8, 13|, [21], 34], 55, 89, 144, 233, ...

A demonstracdo da Propriedade 7 é um exercicio. Aplique o Primeiro
Principio de Indugéo Finita.
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5. PROPRIEDADES ARITMETICAS ENVOLVENDO DIVISIBILIDADE E
NUMEROS DE FIBONACCI

Propriedade 8: Dois numeros de Fibonacci consecutivos sdo coprimos, isto é,

para n>1: mde(f , f,.,)=1.

Exemplo 9. E facil verificar esta propriedade para os primeiros nimeros na

sequéncia

I, 1, 2,3,5, 8,13, 21, 34, 55, 89,144, ...
Demonstracao da Propriedade 8.

Utilizaremos o Algoritmo de Euclides, ou Processo das Divisdes Sucessivas
(ver Apéndice), para obter d =mdc(f,,f,.,)=1. Este processo consiste em

sucessivas aplicagdes do Algoritmo da Divisao (ver Apéndice).

Note que, se aplicarmos o Algoritmo da Divisdo aos numeros fn+1 e fn
existem Unicos ¢,7<€ N tais que Jon=1,q+r e 0<r<f —1.Como, por

definigcao, fn+1:fn+fn_1, dada a unicidade, resta escrevermos

fn+l :fnl +fn—1-
fn+1 fn

—fu 1
fun

Analogamente,
Dividindo-se f, por foi : fo = fos 1+ fos:

Dividindo-se fy_i por fos : fou = fua 1+ fos:

Dividindo-se f5 por f4 : f5s = fi 1+ f5:
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Dividindo-se J4 por J5 : fu = f3 1+ f5;

Dividindo-se Jf3 por f> : f3=/,2+0
(lembre-se que f;=2 e f,=f =1).

Sendo o Ultimo resto ndo nulo obtido igual a f,, segue que d=f,=1.
Portanto, os nimeros fn+1 e fn s&o coprimos.

(Observe que foram realizadas exatamente n—1 divisdes!)

Propriedade 9: Para todos m>1,n>1,se mIn, entdo f, | f,.

Exemplo 10.
a) Como 316, devemos ter f; | f,. De fato, f, =2 divide f,=8.

1, 1,21, 3,5 8l,13, 21, 34, 55, 89,144, ...
b) Como 4112, devemos ter f, | f,,. De fato, f, =3 divide f,, =144.

1,1,2,|3,5,8,13, 21, 34, 55, 89,[144, 233, ...

Demonstracao da Propriedade 9.

Como mln, existe ge N tal que n=mqg. Agora procederemos a
demonstracdo por indugdo (primeiro principio) sobre q.

Se g =1, entdo n=m,donde f, = f, e o resultado é imediato.

Suponhamos o resultado valido para re N, r >1. Assim, n=mr e estamos

supondo verdadeiro que f,, | f,..
Pela PrOpI’Iedade 5, fm(r+1) = fmr+m = mr—1 ) fm + fmr ) fm+1 .

Agora: ClarO que f;n lfmr—l 'fm € de f;n l fmr Segue que fm | f;nr ) f;n+l .
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Desta forma, f, divide a soma [, fut/fw fuu. Em simbolos,
o l(foper* foo ¥ fow - fnr), que é exatamente o mesmo que fy | frisn. Isto

significa que o resultado é valido para r+1 e, portanto, é valido para todo ge N™.

a

Propriedade 10: Paratodos m>1,n>1, f, | f,...

A Propriedade 10 € consequéncia imediata da Propriedade 9.

Propriedade 11: Se m=nqg+r, entdo mde(f, . f,) = mde(f,.f,) .

Antes de exemplificarmos a Propriedade 11, vejamos uma de suas
aplicagbes: se aplicarmos o Algoritmo da Divisdo, dividindo-se m por n, entdo o
mdc entre os numeros de Fibonacci tendo por indices dividendo e divisor é igual ao
mdc entre os niumeros de Fibonacci tendo por indices divisor e resto. Isto esta de

acordo com a propriedade que afirma: se m =ng+r nas condigdes do Algoritmo da

Divisdo, entdo mdc(m,n) = mdc(n,r) (ver Apéndice - Proposicao 2).

Exemplo 11. Como 15=10-1+5, a Propriedade 11 afirma que

mdc( f,5, f,,) = mdc(610,55)=5= mdc(55,5)=mdc( f,y, f;)

1,1, 2 3,15 8 13, 21, 34, 55|, 89,
144, 233, 377, 610|, 987, ...

Demonstracao da Propriedade 11.

Pela Propriedade 5, fnq+r = Jug1” [+ fnq S . Assim,

mdc(f,, f,) =mdc(f,,,,.f,) =mde(fo  f, + fu frn s 1) .
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Usaremos a seguinte propriedade (ver Apéndice):

se blc entao mdc(a+c, b) = mde(a,b).
Uma vez que f, | f,, (Propriedade 10), f, | f,, ‘- /.1, donde obtemos:
mde(f,,. f,) = mde(f,,. f,. f,) .
Neste momento, mostremos que fnq_l e f, sdo coprimos, isto €, mostremos
que d=mdc(f, .f,)=1. Sabemos que dl!f, e f,1f,, donde, por

transitividade, d 1 f,, - Agora, d1f,, e d1f,, ., mas f, e f,., s&o numeros de
Fibonacci consecutivos e, portanto, sdo coprimos, pela Propriedade 8. Logo, d
divide mde( f,,, f,,)=1, donde d =1.

Agora usaremos a seguinte propriedade (ver Apéndice):

se mdc(a,c)=1, entao mdc(a,bc)=mdc(a,b) .
Aplicando-a para:
mde(f,, . f,)=1 e mde(f,,f,)=mde(f,, - 1. f,),

obtemos

de(fm,fn) = mdc(fnq—l'fr’ fn) = mdc(fr’ fn): mdc(fn’ fr)s

como queriamos demonstrar.

Propriedade 12: O mdc entre dois nimeros de Fibonacci € um numero de
Fibonacci e, ainda,

se d =mdc(m,n), entao mdc(fm’fn) = fd :fde(m,n) ’

Anais do IV Workshop de Algebra da UFG-CAC
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Exemplo 12. Como 4 =mdc(16,12), a Propriedade 12 afirma que

mdc( £y, f;,) = mdc(987,144) = Jodcionny = Ja =3,

1, 1,2 03,5 8,13, 21, 34, 55, 89,
144, 233, 377, 610, 987|, ...

Demonstracao da Propriedade 12.

Caso nlm.

Assim, mdc(m,n)=n. Pela Propriedade 9, f, | f,,, donde
de(fm ’ fn) = fn = fmdc(m,n) .

Caso n/m
Sem perda de generalidade, suponhamos m>n. Primeiramente,
obtenhamos o de(m,n) pelo Algoritmo de Euclides e suponhamos que sejam

necessarias as seguintes divisoes:

Dividindo-se m por n :
m=nq,+r,, q,1eN,0<r<n;
Dividindo-se n por 7:
n=rq,+r,, q,,L,eN,0<r<rn<n;
Dividindo-se I por 7,:

h=ng;t+r, Q3a’”3€N,0<1’3<r2<r1<n;

Dividindo-se 7,_, por 7_;:

ho,=r1_4q, +r, q.LeN,0<r<r_ <--<n:
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Dividindo-se 7,_; por 7;:

ha=h4nt0, q,€N, n,=0.
Aplicando sucessivamente a Propriedade 11:
mde(f,, f,)=mde(f,, f,)=mde(f, . £, )
:mdc(frz ’ fr3)="'=de(frk_l ’ frk) '
Como K ln., segue que [, 1f. ~ (Propriedade 9) e, assim,
’ frk ) - frk ’

Agora, sendo 7, o ultimo resto ndo nulo obtido pelo Algoritmo de Euclides

mdc ( f

k-1

aplicadoa m e n, sabemos que 7, = mdc(m,n)_
Portanto,

mdc( f, fn)=de(frk_1 ) frk) =1 = Jdctmn) -

a

Propriedade 13 (Reciproca da Propriedade 9): Para todos n=1,m#2, se

f. 1 f,, entdo min.

Exemplo 13.
a) Note que 8= f, divide 144=f,, e 6 divide 12.

1, 1,2 3,58, 13, 21, 34, 55, 89,
144], 233, 377, 610, 987, ...
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b) Para m =2 a Propriedade 13 nao se verifica: 1= f, divide 13=f,, mas 2 néo

divide 7.

1,1, 2,3, 5,8, [13], 21, 34, 55, 89,
144, 233, 377, 610, 987, ...

Demonstracao da Propriedade 13.

Primeiramente, note que o caso em que m =1 ¢é dbvio, uma vez que f,=1e
f, divide f,, paratodo n=1, e 1 divide n, para todo n=1.

Consideremos m>2.Se f, | f,, entao mde(f,,, f,)=f,. Mas sabemos
que mdc(fm, fn) = finaeonny (Propriedade 12). Logo, f, = fudcomn -

Da definicdo da sequéncia de Fibonacci, sendo m > 2 | temos:

f,22 e fmdc(m,,,)22 (ou seja, estamos com numeros localizados no

minimo na terceira posicdo da sequéncia), o que implica m:mdc(m,n).

Portanto, mln.

6. CURIOSIDADES DA SEQUENCIA DE FIBONACCI

I. Nomeros Primos e a Sequéncia de Fibonacci

Note que
=2, fi=5 f, =13, f,=289.
Nestes casos, f, € um nimero primo, com p primo. Seré que vale sempre?

Aresposta é NAO: fi, = 4.181=37%113 ¢ um nimero composto.

Anais do IV Workshop de Algebra da UFG-CAC

20




A Aritmética da Sequéncia de Fibonacci
Prof. Dr. Jhone Caldeira - IME/UFG

Il. O Processo de Divisdoes Sucessivas, 0 mdc e a Sequéncia de Fibonacci

Sabemos que um método de se obter o0 mdc entre dois nimeros naturais €
dado pelo Algoritmo de Euclides, realizando divisdes sucessivas. Ha um resultado

que nos permite saber o nimero maximo de divisdes envolvidas nesse processo:

Resultado - Gabriel Lamé (1795-1870)

Sejam a e b dois numeros naturais. O numero de divisdes realizadas no
Algoritmo de Euclides a afim de se obter o mdc(a,b) nunca ultrapassa o quintuplo

do numero de algarismos do menor entre 0s numeros a € b.

Exemplo.

Para os naturais a = 17.456 e b = 3.125, o resultado de Lamé afirma que o

mdc(a,b) pode ser obtido com, no maximo, 4« 20 divisdes sucessivas.

O mdc entre Numeros de Fibonacci

A sequéncia de Fibonacci nos permite ver que para todo natural n > 0,
existem naturais a e b tais que o numero de divisbes sucessivas na obtencédo do

mdc(a,b) pelo Algoritmo de Euclides € exatamente n. A saber, basta considerar os

numeros
a=fn+2 € b:fn+l-
Exemplo.
n=1: mdc( f;, f,) =mdc(2,1) -------m--- 1 divisdo
n=2: mdc( f,, f;) =mdc(3,2) ---------——- 2 divisdes
n=3: mde( f5, f,)=mdc(5,3) ---------——- 3 divisdes
Propriedade 8: n=k—1: mdc( f,,, f;) - k —1 divisdes
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lll. Critérios de Divisibilidade e Numeros de Fibonacci

e Um numero de Fibonacci é divisivel por 2 (é par) se, e somente se, seu

indice € divisivel por 3.

D~

e Um numero de Fibonacci € divisivel por 3 se, e somente se, seu indice

divisivel por 4.

e Um numero de Fibonacci € divisivel por 4 se, e somente se, seu indice é

divisivel por 6.

e Um numero de Fibonacci é divisivel por 5 se, e somente se, seu indice é

divisivel por 5.

Os critérios de divisibilidade também podem ser escritos na seguinte forma:

f,, é divisivel por 2,3,4,5 se, e somente se,
n é divisivel por 3, 4, 6, 5, respectivamente.

IV. A Formula de Binet

Podemos expressar o n-ésimo termo da sequéncia de Fibonacci da seguinte

maneira:
_a'=b" X
fu= \/g , onde a e b s&o raizes da equagio quadratica X" =x+1,
1++/5 1-+5
istoé, 4= e bZT _
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V. Numeros de Fibonacci obtidos por Divisoes

Se r é o resto da divisdo euclidiana de f, por f, (n>m), entdo r ou

fm — 77 é um numero de Fibonacci.

Exemplo.

Para fo,=34 e f,=13: 34=13x2+8 = r=8=f, .
Para f,,=89 e f,=13:
89=13x6+11 = r=11 = f —-r=13-11=2=f, .

No segundo caso, r ndo € um numero de Fibonacci.
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APENDICE

Os resultados que apresentamos aqui visam listar um aporte tedrico basico
para um método de obtencdo do mdc entre dois numeros naturais, bem como
algumas propriedades satisfeitas pelo mdc. As definicbes formais, bem como as
demonstracbes podem ser encontradas nas obras indicadas nas referéncias

bibliograficas.

1. Teorema. Algoritmo da Divisao - Versdo para os Numeros Naturais

Se a e b sédo dois naturais, entdo existem e sdo Unicos 0s naturais g e r que

satisfazem as seguintes condicoes

a=bqg+r e 0<r<b.

Os elementos a, b, g e r acima sdo chamados dividendo, divisor, quociente e

resto na divisdo euclidiana de a por b, respectivamente.

O resultado a seguir afirma, em particular, que nas condi¢cdes do Algoritmo

da Divisdo, o mdc entre dividendo e divisor é igual ao mdc entre divisor e resto.

2. Proposicdo. Se a = bg + r , entdo mdc(a,b) = mdc(b,r).

A Proposicdo 2 é a chave para o método de obtencdo do mdc que
apresentamos. Ele consiste em aplica-la sucessivamente em conjunto com o

Algoritmo da Diviséo.

3. Algoritmo de Euclides ou Processo das Divisées Sucessivas
Discutimos aqui um processo para calcular mdc(a,b), para a e b naturais. Se
a=0e b#0, entdo mdc(a,b) = b; se a#0 e b =0, entdo mdc(a,b) = a . Assim,

consideremos a>0¢e b>0.
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Iniciamos dividindo a por b (onde estamos supondo, sem perda de

generalidade, a>b). Se bla, entdo mdc(a,b) = b e o processo esta encerrado.
Caso contrario, podemos escrever a = bg, + 1, onde ¢,,,€N e 0<r<b. Pela

Proposigéo 2, mdc(a,b) =mde(b, 1) .

Dividindo b por 7, se 1; |b entdo mdc(b,r,) = 1, = mdc(a,b). Caso contrario,
podemos escrever b =rq, +1,, onde ¢,.,€ N e 0<r, <r. Pela Proposicéo 2,
mdc(b,r,) =mdc(r,, 1) .

Agora, dividindo # por r,, se %, | i, entdo mde(r,,r,) =r, =mdc(b, 1) =
mdc(a,b). Caso contrario, podemos escrever 1, = 1,q; + ;, onde ¢;,,€ N ¢
0<r,<r,. Pela Proposigdo 2, mdc(r,r,) = mdc(r,, 1),

Seguimos com o processo enquanto for possivel. O mdc(a,b) sera o ultimo

resto ndao nulo obtido destas divisdes sucessivas.

4. Duas propriedades do mdc

a) Sejam a,b,ce N . Se blc, entdo mde(a+c, b) = mde(a,b).

b) Sejam a,b,c€ N . Se mdc(a,c)=1, entdo mdc(a,bc)=mdc(a,b).
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