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Resumo

A matematica é um campo essencial do conhecimento humano, organi-
zada segundo uma cadeia légica de ideias. Pretendemos apresentar conceitos
importantes encontrados em uma teoria matematica, tais como: axiomas ou
postulados, hipotése, tese, condigao suficiente e condi¢ao necessaria. Discu-
tiremos sobre algumas técnicas de demonstragao, tais como demonstracao:
direta, por indugao matematica, por construcao, nao construtiva, contrapo-
sitiva, visual, e por exaustao. Por fim, serao apresentados alguns paradigmas
de linguagens de programacao (Légica, Funcional e Estruturada) e suas prin-
cipais caracteristicas para os principais tipos de demonstracao matematicas.
Alguns exemplos de implementacdo nestas linguagens, além de introduzir os
conceitos destas linguagens, complementa a compreensao dos potenciais usos
de cada linguagem e formas de demonstracao.

CONCEITOS IMPORTANTES

As proposicoes que nao sao verificadas como verdadeiras por outras pro-
posicoes previamente estabelecidas como verdadeiras, sao chamadas de axi-
omas ou postulados. Assim, um axioma é uma proposicao considerada ver-
dadeira sem prova. Um axioma é o que poderiamos dizer: ”o inicio de uma
teoria matematica”.

Uma proposicao é considerada verdadeira em uma teoria matemadtica, se
ela é um axioma ou se deriva de um axioma, segundo regras de raciocinio
l6gico. Esse processo de "nascimento”de uma nova verdade em uma teoria
matematica é o que chamamos de demonstragao. Portanto, uma demons-
tragao deduz uma proposi¢ao verdadeira em conformidade com regras de
raciocinio logico, segundo verdades anteriormente estabelecidas: axiomas,
definigoes e teoremas anteriores.

A logica proposicional e a légica de predicados permite construir sistemas
de regras de raciocinio para formular corretamente resultados deduzidos.

Para um bom dominio em matematica o estudante deve compreender o
que é hipotese e o que é tese em um enunciado matematico. Por exemplo,
consideremos a seguinte afirmacgao AF'1:

a+b=2= 2a+2b=14 (1)

Neste exemplo a proposicao P :="a + b = 2 ”¢é a hipdtese da afirmagao
AF1. E a proposicao @ :="2a + 2b =4 "¢ a tese da afirmacao AF'1.

Em geral, poderiamos dizer que a hipétese é o que assumimos como ver-
dade e a tese é aquilo o que queremos mostrar ou verificar.



A afirmacdo AF'1 pode ser reescrita, segundo nossa notagao, como: Se P,
entdo . Uma vez demonstrada a afirmacao AF'1, dizemos que P é condicao
suficiente para Q. E dizemos que @ é condicao necessaria para P.

Em geral, uma condicao Y é dita condigao suficiente para X, se X sempre
for verdadeira sempre que Y for verdadeira. E, dizemos que N é condigao
necessaria para M, se M sé tiver chance de ser verdadeira se N for verdadeira.
Isto é, se N for falsa necessariamente M também serd falsa.

Observamos que em nosso exemplo acima P é condi¢do necessaria e sufi-
ciente para @) e vice-versa.

Para esclarecer mais estes conceitos poderiamos pensar em outro exemplo
simples: ”Se um local é uma biblioteca, entao neste local existem livros.”

Veja que uma condigao necessaria para que um local seja considerado
uma biblioteca é que existam livros neste local, mas nao é qualquer lugar
que existem livros que serd uma biblioteca. Logo existir livros em um local
é uma condigao necessédria (mas nao suficiente) para que este local seja uma
biblioteca.

Uma definicao matematica é uma demarcagao ou delimitacao precisa, de
um conceito. No desenvolvimento de uma teoria matemética é importante
observar com cuidado o efeito das definicGes e axiomas, pois poderiamos
mesmo desenvolver uma teoria que trabalhe em um conjunto vazio.

A seguir veremos algumas técnicas de demonstragao.

TECNICAS DE DEMONSTRACAO

O homem pode avancar no campo do conhecimento matematico através
da dedicacao, trabalho, bom senso, rigor e sistematica revisao. Por meio do
estudo de trabalhos matematicos anteriores o homem pode enunciar novas
conjecturas (suposigdes ainda sem provas), buscando demonstrar novos resul-
tados matematicos podemos lancar maos de diversas técnicas, discutiremos
algumas destas técnicas nesta secao:

Prova direta

Uma conclusao é estabelecida a partir de argumentacao direta, por com-
binacao légica de axiomas, defini¢cbes e teoremas mais simples.

Exemplo: Se n é par, entdo n? é par.

Demonstracido: Neste caso temos a hipétese n é par. E a tese: n? é par.

Por defini¢ao de nimero par, temos que n = 2k, para algum k inteiro.

Logo, n? = (2k)? = 4k* = 2(2k?). Portanto, n? é par.

Prova por indugao matematica

Enunciaremos o principio da indug¢ao matematica ou principio de indugao
finita, ou simplesmente principio de indugao no formato dado em [2], como
um dos axiomas de Peano (isté é, um dos axiomas para a construgao dos
conjunto dos nimeros naturais, para maiores informagoes veja [2]):

”Se X é um subconjunto do conjunto dos niimeros naturais tal que 1 € X
e, para todo n € X temos n +1 € X, entao X é o conjunto dos niimeros
naturais.”

Observe que tal enunciado, pode ser reescrito da seguinte forma:

”Se uma propriedade P referente a nimeros naturais é verdadeira para
1, e se sempre que for verdadeira para n pudermos concluir que é verdadeira
para (n+ 1). Entao P serd verdadeira para todos os niimeros naturais. ”



Prova por construcao

A prova exibe um exemplo diretamente ou um algoritmo que produz um
exemplo.

Prova nao construtiva

Mostra que um objeto matemédtico existe, mas sem fornecer um exemplo
especifico ou um algoritmo que exiba algum exemplo.

Exemplo: Existem nitimeros irracionais a e b, tais que a® seja racional.

Demonstracao: Admita o lema,( isto é, o resultado prévio a uma de-
monstracio de um teorema, que neste caso é o préprio exemplo), que v/2
seja irracional. Tome a = b = V2.

Sabemos que a’ é racional ou é irracional. Se é irracional, entdo nao hé
mais o que fazer e a afirmacao do exemplo estd demonstrada.

Se a® é irracional, entdo tomemos agora um novo a e b como sendo,

a= (\/i)‘/5 eb=+/2.
Entédo, a® = (\/5\/5)‘/5 = \/5\/Z = \/52 = 2.. E, portanto, a® seria

racional.
Prova visual
E a prova que é baseada em elementos visuais, sem qualquer comentario.
Prova por exaustao

Em uma prova por exaustao estabelecemos nossa proposi¢ao dividindo
0 nosso problema em um numero finito de casos e resolvendo cada um se-
paradamente. Tais demonstragoes costumam aparecer em alguns exercicios
que envolvem grupos de Sylow. A primeira prova para o teorema das quatro
cores foi por exaustao (com 1936 casos).
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