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Proposicoes

Esta afirmacao é falsa!
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Proposicoes

e Uma proposicao é uma sentenca declarativa que é
VERDADEIRA ou FALSA mas n3o ambos.

Exemplos

1. 3 é um niumero par;
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Proposicoes
e Uma proposicao é uma sentenca declarativa que é

VERDADEIRA ou FALSA mas n3o ambos.
Exemplos
1. 3 é um niumero par;

2. lgor € professor na UFG de Cataldo;

3. Igor da aulas a noite.
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Proposicoes

e Uma proposicao é uma sentenca declarativa que é
VERDADEIRA ou FALSA mas n3o ambos.

Exemplos

1. 3 é um niumero par;

2. lgor € professor na UFG de Cataldo;
3. Igor da aulas a noite.
4

. Existe vida inteligente fora da Terra;
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Proposicoes

e Uma proposicao é uma sentenca declarativa que é
VERDADEIRA ou FALSA mas n3o ambos.

Exemplos

3 é um niumero par;

Igor € professor na UFG de Cataldo;
Igor da aulas a noite.

Existe vida inteligente fora da Terra;
Todo estudante da UFG ¢ inteligente;
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Proposicoes

e Uma proposicao é uma sentenca declarativa que é
VERDADEIRA ou FALSA mas n3o ambos.

Exemplos

3 é um niumero par;

Igor € professor na UFG de Cataldo;
Igor da aulas a noite.

Existe vida inteligente fora da Terra;
Todo estudante da UFG ¢ inteligente;
x < 2;
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Proposicoes

e Uma proposicao é uma sentenca declarativa que é
VERDADEIRA ou FALSA mas n3o ambos.

Exemplos

3 é um niumero par;

Igor € professor na UFG de Cataldo;
Igor da aulas a noite.

Existe vida inteligente fora da Terra;
Todo estudante da UFG ¢ inteligente;
x < 2;

Para todo x € R, x < 2;

N RO
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Proposicoes

e Uma proposicao é uma sentenca declarativa que é
VERDADEIRA ou FALSA mas n3o ambos.

Exemplos

3 é um niumero par;

Igor € professor na UFG de Cataldo;

Igor da aulas a noite.

Existe vida inteligente fora da Terra;

Todo estudante da UFG ¢ inteligente;

x < 2;

Para todo x € R, x < 2;

Vocé vai ao Il Workshop de algebra da UFG-CAC?

O S R O
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Conectivos

e Conectivos conecta proposicées para obter novas proposicdes.

Exemplos

1. p: Igor trabalha na UFG de Cataldo
q: Igor da aulas a noite
p A q: Igor trabalha na UFG de Cataldo e da aulas a noite;
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Conectivos

e Conectivos conecta proposicées para obter novas proposicdes.

Exemplos

1. p: Igor trabalha na UFG de Cataldo
q: Igor da aulas a noite
p A q: Igor trabalha na UFG de Cataldo e da aulas a noite;

2. p: Existe vida inteligente fora da Terra
~ p: N3o existe vida inteligente fora da Terra ;
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Conectivos
e Conectivos conecta proposicées para obter novas proposicdes.

Exemplos

1. p: Igor trabalha na UFG de Cataldo

q: Igor da aulas a noite

p A q: Igor trabalha na UFG de Cataldo e dd aulas a noite;
2. p: Existe vida inteligente fora da Terra

~ p: N3o existe vida inteligente fora da Terra ;
3. p: Para todo x € R, x < 0;

q: Para todox € R, x >0

r: Para todo x € R, x = 0.

pV gV r: Paratodox € R, x<0oux=0oux>0.
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Conectivos
e Conectivos conecta proposicées para obter novas proposicdes.

Exemplos

1. p: Igor trabalha na UFG de Cataldo

q: Igor da aulas a noite

p A q: Igor trabalha na UFG de Cataldo e dd aulas a noite;
2. p: Existe vida inteligente fora da Terra

~ p: N3o existe vida inteligente fora da Terra ;
3. p: Para todo x € R, x < 0;

q: Para todox € R, x >0

r: Para todo x € R, x = 0.

pV gV r: Paratodox € R, x<0oux=0oux>0.
4. p: Eu estudo na UFG

q: Eu sou inteligente

p — q: Se eu estudo na UFG, entdo eu sou inteligente.
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Conectivos

Os conectivos mais usados s3o:

Simbolo Conectivo
pPAq peq
pVq pouq
~p nao p
— se p entao g
— p se e somente se q
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Conectivos

Exemplos
Supondo p verdadeira e g e r falsas, temos:

v

~ p € falsa;
> ~ g € verdadeira;

v

p A q € falsa;

v

pV q € verdadeira;

» p— q € falsa;

» g — p € verdadeira;
> g <—> r € verdadeira;
gV rV(pAq) é falsa;

v
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Tabelas-verdade

e Uma tabela-verdade consiste de uma tabela com os valores de
uma proposicao composta em funcdo dos valores das proposicoes
que a compoem.

Exemplos

mT T <|>

nmTh< <|o
n< T<|e
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Tabelas-verdade

e Uma tabela-verdade consiste de uma tabela com os valores de

uma proposicao composta em funcdo dos valores das proposicoes
que a compoem.

Exemplos

plag|lphg
ViV Vv
VI F| F
FIV| F
FI|F| F

pl~p|pP\~p

V[ F F

F| Vv F
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Tabelas-verdade

e Uma tabela-verdade consiste de uma tabela com os valores de
uma proposicao composta em funcdo dos valores das proposicoes
que a compoem.

Exemplos

Plaqa|pPAg

ViVv] Vv

V| F| F

F|V| F

F|F| F
P|~P|PA~P pl~p|pV~p
V| F F V| F %
F| V F F| V 1%
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Tabelas-verdade

e Uma tabela-verdade consiste de uma tabela com os valores de
uma proposicao composta em funcdo dos valores das proposicoes
que a compoem.

Exemplos

Plaqa|pPAg

ViVv] Vv

V| F| F

F|V| F

F|F| F
P|~P|PA~P pl~p|pV~p
V| F F V| F %
F| V F F| V 1%

Contradicao
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Tabelas-verdade

e Uma tabela-verdade consiste de uma tabela com os valores de
uma proposicao composta em funcdo dos valores das proposicoes
que a compoem.

Exemplos

Plaqa|pPAg

ViVv] Vv

V| F| F

F|V| F

F|F| F
P|~P|PA~P pl~p|pV~p
V| F F V| F %
F| V F F| V 1%

Contradigcao Tautologia
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Tabelas-verdade

Exemplos

q|~((PANq)

m < <|©
m< <R
mTm <) >
S<<™
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Tabelas-verdade

Exemplos
pla|pAhg|~(pPAq)
Viv] v F
VIF| F %
FIlV| F %
FI|F| F %
pla|l~p|~q|~pV~q
VIV F | F F
VIF| F | Vv %
Flv| v | F %
FIF| v | VvV %
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Tabelas-verdade

Exemplos
plalpAhg|~(pPAQq)
Viv] v F
VIF| F %
FIV| F %
FI|F| F %
plagl~p|~qg|~pV~gq
VIV F | F F
VIF| F | Vv %
FIv| v | F %
FIF| v | Vv %

e Duas proposi¢coes sao logicamente equivalentes, se elas tém a
mesma tabela verdade.
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Equivaléncia légica

Exemplo
Uma pessoa nos diz:

o0 1
/ e X dx#£/T ou / e“dx # e"
0

—0o0
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Equivaléncia légica

Exemplo

Uma pessoa nos diz:

—0o0

o0 1
/ e X dx#£/T ou / e“dx # e"
0

Outra pessoa nos diz:
“N3o € verdade que

0o 1
/ e X dx = NZ - / e“dx = ¢e"
0

—00
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Equivaléncia légica

Exemplo

Uma pessoa nos diz:

—0o0

o0 1
/ e X dx#£/T ou / e“dx # e"
0

Outra pessoa nos diz:
“N3o € verdade que

00 1
/ e X dx = NZ - / e“dx = ¢e"
0

—00

Ambas nos dizem o mesmo!
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Equivaléncia légica

e Se p e g sdo duas proposicoes logicamente equivalentes, entdo
p <— g é uma tautologia (sua tabela verdade sé contém V).
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Equivaléncia légica

e Se p e g sdo duas proposi¢des logicamente equivalentes, entdo
p <— g é uma tautologia (sua tabela verdade s6 contém V).

Exemplo

As proposicoes p —» q e ~ q —~ p sdo logicamente

equivalentes.
Plg|~pP|~q|pPp—q|~q—~p
VIiV| F F %4 %4
VIF| F %4 F F
FlV| V F %4 %4
F|F| V %4 %4 %4
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Implicacdo e equivaléncia légica

e Se p e g sdo proposicoes tais que p —> g é uma tautologia,
entdo dizemos que p — g é uma implicagdo légica, e escrevemos
p=q.

e Se p e g sdo légicamente equivalentes, escrevemos p < q.

e Um Teorema é uma proposicao légica que é uma tautologia.
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Implicacdo e equivaléncia légica

e Se p e g sdo proposicoes tais que p —> g é uma tautologia,
entdo dizemos que p — g é uma implicagdo légica, e escrevemos
p=q.

e Se p e g sdo légicamente equivalentes, escrevemos p < q.

e Um Teorema é uma proposicao légica que é uma tautologia.

Exemplos
op — q —>~q —~Pp.
o~ (p—q) <= (pA~q).

Thiago Castilho de Mello, Universidade Federal de S3o Paulo Raciocinio Matemdtico: Técnicas de demonstragdo. 11/33



Propriedades de —

Teorema

1. Reflexiva p = p
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Propriedades de —

Teorema

1. Reflexiva p = p
2. Transitiva(p — q)AN(q —r) = (p —> 1)
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Propriedades de —

Teorema

1. Reflexiva p = p
2. Transitiva(p — q)AN(q —r) = (p —> 1)
3. Simplificacdo p A ¢ —> p.
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Propriedades de —

Teorema

1. Reflexiva p = p

2. Transitiva(p — q)AN(q —r) = (p —> 1)
3. Simplificacdo p A ¢ —> p.

4. Adicdop = pV q

:
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Propriedades de —

Teorema

1.

OISR CORRIS

Reflexiva p = p

Transitiva (p — q)AN(q — r) = (p —> 1)
Simplificacdo p A ¢ = p.

Adicdop = pV q

Modus Ponens (p A (p — q)) = q
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Propriedades de —

Teorema

1.

@ @l = @ N

Reflexiva p = p

Transitiva (p — q)AN(q — r) = (p —> 1)
Simplificacdo p A ¢ = p.

Adicdop = pV q

Modus Ponens (p A (p — q)) = q

Modus Tollens (p — q)A ~ q =~ p
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Propriedades de —

Teorema

1.

SO

Reflexiva p = p

Transitiva (p — q)AN(q — r) = (p —> 1)
Simplificagcdo p A ¢ = p.

Adicdop = pV q

Modus Ponens (p A (p — q)) = q

Modus Tollens (p — q)A ~ q =~ p

Reduction ad absurdum (~ p — (g\ ~ q)) = p
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Propriedades de —

Teorema

1.
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Reflexiva p = p

Transitiva (p — q)AN(q — r) = (p —> 1)
Simplificacdo p A ¢ = p.

Adicdop = pV q

Modus Ponens (p A (p — q)) = q

Modus Tollens (p — g)A ~ q =~ p

Reduction ad absurdum (~ p — (g\ ~ q)) = p
Simetria (p <— q) = (q <— p)
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Propriedades de —

Teorema

[y

Reflexiva p = p

Transitiva (p — q)AN(q — r) = (p —> 1)
Simplificacdo p A ¢ = p.

Adicdop = pV q

Modus Ponens (p A (p — q)) = q

Modus Tollens (p — g)A ~ q =~ p

Reduction ad absurdum (~ p — (g\ ~ q)) = p
Simetria (p <— q) = (q <— p)

$2 €9 = @ Gl gn o W

Transitiva (p <— q) AN (g <—r) = (p—r)
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Propriedades de <—

Teorema

1. Reflexiva p < p
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Propriedades de <—

Teorema

1. Reflexiva p < p
2. Dupla negagdo ~ (~ p) < p
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Propriedades de <—

Teorema

1. Reflexiva p < p
2. Dupla negagdo ~ (~ p) < p
3. Lei de De Morgan ~ (pV q) <=~ pA ~ q
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Propriedades de <—

Teorema

1.

Reflexiva p < p

2. Dupla negagdo ~ (~ p) < p
3.
4. Lei de De Morgan ~ (p A q) <=~ pV ~ q

Lei de De Morgan ~ (pV q) <=~ pA ~ q
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Propriedades de <—

Teorema

1.

CI-ERNCORRIS

Reflexiva p < p

Dupla negagdo ~ (~ p) <= p

Lei de De Morgan ~ (pV q) <=~ pA ~ q

Lei de De Morgan ~ (p A q) <=~ pV ~ q
Negacio da condicional ~ (p — q) <= pA ~ q
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Propriedades de <—

Teorema

1. Reflexiva p < p

Dupla negacdo ~ (~ p) <= p

Lei de De Morgan ~ (pV q) <=~ p\ ~ q

Lei de De Morgan ~ (p A\ q) <=~ pV ~ q
Negacdo da condicional ~ (p — q) <= pA ~ q

ENCIE-ERNCORS

Negagao da bicondicional
~(p+— q) < (pA~q) V(qA\ ~ p)
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Propriedades de <—

Teorema

1. Reflexiva p < p

Dupla negacdo ~ (~ p) <= p

Lei de De Morgan ~ (pV q) <=~ p\ ~ q

Lei de De Morgan ~ (p A\ q) <=~ pV ~ q
Negacdo da condicional ~ (p — q) <= pA ~ q

CHNCIE-ERNCORIS

Negagao da bicondicional
~(p<— q) < (pA~q) V (qA ~ p)
7. Contra-positiva p — q <=~ q —>~ p.
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Propriedades de <—

Teorema

1. Reflexiva p < p

Dupla negacdo ~ (~ p) <= p

Lei de De Morgan ~ (pV q) <=~ p\ ~ q

Lei de De Morgan ~ (p A\ q) <=~ pV ~ q
Negacdo da condicional ~ (p — q) <= pA ~ q

CHNCIE-ERNCORIS

Negagao da bicondicional

~(p<— q) < (pA~q) V (qA ~ p)
Contra-positiva p —> q <=~ q —~ p.

. Distributividade pV (g A r) <= (pV q) A (pV r)

o A
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Propriedades de <—

Teorema

1. Reflexiva p < p

Dupla negacdo ~ (~ p) <= p

Lei de De Morgan ~ (pV q) <=~ p\ ~ q

Lei de De Morgan ~ (p A\ q) <=~ pV ~ q
Negacdo da condicional ~ (p — q) <= pA ~ q

CHNCIE-ERNCORIS

Negagao da bicondicional

~(p+— q) < (pA~q) V(qA\ ~ p)
Contra-positiva p —> q <=~ q —~ p.

. Distributividade pV (g A r) <= (pV q) A (pV r)
9. Distributividade p A\ (qV r) <= (pAq)V (pAr)

o A
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Propriedades de <—

Teorema

1.

CHNCIE-ERNCORIS

o A

Reflexiva p < p

Dupla negacdo ~ (~ p) <= p

Lei de De Morgan ~ (pV q) <=~ p\ ~ q

Lei de De Morgan ~ (p A\ q) <=~ pV ~ q
Negacdo da condicional ~ (p — q) <= pA ~ q
Negagao da bicondicional

~(p<— q) < (pA~q) V (qA ~ p)
Contra-positiva p —> q <=~ q —~ p.

. Distributividade pV (g A r) <= (pV q) A (pV r)

9. Distributividade p A (qV r) <= (pAq)V(pAr)

10.
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Bi-condicional p +— q <= (p — q) A (¢ — p)
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Propriedades de <—

Teorema

1.

CHNCIE-ERNCORIS

o A

Reflexiva p < p

Dupla negacdo ~ (~ p) <= p

Lei de De Morgan ~ (pV q) <=~ p\ ~ q

Lei de De Morgan ~ (p A\ q) <=~ pV ~ q
Negacdo da condicional ~ (p — q) <= pA ~ q
Negagao da bicondicional

~(p<— q) < (pA~q) V (qA ~ p)
Contra-positiva p —> q <=~ q —~ p.

. Distributividade pV (g A r) <= (pV q) A (pV r)

9. Distributividade p A (qV r) <= (pAq)V(pAr)

10.
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Quantificadores

e A afirmagdo x + y = 5 é uma sentenca aberta (ndo é uma
proposicdo).
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Quantificadores

e A afirmagdo x + y = 5 é uma sentenca aberta (ndo é uma
proposicdo).

e Existem x,y € R tais que x + y =5 é uma proposicao
VERDADEIRA.

:
Thiago Castilho de Mello, Universidade Federal de Sdo Paulo Raciocinio Matemdtico: Técnicas de demonstragdo. 14/33



Quantificadores

e A afirmagdo x + y = 5 é uma sentenca aberta (ndo é uma
proposicdo).

e Existem x,y € R tais que x + y =5 é uma proposicao
VERDADEIRA.

e Para todo x,y € R, x + y =5 é uma proposicdo FALSA.

Thiago Castilho de Mello, Universidade Federal de Sdo Paulo Raciocinio Matemético: Técnicas de demonstragdo. 14/33



Quantificadores

e A afirmagdo x + y =5 é uma sentenca aberta (ndo é uma
proposicdo).

e Existem x,y € R tais que x + y = 5 é uma proposicao
VERDADEIRA.

e Para todo x,y € R, x+ y =5 é uma proposicdo FALSA.
e Existe x € R tal que x> +1 =0.
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VERDADEIRA.
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Quantificadores

e A afirmagdo x + y =5 é uma sentenca aberta (ndo é uma
proposicdo).

e Existem x,y € R tais que x + y = 5 é uma proposicao
VERDADEIRA.

e Para todo x,y € R, x+ y =5 é uma proposicdo FALSA.
e Existe x € R tal que x> +1 =0.

e Existe x € C tal que x> +1 = 0.

R ou C acima s3o chamados de dominio de discussao ou
universo.
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Quantificadores

e A afirmagdo x + y =5 é uma sentenca aberta (ndo é uma
proposicdo).

e Existem x,y € R tais que x + y = 5 é uma proposicao
VERDADEIRA.

e Para todo x,y € R, x+ y =5 é uma proposicdo FALSA.
e Existe x € R tal que x> +1 =0.

e Existe x € C tal que x> +1 = 0.

R ou C acima s3o chamados de dominio de discussao ou
universo.

Se p(x) é uma sentenga que depende da varidvel x, podemos usar
os quantificadores para expressar quando p(x) é satisfeita.
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e Existe x € R tal que x> +1 =0.

e Existe x € C tal que x> +1 = 0.

R ou C acima s3o chamados de dominio de discussao ou
universo.

Se p(x) é uma sentenga que depende da varidvel x, podemos usar
os quantificadores para expressar quando p(x) é satisfeita.
V: Quantificador Universal: Vx, p(x).
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Quantificadores

e A afirmagdo x + y =5 é uma sentenca aberta (ndo é uma
proposicdo).

e Existem x,y € R tais que x + y = 5 é uma proposicao
VERDADEIRA.

e Para todo x,y € R, x+ y =5 é uma proposicdo FALSA.
e Existe x € R tal que x> +1 =0.

e Existe x € C tal que x> +1 = 0.

R ou C acima s3o chamados de dominio de discussao ou
universo.

Se p(x) é uma sentenga que depende da varidvel x, podemos usar
os quantificadores para expressar quando p(x) é satisfeita.
V: Quantificador Universal: Vx, p(x).

3: Quantificador Existencial: 3x, p(x).
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Quantificadores

Exemplo (Fungdo Continua)

f:R — R € continua em x € R se a seguinte afirmacido é
verdadeira: “para todo ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que Se |y — x| < 0
entdo |f(x) — f(y)| <¢€”.
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Quantificadores

Exemplo (Fun¢do Continua)

f:R — R € continua em x € R se a seguinte afirmacido é
verdadeira: “para todo ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que Se |y — x| < 0
entdo |f(x) — f(y)| <¢€”.

E podemos enunciar a afirmacdo como:
Ve>0,30>0, |y —x| <d=|f(y) - f(x)| <e

:
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Quantificadores

Exemplo (Fun¢do Continua)

f:R — R € continua em x € R se a seguinte afirmacdo é
verdadeira: “para todo ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que Se |y — x| < 0
entdo |f(x) — f(y)| < €".

E podemos enunciar a afirmag¢ao como:
Ve>0,30>0, |y —x| <d=|f(y) - f(x)| <e

Como negar proposicdes com quantificadores??

~ (Vx, p(x)) <= 3x,~ p(x)
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Quantificadores

Exemplo (Fun¢do Continua)

f:R — R € continua em x € R se a seguinte afirmacdo é
verdadeira: “para todo ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que Se |y — x| < 0
entdo |f(x) — f(y)| < €".

E podemos enunciar a afirmag¢ao como:
Ve>0,30>0, |y —x| <d=|f(y) - f(x)| <e

Como negar proposicdes com quantificadores??

~ (Vx, p(x)) <= 3x, ~ p(x)
(3, p(x)) <= ¥, ~ p(x).

Como negar: Vx,3y,Vz, p(x,y, z)?
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Exemplos e contra-exemplos

e O conjunto dos elementos do universo que tornam uma sentenca
aberta uma proposicao verdadeira é denominado
conjunto-verdade.

e Um exemplo para p(x) é um x do universo que estd no
conjunto-verdade.

e Um contra-exemplo para p(x) é um x do universo que n3o esta
no conjunto-verdade.

Thiago Castilho de Mello, Universidade Federal de Sdo Paulo Raciocinio Matemdtico: Técnicas de demonstragdo. 16/33



Método Dedutivo

e A demonstracao de um teorema é uma verificacdo de que a
proposicdo dada é uma tautologia.

e Utilizamos tabelas-verdade.

e Alternativa: Utilizacdo das propriedades de — e <.
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Método Dedutivo

Exemplo

Considere as afirmagoes:

Hi: Tempo € dinheiro.

H,: Quem ndo trabalha tem tempo.
T: Quem nio trabalha tem dinheiro.
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Método Dedutivo

Exemplo

Considere as afirmagoes:

Hi: Tempo € dinheiro.

H,: Quem ndo trabalha tem tempo.
T: Quem nio trabalha tem dinheiro.
Hi AN Hy —> T € um teorema?
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Método Dedutivo

Exemplo

Considere as afirmagdes:

Hy: Tempo € dinheiro.

H,: Quem ndo trabalha tem tempo.
T: Quem nio trabalha tem dinheiro.
Hi AN Hy — T € um teorema?

Sim, vamos demonstra-lo:

Vamos considerar as proposicées:

p: “tem tempo”

q: “tem dinheiro”

r: “ndo trabalha”
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Método Dedutivo

Exemplo

Considere as afirmagdes:

Hy: Tempo € dinheiro.

H,: Quem ndo trabalha tem tempo.

T: Quem nio trabalha tem dinheiro.

Hi AN Hy — T € um teorema?

Sim, vamos demonstra-lo:

Vamos considerar as proposicées:

p: “tem tempo”

q: “tem dinheiro”

r: “ndo trabalha”

Temosque Hy :p—q, Ho:r —peT:r—q.
HiANHy: (p — q)AN(r — p) = r — q e provamos o teorema.
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Método Dedutivo

Exemplo

H1: Penso, logo existo.

Hy: Pedras ndo pensam.

T : Pedtras ndo existem.

Hi N Hy —> T é um teorema?
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Método Dedutivo

Exemplo

H1: Penso, logo existo.

Hy: Pedras ndo pensam.

T: Pedtras ndo existem.

Hi N H, =—> T é um teorema?

“existe uma pedra que ndo pensa”. Logo, temos um
contra-exemplo.

Logo, ndo € um teorema.
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Método Dedutivo

Exemplo

H1: Penso, logo existo.

Hy: Pedras ndo pensam.

T: Pedtras ndo existem.

Hi N H, =—> T é um teorema?

‘existe uma pedra que ndo pensa”. Logo, temos um
contra-exemplo.

Logo, ndo é um teorema.

Exemplo

“Para todo inteiro positivo n, o valor ¢(n) = n?> — n+ 41 é um
nidmero primo?”

Thiago Castilho de Mello, Universidade Federal de S3o Paulo Raciocinio Matemdtico: Técnicas de demonstragdo. 19/33



Métodos de Demonstracao

e Demonstracdo direta.
— Utiliza o método dedutivo para provar que p = gq.
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Métodos de Demonstracao

e Demonstracdo direta.
— Utiliza o método dedutivo para provar que p = gq.

e Demonstragdo por contraposicao.
— Utiliza o método dedutivo para provar que ~ g =~ p.
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Métodos de Demonstracao

e Demonstracido direta.
— Utiliza o método dedutivo para provar que p = gq.

e Demonstracao por contraposicao.
— Utiliza o método dedutivo para provar que ~ g =~ p.

e Prova por contradicdo (ou reducdo ao absurdo).

— Utiliza a implicacao légica
((pPA~q) — (rA ~r)) = (p — q).
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Demonstracao Direta

Exemplo

Teorema
Seja n um niimero inteiro par. Entio n> é par.
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Demonstracao Direta

Exemplo
Teorema
Seja n um niimero inteiro par. Entio n’ é par.

Demonstracdo: Se n é par, entdo n = 2k, para algum inteiro k.
Entdo n® = 4k® = 2(2k?). Logo, n> é também par.
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Demonstracao Direta

Exemplo

Teorema
Seja n um niimero inteiro par. Entio n’ é par.

Demonstracdo: Se n é par, entdo n = 2k, para algum inteiro k.
Entdo n® = 4k® = 2(2k?). Logo, n> é também par.

Exercicio
Seja n um niimero inteiro impar. Entdo n® é impar.
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Deomonstrac3o por Contraposicao

Exemplo

Teorema
Seja n um nimero inteiro. Se n®> é impar, entdo n é impar.
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Deomonstrac3o por Contraposicao

Exemplo

Teorema

Seja n um nimero inteiro. Se n®> é impar, entdo n é impar.
Demonstracao:

Suponha que n ndo seja impar. Entdo n é par. Pelo teorema
anterior, n® é par.
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Teorema
Seja n um nimero inteiro. Se n®> é impar, entdo n é impar.

Demonstracao:
Suponha que n ndo seja impar. Entdo n é par. Pelo teorema
anterior, n® é par.

Exercicio
Seja n um nimero inteiro. Se n> é par, entdo n é par.

Thiago Castilho de Mello, Universidade Federal de S3o Paulo Raciocinio Matemdtico: Técnicas de demonstragdo. 22/33



Deomonstracao por Contraposicao

Exemplo

Teorema
Seja n um nimero inteiro. Se n®> é impar, entdo n é impar.
Demonstracao:

Suponha que n ndo seja impar. Entdo n é par. Pelo teorema
anterior, n® é par.

Exercicio
Seja n um nimero inteiro. Se n® é par, entdo n é par.

Corolario

O inteiro m é impar se e somente se m?

€ impar.
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Demonstracao por reducao ao absurdo

Exemplo

Teorema
O nimero v/2 no é racional.
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Demonstracao por reducao ao absurdo

Exemplo

Teorema
O nimero \/2 néo é racional.

. m Z
Demonstragdo: Vamos supor /2 = — com m e n niimeros
n
. . . . .. m g p
inteiros. Vamos impor a hipétese adicional de — ser irredutivel.
n
2

5 m
Ent3o, 2 = — = 2n% = m?. Logo, m?
n

€ um ndmero par e entdo
m é um nudmero par.

Portanto, existe inteiro k tal que m = 2k, e m? = 4k.
Substituindo na equacio, temos 2n*> = 4k? e n?> = 2k?, o que

z - ~ m- . p
mostra que n € par. Entdo a fracdo — ndo € irredutivel. Uma
n

contradicao.
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Mais exemplos

Teorema (Leis de De Morgan)

Sejam U um conjunto e A, B C U. Entdo:
(1) U= (ANB)=(U—-A)U(U-B).
(2) U—-(AUB)=(U-A)N(U-B).
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Mais exemplos

Teorema
Se n é um numero impar, entdo a divisdo de n por 4 deixa resto 1.
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Principio da casa dos pombos

“Se temos n casas para acomodar n + 1 pombos, ent3o existe uma
casa com pelo menos 2 pombos”.
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Principio da casa dos pombos

“Se temos n casas para acomodar n+ 1 pombos, entdo existe uma
casa com pelo menos 2 pombos”.

Exemplos

— Em um grupo de 13 pessoas, ao menos duas fazem aniversario
no mesmo més.
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Principio da casa dos pombos

“Se temos n casas para acomodar n+ 1 pombos, entdo existe uma
casa com pelo menos 2 pombos”.
Exemplos

— Em um grupo de 13 pessoas, ao menos duas fazem aniversario
no mesmo més.

— Em um conjunto de 5 ndmeros inteiros, ao menos dois deles
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no mesmo més.

— Em um conjunto de 5 ndmeros inteiros, ao menos dois deles
deixam o mesmo resto na divisdo por 4.

— Todo nidmero inteiro tem um miltiplo formado apenas pelos
algarismos 0 e 1 na representagdo decimal.
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Principio da casa dos pombos

“Se temos n casas para acomodar n+ 1 pombos, entdo existe uma
casa com pelo menos 2 pombos”.

Exemplos

— Em um grupo de 13 pessoas, ao menos duas fazem aniversario
no mesmo més.

— Em um conjunto de 5 ndmeros inteiros, ao menos dois deles
deixam o mesmo resto na divisdo por 4.

— Todo nidmero inteiro tem um miltiplo formado apenas pelos
algarismos 0 e 1 na representagdo decimal.

— “Pintando” todos os pontos de um plano de branco ou vermelho,
aleatoriamente, qual a probabilidade de haver dois pontos da
mesma cor com distancia entre eles de 10cm?
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O principio da inducdo finita

Teorema
Seja n um inteiro e S um conjunto de inteiros maiores que n com
as seguintes propriedades:

» nesS;
» Se um inteirok > ne€ S, entiok+1¢€S.
Entdo S ={m e Z|m > n}.
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O principio da inducdo finita

Exemplo

. Isto é:

n(n+1)
2

A soma dos primeiros n inteiros é

_ n(n+1)

1424...
+24+---n 3
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O principio da inducdo finita

Exemplo
1
A soma dos primeiros n inteiros é n(n2+) Isto é:
1
1424+...n= n(n2+)

Demonstracao: Observe que para n = 1 a propriedade é
verdadeira.
Suponha agora que a propriedade é verdadeira para n — 1, isto é:

(n—1)n
2
(n—1)n n(n+1)_

Entéo,(l+2--~—|—n—1)—|—n:T+n: 5

1+2+---n—-1=
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O principio da inducdo finita

Teorema

> Sejan>3. Entio2n+1< 2"
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O principio da inducdo finita

Teorema

» Sejan>3. Entdo2n+1 < 2"
» Seja n>5. Entdo n®> < 2"
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O principio da inducdo finita

Teorema
» Sejan>3. Entdo2n+1 < 2"
» Seja n>5. Entdo n®> < 2"
» Sejan>4. Entdo 2" < n!
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Mais exemplos de prova por inducao

Teorema

» A soma dos angulos internos de um poligono de n lados é
(n—2)180°.
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Mais exemplos de prova por inducao

Teorema

» A soma dos angulos internos de um poligono de n lados é
(n—2)180°.
» O niimero de diagonais de um poligono convexo de n lados é
n(n—3)
B
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Erros em demonstracoes

Exemplo
Toda funcio f : X — Y com dominio, X, finito, é constante.
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Erros em demonstracoes

Exemplo
Toda funcio f : X — Y com dominio, X, finito, é constante.

Tentativa:

Inducdo sobre o niimero de elementos de X. Se X tem um
elemento, f é constante.

Suponha que X tenha n elementos. Entdo se a € X, f : X — {a}
tem n — 1 elementos. Logo, f é constante igual. Logo, existe

y € Y pela hipétese de indugdo) tal que para todo x € X — {a},
f(x) = y. Falta mostrar que f(a) = y.

Tomamos agora b € X, b # a. Entdo X — {b} tem n—1
elementos. Logo, f é constante (pela hipdtese de indug¢do). Assim,
para todo x € X{b}, f(x) =y. Comoaec X —{b},sex#be
c # a, entdo f(a) =f(c)=y.
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Erros em demonstracoes

Exemplo
Toda funcio f : X — Y com dominio, X, finito, é constante.

Tentativa:

Inducdo sobre o niimero de elementos de X. Se X tem um
elemento, f é constante.

Suponha que X tenha n elementos. Entdo se a € X, f : X — {a}
tem n — 1 elementos. Logo, f é constante igual. Logo, existe

y € Y pela hipétese de indugdo) tal que para todo x € X — {a},
f(x) = y. Falta mostrar que f(a) = y.

Tomamos agora b € X, b # a. Entdo X — {b} tem n—1
elementos. Logo, f é constante (pela hipdtese de indug¢do). Assim,
para todo x € X{b}, f(x) =y. Comoaec X —{b},sex#be
c # a, entdo f(a) =f(c)=y.

QUAL O ERRO NA TENTATIVA DE DEMONSTRACAQ??

Thiago Castilho de Mello, Universidade Federal de Sdo Paulo Raciocinio Matematico: Técnicas de demonstracao. BiyEs



Mais erros

Suponha x? 4+ 1 = 0. Ent3o, multiplicando os dois membros da
equacdo por x? — 1, obtemos

x*—1=0.

Logo, x = 1 ou x = —1. Em qualquer caso, x*> =1 e, como
x24+1=0, temos 1 +1=0.

QUAL O ERRO?
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Obrigado!
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