. Resumo

A Teoria dos Grupos é um ramo da matematica que lida com o estudo de
estruturas como Z, Q, R, C. E uma teoria estudada em algebra abstrata,
envolvendo o estudo de propriedades de um conjunto, munido de uma ou
mais operagoes.

Neste trabalho nds lidamos com noc¢des de grupos, subgrupos, ordem e
indice, mostrando exemplos de grupos, grupos ciclicos, mas nos fixaremos
no conjunto dos numeros complexos C* = C — {0} que tem estrutura
natural de grupo. E finalmente, mostraremos que os subgrupos finitos de C*
est3o contidos na esfera unitaria S~! = {ze C| |z| = 1}.

. Preliminares

Definicao 1. Seja G um conjunto nao vazio, munido de uma operacao binaria
%k

GXG - G

(a,b) > ax*b

(G é grupo se os axiomas seguintes sao satisfeitos:
a,beG—-axbeG

Associativa: (a*b)*xc=a*x(b*xc)Va,b,c € G
Elemento Neutro:axe = e xa = a,Va € VG
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Elemento Inverso:axa ™" =a " *xa=e¢,VaeiG

Observacao:Se,axb = b xa,Va,b € G, entdo G é abeliano.

Exemplos de grupos:

G=(Z+);6=(Q+),6=M(R),+) ¢=(C,.)

Subgrupos.

Defini¢ao 2. Seja (G,*) um grupo.Se ¢ # H € (G, com a operagdo™ é um
grupo, entao H € um subgrupo de G.

Notacao: H < G.

Ordem e indice de um grupo.

A ordem de um grupo G, é a quantidade de elementos de G. Notagao: |G|

Definicao 3. Sejam G um grupo, H < (. Definimos como
classe lateral a esquerda de H em G, o seguinte subconjunto a * H de
G |ae G.

axH ={axh|h € H}
De modo analogo, definimos,

H xa = {h*a|lh € H}, onde ae G, como classe lateral a
direita de H em G.

Seja G /H o conjunto das classes laterais, entdao o nimero de elementos
distintos de G /H é chamado indice de H em G.

Definicao 4. Seja G um grupo. Dizemos que G é ciclico se
existe a € G, tal que G = {a"™ |n € Z}.

Notacao: G =< a >, G é dito, gerado pelo elemento a.

Observacao. Se ( é aditivo, a poténcia de base a e expoente n é denotada
por na.

Exemplo 2.1. G={—1,1,i,—i} é um grupo ciclico, gerado por i.
Exemplo 2.2. O grupo (Z, +) é ciclico infinito gerado por 1.

Z =<1 >={n.1|ne Z}.

Propriedades dos numeros complexos.

Sejam z; e z, € C".

P1) 2,71 = |z|?

P2) |z,25| = |z1]]2|

P3) |z, = |z,|¥ comk € N.

Teorema 1. Seja H< (C*, .), |H| < o0, comn = |H|e n € N. Entdo existe
k <n, talquez® =1,comn,k € N.

Proposicdo 1. Se z € H, entdo |z| = 1.

Essa Proposicdo mostra que todos os numeros complexos pertencentes aos
subgrupos finitos de (C*, .) estdao contidos na esfera unitaria
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. Resultados
Vamos primeiramente demonstrar que G=(C*, .) € um grupo.

Demonstragao: Temos que G # ¢, pois 1 € G. Agora sejam z4, Z,, Z3 € G tal
que,

zZy=aq+ byi; z, =a, + byi; z3 = a3+ bzi,coma;, b;e Ze a; + b;
simultaneamente. Assim z;. z,= (a{+ byi)(a,+ byi) = (a, a,+ aq byi +
b, a,i— by b,) =(a, a,— b1by) + (a4 b+ by a,)i € G. Logo G é fechado.
Associativa: ( z1. Z3). 23 = 21.( Z5. Z3 )
[Cai+ bii)(az+ byi)]( az+ bsi)

=[(ay a;— byby) + (ay by+ by a,)i] (az+ bsi)

={[( @y az— b1by) az— (ay by + by ay)( b3)] +i[( ay ay— b1by) b3+
(aq by+ by az) azl}

= (ay+ byi)[(az+ byi)(az+ bsi)]
Elemento Neutro: z,. e = e. z1=24
Basta tomar e =1 + 0i, pois: (a;+ b1i)(1 + 0i)=
(1+ 0i)(a;+ byi)=Caq+ bqi)
Elemento Inverso: z;z; 1 = z;71z;, =1+ 0i
1 _ %4

Basta tomar z; ~ = Tzl
1

Portanto, G=(C*, .) é um grupo.

Demonstracao do Teorema 1.
Observe que existe k < n, tal que z¥ = 1. De fato, considere o conjunto

{z,z%,23,...,z"*1}). Dai existe i,j € {z,22,23, ...,z"*1}, sem perda de
. . . . 1 1 Zi Zj i1
generalidade podemos supor i < j. Assim, z'=z/ = = === 1=z/"",
Z Z

Tomek=j—i=1=2z"

Demonstracao da Proposicao 1.

Suponha que |z| # 1. Dai, |z| > 1 ou |z| < 1. Por outro
lado, existe k € N, tal que z* = 1. Aplicando a norma em ambos os lados,
temos:

1Z¥| = 11| =2 |z.z....z2| = 1= |z||z| ...|z]| = |z|¥K > 1, 0
que é um absurdo em ambos os lados, portanto |z| = 1.

Em geral, todos os subgrupos finitos de (C*, .) que estao
contidos na esfera unitaria, podem ser descritos da seguinte forma:

i2km
H,={zeC talquez=e n ene N,onde0 <k <n-—1}
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