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• Resumo 

•  A Teoria dos Grupos é um ramo da matemática que lida com o estudo de 
estruturas como ℤ,ℚ,ℝ, ℂ.    É uma teoria estudada em álgebra abstrata, 
envolvendo o estudo de propriedades de um conjunto, munido de uma ou 
mais operações. 

• Neste trabalho nós lidamos com noções de grupos, subgrupos, ordem e 
índice, mostrando exemplos de grupos, grupos cíclicos, mas nos fixaremos 
no conjunto dos números complexos ℂ∗ = ℂ − {0} que tem estrutura 
natural de grupo. E finalmente, mostraremos que os subgrupos finitos de ℂ∗ 
estão contidos na esfera unitária 𝑆−1 = {z∊ ℂ| 𝑧 = 1}.                         

• Preliminares 

• Definição 1. Seja 𝐺 um conjunto não vazio, munido de uma operação binária 
*. 

• 𝐺𝑋𝐺 → 𝐺 

• (𝑎, 𝑏) → 𝑎 ∗ 𝑏  

• 𝐺 é grupo se os axiomas seguintes são satisfeitos: 

• 𝑎, 𝑏 ∊ 𝐺 → 𝑎 ∗ 𝑏 ∊ 𝐺 

• Associativa: 𝑎 ∗ 𝑏 ∗ 𝑐 = 𝑎 ∗ 𝑏 ∗ 𝑐 ∀ 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∊ 𝐺 

• Elemento Neutro: 𝑎 ∗ 𝑒 = 𝑒 ∗ 𝑎 = 𝑎, ∀𝑎 ∊ ∀𝐺 

• Elemento Inverso: 𝑎 ∗ 𝑎−1 = 𝑎−1 ∗ 𝑎 = 𝑒, ∀𝑎 ∊ 𝐺 

• Observação: Se, 𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑏 ∗ 𝑎, ∀𝑎, 𝑏 ∊  𝐺, então 𝐺 é abeliano. 

•   

• Exemplos de grupos: 

•  𝐺 = (ℤ,+) ; 𝐺 = (ℚ,+); 𝐺 = (𝑀2(ℝ),+)   𝐺 = (ℂ∗, . ) 

• Subgrupos. 

• Definição 2. Seja (𝐺,∗) um grupo. Se 𝜙 ≠ 𝐻 ⊆ 𝐺, com a operação* é um 
grupo, então 𝐻 é um subgrupo de 𝐺. 

• Notação: 𝐻 ≤ 𝐺. 

• Ordem e índice de um grupo. 

•  A ordem de um grupo 𝐺, é a quantidade de elementos de 𝐺. Notação: |𝐺| 

•  Definição 3. Sejam 𝐺 um grupo, 𝐻 ≤ 𝐺. Definimos como 
classe lateral à esquerda de 𝐻 em 𝐺, o seguinte subconjunto 𝑎 ∗ 𝐻 de 
𝐺|a∊ 𝐺. 

•  𝑎 ∗ 𝐻 = {𝑎 ∗ ℎ|ℎ ∊ 𝐻} 

•  De modo análogo, definimos, 

•  𝐻 ∗ 𝑎 = {ℎ ∗ 𝑎|ℎ ∊ 𝐻}, onde a∊ 𝐺, como classe lateral à 
direita de 𝐻 em 𝐺.  

• Seja 𝐺/𝐻 o conjunto das classes laterais, então o número de elementos 
distintos de 𝐺/𝐻 é chamado índice de 𝐻 em 𝐺. 

•  Definição 4. Seja 𝐺 um grupo. Dizemos que 𝐺 é cíclico se 
existe 𝑎 ∊ 𝐺, tal que 𝐺 =  {𝑎𝑛 |𝑛 ∊ ℤ}. 

• Notação: 𝐺 =< 𝑎 >, 𝐺 é dito, gerado pelo elemento 𝑎. 

• Observação. Se 𝐺 é aditivo, a potência de base 𝑎 e expoente 𝑛 é denotada 
por 𝑛𝑎. 

• Exemplo 2.1.  𝐺= −1, 1, 𝑖, −𝑖  é um grupo cíclico, gerado por 𝑖. 

• Exemplo 2.2. O grupo (ℤ,+) é cíclico infinito gerado por 1. 

• ℤ =< 1 >={n.1 |n∊ ℤ}. 

•  Propriedades dos números complexos. 

• Sejam 𝑧1 𝑒 𝑧2 ∊ ℂ∗. 

• P1)  𝑧1𝑧1  = |𝑧1|
2  

• P2) |𝑧1𝑧2| = |𝑧1||𝑧2| 

• P3) |𝑧1
𝑘| = |𝑧1|

𝑘  com 𝑘 ∊ ℕ. 

• Teorema 1. Seja 𝐻≤ (ℂ∗,  .), 𝐻 < ∞, com 𝑛 = 𝐻 e 𝑛 ∊ ℕ. Então existe 
𝑘 ≤ 𝑛, tal que 𝑧𝑘 = 1, 𝑐𝑜𝑚 𝑛, 𝑘 ∊ ℕ. 

• Proposição 1. Se 𝑧 ∊ 𝐻, então 𝑧 = 1. 

• Essa Proposição mostra que todos os números complexos pertencentes aos 
subgrupos finitos de (ℂ∗,  .) estão contidos na esfera unitária 

• Resultados  

• Vamos primeiramente demonstrar que 𝐺=(ℂ∗,  .) é um grupo. 

• Demonstração: Temos que 𝐺 ≠ 𝜙, pois 1 ∊ 𝐺. Agora sejam 𝑧1, 𝑧2, 𝑧3 ∊ 𝐺 tal 
que, 

•  𝑧1 = 𝑎1 +  𝑏1𝑖 ;  𝑧2 = 𝑎2 +  𝑏2𝑖;  𝑧3  = 𝑎3 +  𝑏3𝑖, com 𝑎𝑖 ,  𝑏𝑖∊  ℤ 𝑒 𝑎𝑖 ≠ 𝑏𝑖 
simultaneamente. Assim  𝑧1.  𝑧2=  𝑎1+ 𝑏1𝑖 (𝑎2+ 𝑏2𝑖) = ( 𝑎1 𝑎2+ 𝑎1 𝑏2𝑖 +
 𝑏1 𝑎2𝑖− 𝑏1 𝑏2) = ( 𝑎1 𝑎2− 𝑏1𝑏2) + ( 𝑎1 𝑏2+ 𝑏1 𝑎2)i ∊ 𝐺. Logo 𝐺 é fechado. 

• Associativa: ( 𝑧1.  𝑧2).  𝑧3 = 𝑧1. ( 𝑧2.  𝑧3 )  

• [  𝑎1+ 𝑏1𝑖 (𝑎2+ 𝑏2𝑖)]  𝑎3+ 𝑏3𝑖   

•   = [( 𝑎1 𝑎2− 𝑏1𝑏2) + ( 𝑎1 𝑏2+ 𝑏1 𝑎2)i]  𝑎3+ 𝑏3𝑖  

•   = {[( 𝑎1 𝑎2− 𝑏1𝑏2)  𝑎3− (𝑎1 𝑏2+ 𝑏1 𝑎2)( 𝑏3)] +𝑖[( 𝑎1 𝑎2− 𝑏1𝑏2)  𝑏3+
( 𝑎1 𝑏2+ 𝑏1 𝑎2)  𝑎3]} 

•   =  𝑎1+ 𝑏1𝑖 [(𝑎2+ 𝑏2𝑖)  𝑎3+ 𝑏3𝑖 ] 

• Elemento Neutro:  𝑧1.  𝑒 = 𝑒. 𝑧1= 𝑧1 

• Basta tomar e = 1 + 0𝑖, pois:  𝑎1+ 𝑏1𝑖 (1 + 0𝑖)= 
(1 + 0𝑖)  𝑎1+ 𝑏1𝑖 =  𝑎1+ 𝑏1𝑖  

• Elemento Inverso: 𝑧1𝑧1
−1 = 𝑧1

−1𝑧1 = 1 + 0𝑖 

• Basta tomar 𝑧1
−1 = 

𝑧1

|𝑧1|
 

• Portanto, 𝐺=(ℂ∗,  .) é um grupo. 

•   

• Demonstração do Teorema 1. 

• Observe que existe 𝑘 ≤ 𝑛, tal que 𝑧𝑘 = 1. De fato, considere o conjunto 
{𝑧, 𝑧2, 𝑧3, … , 𝑧𝑛+1}. Daí existe 𝑖, 𝑗 ∊ {𝑧, 𝑧2, 𝑧3, … , 𝑧𝑛+1}, sem perda de 

generalidade podemos supor 𝑖 < 𝑗. Assim, 𝑧𝑖=𝑧𝑗 ⇒
𝑧𝑖

𝑧𝑖
=

𝑧𝑗

𝑧𝑖
⇒ 1 = 𝑧𝑗−𝑖. 

Tome 𝑘 = 𝑗 − 𝑖 ⇒ 1 = 𝑧𝑘 . 

• Demonstração da Proposição 1. 

•  Suponha que 𝑧 ≠ 1. Daí, 𝑧 > 1 ou 𝑧 < 1. Por outro 
lado, existe 𝑘 ∊  ℕ, tal que 𝑧𝑘 = 1. Aplicando a norma em ambos os lados, 
temos: 

•  |z𝑘| = 1 ⇒ 𝑧. 𝑧… . 𝑧 = 1 ⇒ 𝑧 𝑧 … 𝑧 = 𝑧 k > 1, o 
que é um absurdo em ambos os lados, portanto 𝑧 = 1. 

•  Em geral, todos os subgrupos finitos de (ℂ∗,  .) que estão 
contidos na esfera unitária, podem ser descritos da seguinte forma: 

• 𝐻𝑛 = {𝑧 ∊ ℂ∗ 𝑡𝑎𝑙 𝑞𝑢𝑒 𝑧 = 𝑒
𝑖2𝑘𝜋

𝑛  e 𝑛 ∊  ℕ, onde 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − 1}. 
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