Equacdes Diofantinas

Patricia Cristina Souza dos Santos
Fabiola Ribeiro

Orientador: Igor Lima

Matematica-UFG-CAC

Introducéo

Sera falado sobre a principal aplicagdo do Maximo divisor comum que é a resolugao
de equacdes diofantinas. Sdo equacdes onde se buscam solucbes em [N e Z. A
teoria das equacdes diofantinas € o ramo da teoria dos niumeros que investiga as
solugbes inteiras ou racionais de equacgOes polinomiais. O nome equagles
diofantinas € uma homenagem a um dos maiores algebristas da Grécia antiga,
Diofante de Alexandria, que formulou e resolveu muitas equacfes. A obra de
Diofante serviu como fonte de inspiracdo para muitos matematicos, entre eles o
matematico francés Pierre de Fermat (1601-1665). Diofante € considerado
verdadeiro precursor da moderna teoria dos nimeros e para alguns o consideram
como pai da algebra, principalmente devido a sua inovacdo com as notacfes, 0
primeiro a usar simbolos na resolucdo de problemas algébricos. Interessou-se por
uma grande variedade de equac¢fes indeterminadas que eventualmente admitem

infinitas solucdes, porém ele procurava solucdes racionais.
Preliminares
Maximo divisor comum

e Definicdo: Sejam a, b € Z dois niumeros. Dizemos que um inteiro ¢ é divisor
comum de ae b se c|a e c|b.

e Teorema: Sejam a, b € Z e seja d = mdc(a, b). Entdo existem X3, y1
€ Z tais que ax; + by; =d.

Demonstracéo: Consideremos o conjunto S ={ax + by/ x, y € Z, ax + by > 0}.



Seja primeiro a 6#0. Fazendo-sey=0ex=1sea>0x=-1se a<0 vemos que
ax + by =a(xl) + b - 0 =|a] > 0 o que mostra que S#¥d. Sea =0, entdo |[b| >0 e

uma escolha anéloga de x e y mostra S#d também neste caso.

Pelo principio da inducéo, existe um d € S minimal. Como d € Stemosd >0 e

existem xi, y1€ Z tais que d = ax; + by;.

Afirmamos que este d é o mdc(a, b):

Dividamos a por d com resto: 3 q,re Ztaisquea=qd+re0<r<d-1.
Entdior=a-qd=a-q(ax1 +by1)=a (1 - gx1) + b(-qy1). Se fosse r >0

poderiamos concluir que r € S, 0 que claramente € um absurdo jaquer<dedéo

elemento minimo de S. Logo r = 0 e a = qd o que significa d|a.
Da mesma forma mostra-se que d|b. Logo, d é divisor comum de a e b.

Seja c € IN tal que c|a e c|b concluimos que clax1 + byl = d. Logo
d = mdc(a, b).

e Consequéncia: Sejam a, b € Z, e seja d = mdc(a, b). Entéo
{ax+by|x,yez}={dz |z € z}

Em palavras: As combinacdes lineares inteiras de a e b sdo exatamente o0s

multiplos do mdc(a, b).

Demonstracéo: Abreviemos T ={ax + by |x, y € Z} e R ={dz | z € Z}.Pelo teorema
anterior existem x;, y1 € Z com d = ax; + by;. Para todo z € Z segue dz= a (x;z) +
b(y1z) € T. Logo R € T. Como d | (ax + by) para qualquer ax + by € T, segue
também T € R. Logo, T = R.

Aplicagdes do Maximo Divisor Comum

1) Sejam a e b inteiros positivos tais que ab € um quadrado perfeito e o mdc(a, b) = 1.
Demonstrar que a e b sao quadrados perfeitos.
Solugdo: Os fatores primos de ab sdo os fatores primos de a e b.

Portanto, ab = a;.az.as ...an. b1.b2.bs...b, . Como mdc(a, b) = 1, nenhum dos fatores de b



e fator de a.
Se ab é um quadrado, a quantidade de cada fator primo deve ser par. Assim, cada fator
de a aparece uma quantidade par de vezes, bem como cada fator de b. Portanto, ae b

sao quadrados perfeitos.

2) Demonstrar que se o mdc(a, b) = d entdo o mdc(a?, b?) = d°.

Solucdo: Seja d = d;.d,.ds..d,, onde cada di € um fator primo de d.
Como d = mdc(a,b), os fatores primos de d séo fatores de a e b e estes sdo o0s Unicos
fatores comuns.
Facamos entdo: a = d;.d,.ds...dr.a;.a2.83 ...an, € b = dj.d,.ds...dn.b1.bo.bs...b, onde
aj e b; sdo os fatores primos  de a e b além dos .
Em consequéncia temos: a’= d;.d.ds...dn.a1.2.a3 ...an. d1.0dp.d3...d.21.30.85 ...a, €
b? = d;.d».ds...dn.b1.b2.bs...by . d;.d».ds...dn.b1.bo.bs...by

Como pode ser observado o produto dos fatores comuns de a’e b?e di.d».ds...dp.
d1.d5.d5...d,, = d.d = d® = Mdc(a?, b?) = d?.

3) Sendo n um inteiro qualquer, calcular o mdc(n, n + 1).

Solugdo: (n + 1))n =1, restol Pn:1=n,resto 1l = 1:1 =1, resto zero. Portanto,
mdc(n, n + 1) = 1.

4) Calcular

(@) mdc(n, n + 2), sendo n um inteiro par.
Solugdo: Se n é par, temos n = 2k e n + 2 = 2k + 2 = 2k + 1)
Como foi visto no exercicio 06, deste capitulo, k e k + 1 sdo primos entre si.

Portanto, mdc[2k, 2(k + 1)] = 2, pois 2 € o unico fator comum de 2k e 2(k + 1).

(b) mdc(n, n + 2), sendo n um inteiro impar.



Solugéo: (n + 2):n=1, resto =2. = n:2=k, resto 1.
2 :1 =2, resto zero. Portanto, mdc(n, n + 2) = 1.

5) Sejam a, b e c inteiros. Demonstrar:

(a)Se omdc(a,b)=1esec|(a+Db),entdo o mdc(a, c) =1 e omdc(b, c) =1.

Solucéo:

(1) Mdc(a, b ) = 1 = entdo existem 0s inteiros x e y, tais que ax + bx = 1 (i) .
Se ¢ | (@ + b) entho a + b = gc , q intero = b = gc - a (i)
Substituindo (i) em (i), resulta ax + (Qqc —a)y=1=>ax—-ay+qcy=1=a(x—-y) +
c(qy) = 1 com (x - y) e qy inteiros.
Assim, existem os inteiros X’ = x —y ey = qy, tais que ax’ + cy’ = 1 = mdc(a, c) = 1.
(2) De a + b = qc tira-se a = qc — b, que substituido em ( i ) resulta:
gc—b)x+by=1=qgcx—bx+by=1= bly—-x)+c(gx) =1. Comoy — x e gx sdo
inteiros, conclui-se que
mdc(b, c) = 1.

Equac0fes diofantinas

e Definicdo: Uma equacéo Diofantina € linear se ela tiver a forma

aiXg +axxz + ...+ apX, =C.

Em particular, seré tratado apenas as equacdes Diofantinas lineares de grau 2
ou seja, ax + by = ¢, com a, b e c inteiros.

e Definicdo: Dizemos que a equacao diofantina ax+by=c tem solucédo em Z se
existem inteiros X, € Y, tais que ax,+by,=c. O par (Xo,Yo) € chamado de solucéo da

equacao dada.



Exemplos:

e A equacdo 5x+0,5y+1 ndo é uma equacdo diofantina, pois 0,5 ndo € um
numero inteiro.

e A equacdo 2x+3y=1 é uma equacao diofantina, pois o par (5,-3) € uma solucéo
em Z desta equacéo.

e A equacdo 6x+10y=5 € uma equacédo diofantina, contudo esta equagdo nao
possui solugdo em Z. Basta notar que 6x e 10y sdo nimeros pares quaisquer que
sejam os inteiros x e y. Logo a soma 6x+10y sera sempre par, 0 que implica que

6x+10y ndo pode ser igual a 5.

e Teorema: A equacdo diofantina ax+by=c tem solucdo se, e somente se,
mdc(a, b) divide c.

Demonstracgéo:

= Suponha que ax+by =c tem solugcdo. Entdo existem inteiros X, € Y, tais que

axotby,=c
Seja d=mdc(a,b)
Entdo d divideaeb
Logo, a=k;d e b=k,d
Segue que c=(kd)Xo+(k2d)Yo
C=k,dx,+kody,
C= dkiXo+dKay,
c= d(kiXotkaYo)
Chamando (kixot+kayo)=q
Entao, c=dq
= d|c
<= Suponha que d=mdc(a,b) divide c

Entdo, c=kd, para algum inteiro k



Agora, como d=mdc(a,b), existem inteiros m, e nqytais que
amy+bny=d

Segue que

K(amo+bn,) =kd

= akmg+bkn,=C
= a(kmg)+b(kny)=c
Logo o par (km,, kno) € uma solucdo da equacao ax+by=c

Exemplos:

Temos que o mdc (2,3) =1 e 1|1, logo a equacédo 2x+3y=1 tem solucdo em Z.

Por outro lado, a equacdo 6x+10y=5 n&do tem solucdo em Z, uma vez que
mdc(6,10) =2e 2t 5

e Corolario: Se a e b sédo primos entre si, entdo a equacao diofantina ax+by=c
tem solucdo qualquer que seja o inteiro c.

e Corolario: A equacao ax+by=1 tem solucao se, e somente se, a e b sdo primos
entre si.

Proposicéo: Se (Xo, Yo) € uma solucdo em Z da equacao diofantina ax+by=c, entao
todas as demais solugdes desta equacédo sao da forma:

X1=X,+bt/d e y1= Yo-at/d,

Para algum t pertencente a Z, onde o d=mdc(a,b)

Demonstracgéo:

Mostremos primeiro que todo par (X, + (b/d)t, y, - (a/d)t) é solucdo da equacao
considerada. De fato,

a(xo+(b/d)t) + b (yo - (a/d)t)=

aX, + a(b/d)t +by, — b(a/d)t=

ax, + by, + (ab-ba/d)t=

axot+hbye=c, pois (Xo,Yo) € solucdo por hipdtese.

De outra parte, seja (x’, y') uma solucdo genérica da equacado. Ento:

ax’+by’= ¢ = axo+by,

Dai:

a (X' - Xo)b(yo - y’)



Mas como d é divisor de a e de b, entdo a=dr e b=ds, para convenientes inteiros r e
S, primos entre si. Logo,

dr(x’ - Xo)= ds(yo- ¥')

e, portanto

r(X" - Xo)=S(Yo- Y)

Essa igualdade mostra que r divide s(y,-y’). Mas, como r e s sdo primos entre si,
entdo r divide y,-y’, (pois se a e b sdo inteiros primos entre si e a |bc, entéo ajc.
Logo,

Yo- Y'=rt para algum t pertencente a Z. Levando em conta que r=a/d, entéao
y’=yo-(a/d)t

Agora, em consequéncia,

F(X’ - Xo) =S(Yo- Y’) =stt

Obtém-se

X'=Xo+ (b/d)t

Aplicacbes
e Determinar todas as solugdes inteiras da equacao diofantina linear de
(@) 56x+72y=40

Solucéo: Calculando 0 mdc(72,56)
72=56.1+16

56=16.3+8

16=8.2+0

8 = 56 — 163 = 56 — (72 -56.1). 3 = 56.4 — 72.3 = 56.(4) + 72(-3)
Temos: 40 = 85 = 56.(48) + 72(-35) = 56.(32) + 72(-15).
Solucéo particular: x, =32 e Yo =-15.

Todas as solugbes:- x = 32 + (72/8)t =32 + 9t e y = -15 - (56/8)t = -15 - 7t.
Resposta: -x =32+ 9%tey=-15-T7t

(b) 84x—438y=156

Solucdo: mdc(438, 84) = 438 = 84.5 + 18;
84 =18.4 +12;
18=12.1 + 6;



12=6.2+0

6=18-12.1=18— (84 —18.4).1 = 18.5 — 84.1 = (438 — 84.5).5 — 84.1 = 84(-26) +
438(5)=84(-26)-438(-5)

156=6.26=84(-26.26)—438(-5.26)=84(-676)—-438(-130)

Solucao particular: Xo = -676 e Yo = -130
Solugdes: x = -676 + (-438/6)t = -676 + 73ty = -130 — (84/6)t = -130 — 16t.

e Demonstrar que se a e b sdo inteiros positivos primos entre si, entdo a
equacdo diofantina ax — by = ¢ tém um numero infinito de solucdes inteiras e
positivas.

Solucéo: A solucéo geral da equacdo ax —by =c é x = xo+ (-b/d)t e y = yp — (a/d)t
onde Xo e Yo € uma solugdo particular e d = mdc(a, b).
As solucbes serao positivas se Xo + (-b/d)t >0 = xo —(b/d)t >0 = (b/d)t <X, (b e d
S&0 positivos) = t < Xo.d/b e yo — (a/d)t > 0 = t < ypd/a. Como t € menor que os dois
valores, existem infinitos valores para t e por conseguinte, uma infinidade de

solugdes inteiras e positivas para a equagao.

e Exprimir 100 como soma de dois inteiros positivos de modo que o primeiro
seja divisivel por 7 e o segundo seja divisivel por 11
Solucédo: De acordo com o enunciado, sejam 7x e 11y os dois inteiros positivos.
Temos entdo 7x + 11y = 100. Resolvendo 7x + 11y = mdc(7,11) = 1 temos:
11 = 7.1 + 4, 7 = 4.1 + 3; 4 = 3.1 + 1
1=4-31=4-(7-41)1=42-71=(11-71)2 - 7.1 = 7(-3) + 11.(2)
Como 100 = 100.1 temos 100 = 7(-3.100) + 11(2.100) = 7(-300) + 11(200)
As solugcbes sdo: x = -300 + 11t e y = 200 - Tt
Como x e y sao inteiros positivos -300 + 11t >0 =1t > 300/11>27e 200-7t>0
=t < 200/7 = t < 29. Portanto, t = 28. Neste caso temos x =-300+ 11.28=8 ey =
200 —-7.29 = 4. Os numeros sdo 7x = 7.8 =56 e 11.4 = 44. Resposta: 56 e 44.

e Determinar o menor inteiro positivo que dividido por 8 e por 15 deixa os restos
6 e 13, respectivamente.
Solucéo: Seja n 0 nimero inteiro positivo. Pelo algoritmo da divisdo temos: n = 8x +
6 e n = 15y + 13. Como n € positivo, 0S quocientes x e y devem ser positivos.
Assim, 8x + 6 = 15y + 13 = 8x — 15y = 13 — 6 = 8x — 15y = 7.



Uma solucdo particular imediata dessa equacdo € x = -1 e y = - 1.
O menor valor de n sera obtido ao tomar o menor valor de x e y que satisfaca a
equacdo 8x — 15y = 7. A solucdo geral da equagdo 8x — 15y =7 é: x = -1 + (-
15/t = -1 - 15t e y = -1 - (8/1)t = -1 - 8t (mdc(8,15) = 1)

Como X e y devem ser ambos positivos:
-1 -15t>0=>1t<-1/15 e-1-8 <0 =1<-1/8. Para satisfazer as duas
condices, t < -1/8. O menor valor positivo de x e de y ocorre entédo parat = -1.
Portanto: x = -1 -15(-1) = 14 e y = -1 - 8(1) = T.
Portanton =8.14 + 6 =118 oun =15.7 + 13 = 188. Resposta: 188.

e Uma garota recebeu R$ 50,00 para comprar dois tipos de lanches para um
piquenigue com suas amigas. Depois de pesquisar, conseguiu o0 preco de R$ 4,00
por hamburguer e de R$ 6,00 por mini-pizza. De quantas maneiras ela pode

comprar a sua parte do lanche para 0 piguenique?
Para resolvermos este problema devemos ter em mente que a solucdo precisa
envolver nimeros inteiros, pois a garota ndo pode comprar fracdo do hamburguer,

nem fracdo da mini-pizza. E, portanto tipico de uma equacdo diofantina.

Facamos x como sendo a quantidade de hambulrgueres eycomo sendo a

guantidade de mini-pizzas. Entao, temos que:

4 + o6y = 50, ou melhor, anda 2x + 3y = 25 ()

Como o mdc (2,3) = 1 e 1 divide 25, logo € possivel termos solucfes inteiras.

Uma solucéo possivel seria: x =2 e y = 7, pois de (I), temos
2(2)+3(7)=25

Seja um inteiro t. Observando os coeficientes de x e y (2 e 3, respectivamente) e

que 0 mdc(2,3) =1, podemos escrever que:

x=(2)+3t e y=(7)-2t

Como xy > 0O temos que 2 + 3t > 0 e 7 - 2t > O



Resolvendo cada uma delas temos que t > -2/3 e t < 35

Os valores inteiros detque se encontram no intervalo sdo: 0, 1, 2 e 3

Logo, as solugbes possiveis séo:
Quando t=0, temos X=2 e =7
Quando t=1, temos x=5 e =5
Quando t=2, temos x=8 e y=3
Quando t=3, temos x=11 e y=1

Ou seja, a garota poderia  comprar com 0S R$  50,00:

2 hamburgués e 7 mini-pizzas ou
5 hamburgués e 5 mini-pizzas ou
8 hamburgués e 3 mini-pizzas ou

11 hamburgués e 1 mini-pizza

e Uma peca de teatro vende ingressos e cobra R$7,50 por crianca e R$18,00
por adulto. Numa noite arrecadou-se R$900,00. Quantos espectadores assistiram

ao espetaculo, sabendo que havia mais adulto do que criangas?

Solucao: Seja x 0 numero de criancas, y 0 numero de adultos que assistiram.
Temos que resolver entdo a equacao Diofantina

7,5x + 18y = 900 sob a condigéo adicionaly >x =0 .

Ou seja, 15x + 36y = 1800 .

Observando-se ainda mdc(15, 36) = 3|1800, esta equivale a

5x + 12y = 600 (*).

Como (120, 0) é obviamente uma solugéo de (x), vemos que a solucao geral de (x)
€ dada por y = -5t

x =120 + 12t (te2)



De y > x =0 decorre -5t > 120 + 12t 2 0 e dai

-7,05...=-120 /17 >t 2 -120/12= -10,

ou seja,

-10<t<-7,05...,0que da

t

€{-10, -9, -8}

As 3 possiveis solucdes sdo entao:

x=0 X =12y X=24

y

50 =45 =40

e Uma pessoa foi ao banco para descontar um cheque no valor de X reais
e y centavos.

O caixa do banco errou na leitura do valor do cheque e pagou y reais e x centavos.
A pessoa guardou o dinheiro no bolso sem verificar a quantia. No caminho de casa,
ela gastou cinco centavos e quando chegou em casa verificou que tinha exatamente
o dobro do valor do cheque. Sabendo-se que essa pessoa ndo levou dinheiro

nenhum consigo quando foi ao banco, pergunta-se qual era o valor do cheque.

Dicas para a solucéo:
a) 1 real = 100 centavos, logo, x reais = 100x centavos.
Analogamente, y reais = 100y centavos.

b) o cheque de x reais e y centavos vale, pois, 100x + y centavos.

c) o valor pago pelo caixa, de y reais e x centavos vale, entdo, 100y + X centavos.

d) como a pessoa gastou 5 centavos e ao chegar em casa constatou possuir o

dobro do valor do cheque, é licito escrever. (100y + x) — 5 = 2(100x + vy)



e) Simplificando essa igualdade, vocé obtera 98x — 199x = 5, que € exatamente a

equacao diofantina resolvida no item 3.2 acima. Como a solugdo com dois digitos

decimais é X = 31 e
y = 63, é trivial concluir que o valor do cheque ¢é R$31,63.
Verificago:
Valor do cheque = 31,63
0] caixa pagou 63,31
Tirando os cinco centavos: 63,31 - 005 = 6326 = 2 . 31,63

Lembre-se que 5 centavos = R$0,05
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