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NOTACOES

a| be “a” divide “b”.
at b & anao divide “b”
x™ & a variavel x elevado a poténcia n.

a, < coeficiente de x"



INTRODUCAO: POLINOMIOS EM UMA
VARIAVEL

Dadas as notacoes, define-se um polinomio de
graun = 1, com coeficientes inteiros, isto é:

P(x) = a,.x™"+ a,_1.x" 1+ -a,.x+ ag
onde os a; € Z.



DIVISIBILIDADE E DIVISAO EUCLIDIANA

Dados polinomios d(x) e a(x), dizemos que d(x)
divide a(x) (e usamos a notacao d(x)|a(x)) se
existe um polinomio c(x) tal que a(x) =
d(x)c(x).

Esta relacao de divisibilidade possul as mesmas
propriedades que sao validas para os numeros
inteiros. Em particular, se d(x)|a(x) e d(x)|b(x),
entao d(x)|a(x)c;(x) + b(x)c,(x) para quaisquer
c1(x) e cz(x).



MDC

Com a relacao de divisibilidade entre polinomios,
podemos definir o mdc de dois polinémaios.

Dados a(x) e b(x), dizemos que d(x) € um mdc de
a(x) e b(x) se:

L. d(x)|a(x);

2. d(x)|b(x);

3. d(x) tem grau maximo entre todos os

polinomios que cumprem as duas condicoes
anteriores.



POLINOMIOS IRREDUTIVEIS

Dizemos que o polinomio nao constante p(x) é
irredutivel em R[x] (ou irredutivel sobre R, onde

R =C,R,Q ou Z) se é impossivel expressar p(x) como
um produto a(x)b(x) de dois polinomios a(x) e b(x)
em R[x] cujos graus sao ambos maiores ou iguais a 1.



OBSERVACAO

Nao faz sentido dizer que um dado polinémio p(x)
é irredutivel, simplesmente.

Para nos convencermos disso, basta olharmos um
exemplo. Seja p(x) = x* + 1. E facil ver que p(x)
é irredutivel sobre R. De fato, se fosse possivel
escrever x> + 1 = (ax + b)(cx + d), com

(ax + b) e (cx + d) de grau 1 e com coeficientes
reais, entdao x* + 1 teria duas raizes reais, o que
nao é o caso.

Por outro lado, sabemos que x* + 1 nao é
1rredutivel sobre C, pois

x> +1=(x+ D(x — 0.



OBSERVACAO

Polinomios 1irredutivels sao importantes porque
eles representam, entre os polinomios, o mesmo
papel que os numeros primos representam em Z.



CRITERIOS DE IRREDUTIBILIDADE

De acordo com o Teorema Fundamental da
Algebra os tnicos polinémios irredutiveis em Clx]
sao os polinomios de grau 1. Segue desse fato que
os polinomios irredutiveis em R[x] tem grau 1 ou
2 e um polinémio ax* + bx + ¢ € R[x] de grau

2 é irredutivel se, e somente se, A = b* — 4ac <
0.



LEMA (GAUSS)

Se p(x) € Z[x] € um polinomio irredutivel sobre
Z, entao p(x) também é um polinomio irredutivel

sobre Q.

A demonstracéo pode ser encontrada no livro
“Introducao a Algebra”, de Adilson Goncalves.



FERDNAND GOTTHOLD MAX EISENSTEIN

Matematico e professor nascido e morto em
Berlim, admirado por Gauss, apesar de sua vida
breve, 30 anos, contribuiu em estudos com
numeros primos, formas quadraticas e cubicas, o
teorema de reciprocidade de residuos cubicos e
particao quadratica de nimeros primos.




CRITERIO DE EISENSTEIN

O Critério de Eisenstein é uma "regra" que
permite classificar alguns polinomios com
coeflcientes inteiros como irredutiveis.



CRITERIO DE EISENSTEIN

Teorema (Critério de Eisenstein): Seja f(x) €
Z]x], com

f(x) = a.x"+ a,_1.x" 1+ a;.x+ a,.
Suponha que exista um primo p tal que:

Pt an;

pla;,Vi={0,1,..,n—1};

p*ta,.

Entao f(x) nao se escreve como produto de

polindmios de grau n = 1 com coeficientes inteiros.
Em particular, f(x) é irredutivel em Q.



EXEMPLOS

Exemplo (Gauss): Mostremos que p(x) = x4 —
2x"3 + 8x + 1 é irredutivel sobre Q.

Resposta:

Pelo lema de Gauss, € suficiente ver que o
polinomio ¢ irredutivel sobre Z. Uma fatoracao de
p(x) pode ser de dois tipos: um polinomio linear
vezes um polinomio de grau 3, ou entao o produto
de dois polindmios quadraticos.



Exemplo (Gauss continuacao)

Se existe um polinomio linear que divide p(x),
1sso quer dizer que p(X) tem uma raiz racional. As
Unicas possivels raizes racionais de p(x) sao 1 e
—1, e podemos ver facilmente que nenhuma dela é
raiz. Logo uma possivel fatoracao de p(x) s6 pode
ser um produto de dois polindmios quadraticos.
Seja entao:

p(x) = (x*"2 +ax + b)(x*"2 +cx + d),

com a, b, ¢ e d inteiros. Fazendo a distributiva e
comparando coeficientes, temos:



Exemplo(Gauss continuacao)

bd =1

ad +bc=8

ac+tb+d=-2

a+c=0.
Debd=1temosb=d=1oub=d=-1.Seb=d
=1, ficamos com ac = —4 e portanto

a =—c==2 e nao podemos ter ad + bc = 8. Se b =
d =—-1, obtemos ac=0, logpa=c=0

e novamente nao temos ad + bc = 8. Portanto a
fatoracao como dois polindmios quadraticos
também e 1mpossivel, e concluimos que o
polinomio p(x) é irredutivel sobre Q.



Proposicao 1.9. Seja p um nimero primo. Entao o polinomio
f(x) =xP $xP2 4t x 1
¢ irredutivel em Q[x].
Demonstragao. E um truque: faca a substituicdo x =y + 1. Observe que
f(x) é irredutivel em Z[x] & f(y) é irredutivel em Z[y]

(basta substituir y = x =1 em qualquer fatoragdo de f(y)): e como f(x) = (x"=1)/(x=1),
segue-se da formula do binomio de Newton que

)P =1
TSI T R AN

Agora uma grata surpresa: como p é um niimero primo, temos que p divide (¥) para cada
i=1,...,p=1 (este ¢ um bom exercicio!) e logo pelo critério de Eisenstein segue-se que
f(y) é irredutivel em Z[y], terminando a prova. 0




Exemplo 2. De acordo com a preposicao anterior,

encontrar o polinomio irredutivel no qual
cos(2P1/7) é raiz.

w=zeta 7=raiz primitiva 7-ésima da unidade
logo

como f(x)=x"7 - 1=(x-1)(x"6+x"5+...+x +1)

e w € diferente de 1, segue de f(w)=0 que
wro+wNb+...+w+1=0.

Tem-se que w_ = conjugado de w=w"6.

Seja x=(w+w_) = 2cos(2P1/7).



Exemplo 2(continuacao).

Logo

XN2=wr2 + 2w*w_+w_"2=w"2 + wrH + 2
X "3=w”"3 + 3w r2*w_ + 3w*w_"2 + w_"3
=w”"3 + 3w + 3w"6 + w4

=w”3 +3(w +w_) +w"4

=substituindo os possiveis "x"=
=w”"3+3x+w"4

(como w"4= - (W 6+w 5+w"3+w 2+w+1))

=3x - (W6 +w)-w"5-wr2-1

=2x - (W"5 -w"2) -1

=2x -(x"2-2)-1

=-x"2+2x+1

logo x"3 + x”2 - 2x -1 é tal que 2cos(2P1/7) é raiz

assim (x/2)"3 + (x/2)"2 2(X/2) 1 é tal que cos(2P1/7) é raiz.
Multiplicando por 8 fica

p(x) =x"3+2x"2-8x- 8

Esse polinomio é irredutivel por Eisenstein pois p(x+3) é
1rredutivel.



Exemplo 3. Tome f = x4 + 5x*3 + 10x*2 + 15x +
20. Pelo Teorema (aplicado com o primo p =5),
nao é produto de polindmios nao constantes em
Z[x]. Mais uma vez, como f & primitivo, f &
1rredutivel em Z[x].

Exemplo 4. Seja f = 6x"9 + 14x"2 + 28x + 14. Nao
podemos aplicar o critério para p = 2; mas para

p = 7 concluimos que f é irredutivel em Q[x]. Note
que f é redutivel em Z[x] (2 é um fator).

Exemplo 5. O polinomio x*3 + 3x + 9 é irredutivel
em Z[x] (considere médulo 2) mas o critério de
Eisenstein nao se aplica aqui.



