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Seminéario Semanal de Algebra

Notas de aula

1. Titulo: Subgrupos finitos de C*.

2. Breve descricdo da aula

A aula sera dividida em duas partes. Inicialmente, introduziremos as nocdes de
grupo, subgrupo, ordem e indice. Em seguida, apresentaremos exemplos de grupos,
grupos ciclicos, grupos abelianos e ndo abelianos, mas nos fixaremos nos conjuntos
numéricos que tem estrutura natural de grupo, tais como o grupo dos inteiros, dos
racionais e dos complexos.

E, finalmente, relembraremos propriedades dos ndmeros complexos C e
mostraremos que os subgrupos finitos de C*=C-{0} estdo contidos na esfera unitaria
S={zem C| |z| =1}.

3. Competéncia(s) desenvolvida(s)

Compreender algumas nocdes da teoria dos grupos.

4. Conteudo(s) desenvolvido(s)

e Defini¢do 1. Seja G um conjunto ndo vazio, munido de uma operag&o
binaria *.
GXG — G
(a,b) 2 ax*b
G é grupo se 0s axiomas seguintes sao satisfeitos:

(i) a,beG—sa*beG

(ii) Associativa: (a =b)*c =a=*(b*c)Vab,ceG

(iii)  Elemento Neutro: 3e eGla*e =e*a=a,Va VG

(iv)Elemento Inverso: 3a ' €eGla*a =al*a=e,Vae G

Observagdo: Se, a *b = b= a,Va,b € G, entdo G é abeliano.



e Exemplos de grupos:

G=(Z+);6=(Q+) 6=(R+),;6=(Q".) 6=(R".) 6= (L, +)
G =(C+).6 =(C%.)

Vamos primeiramente demonstrar que
G = (Z,+) é um grupo.

Demonstracdo: G # ¢, pois 1 € G. Sejam @, b e ¢ € Z. Temos que

(a+b)e E Vabe Z Logo Z é fechado.

EmG = (Z,+) vale aassociativa: (a,+b)+c=a+ (b+c),Vabece I
Elemento Neutro.a +e =e+a =a,Va € L,

O conjunto Z possui o elemento neutro € da adicao. Tome e = 0.

Elemento inverso:a+a™ ' =a"l+a=¢eVacC

0 conjunto Z possui inverso aditivo a~* . Tome a™* = —a.

Portanto o conjunto G = (Z,+) é grupo.
G = (@ +) é um grupo.

Demonstragédo: & # ¢, pois 1 € G. Sejam X, ¥ € @, mostraremos que @ é fechado
para a soma.

. - . baa,th
x=22,y=2=2coma,b,€Z eby,b, #0.entdo x +y="2+2 =22t
b, by b, | b, b, by
Associativa; (x +v) +z=x + (v +z),onde x = %,}r=? ez = = tal que
i z B

a,b,eZTeb;, #0.
fa (., £ b.(b,a, + bya,)+b,b,a
(x+}’]+z=(—1+—‘)+—3= 3 (batty ¥ b1) + bybyas
b, b, b, b,b,a,
B byb,a, + b;ba, + b b,a, B bb,a, +b,(ba, + b, a;)
B b,b,a, B b,b,a,
_ay  (bya; +ba;) a, (ﬂ': ﬂa) _
_b1+ bab, —bl-I- b2+b3 =x+(y+z)
Elemento Neutro: x +e =e+x=x,Vx € Q
Tomee =0,assimx+0=04+x=x
Elemento inverso: Verificaremos que dado x € @3 x 1 e @x+x 1 =x"1+x=0
2pxt=0tomex = (22) Assim 4 xTt=xTt 4+ =0

a,
by

Portanto G = (@, +) é um grupo.
G = (R,+) é um grupo.

Demonstragédo: G = ¢, pois 1 € K. Sejam X,y € &, temos que x+ye R.



Em G = (R,+) valeaassociativa: (x + y)+ z=x+ (v +z),Vx,yez e R,
Elemento neutro: O elemento neutroem R €0, poisx +0 =0+ x = x: ¥x € R.
Elemento inverso; Dado x € R, existey € R, ¥y = —x, tal que
x+(—x)=(—x)+x=0

Portanto ¢ = (I, +) é um grupo.

G = (R*,.) é um grupo

Demonstracdo: G # ¢, pois 1 € R*, Sejam X, ¥ € R", temos que X.y € R*, ¥x, v € R",
Em G = (R",.) também vale a associativa: (x.v).z = x.(y.z),Vx,yez e R",
Elemento neutro: O elemento neutro em E* é 1, pois

x.1=1.x =V¥x e R*,

Elemento inverso: Dado x € R* existey € R*, y = i tal que:

Z..t)é grupo conhecido por grupo aditivo das classes dos restos, onde
T 2, 3,..m— 1,} e asoma é definida por:

Demonstracéo: Z,,, # ¢, pois1 = Z,,.

Z,, é fechado, pois:@a+b=a+beZ,,.

Associativa: (@ + b)+é=(a+b)+é=a+b+tc=a+b+c=a+(d +c)=
a+(b+¢).

Elemento neutro: O elemento neutro em (Z,,, +) é 0, pois:
a+0=0+a=aVvaci,

Elemento inverso: Dado @ = E existe b= R*, b =m—a, tal que:

a+b —r:r,-l-m—a—m— =0.

Portanto G = (Z,,,,+) é grupo.
G=(C* ) éum grupo.

Demonstracdo: Temos que G # ¢, pois 1 € G. Agora sejam z4,2,, z3 € G tal que,
zy =a,+ byi; z, =a, + byi; z, =ay; + byi,coma;, b; € Zea;+ b,
simultaneamente. Assim Zy 2= (ay + byi)(a,+ byi) =
(a, a; + a, byi + by a,i b b,) = (aya,— byb,)+ (ay b, + by a,)i €6G. Logo
G é fechado.
Associativa: ( z3. z5). 23 = 24.( Z5. Z3)
[(ay + byi)(ay+ byi)](az + bsi)
=[(ay a; — byby) + (ay by + by a;)i] (a3 + byi)

{[(ay az — byb,;) az — (a; b, + by a;)( by)] +
i[(aya;— byby) by +(ay b, + by ay) ag]}

= (ay+ byi)[(as+ byi)( ag + byi)]
Elemento Neutro: z;. e =e. z; = z4



Basta tomar e = 1 + 0i, pois: ( a; + byi)(1 + 0i)= (1 + 0i)( ay + byi)=(a,+ byi)
Elemento Inverso: z,z, ™ = z;7'z; =1+ 0i
Basta tomar z, 7t = =+

Portanto, G=(C*, ) elE[J:n grupo.
e Subgrupos.
Definicdo 2. Seja (G.*) um grupo. Se ¢ = H € G, com a operacao* é um grupo,
entdo H é um subgrupo de &.
Notacdo: H = G.
e Ordem e indice de um grupo.
A ordem de um grupo G, € a quantidade de elementos de G.
Notacdo: |G|
o Definicdo 3. Sejam G um grupo, H = G. Definimos como classe lateral
a esquerda de H em G, o0 seguinte subconjunto a = H de Glag G.
a*H={a=*h|he H}
De modo analogo, definimos,
H=a={h=alhe H}, onde as G, como classe lateral a direita de H em G.
Seja G /H o conjunto das classes laterais, entdo o nimero de elementos distintos
de G /H é chamado indice de H em G.
e Definicdo 4. Seja G um grupo. Dizemos que G € ciclico se existe
acG, talque G = {a” [n€ I},
Notacdo: G =<t a ==, G é dito, gerado pelo elemento a.
Observacdo. Se G é aditivo, a poténcia de base a e expoente n é denotada por na.
e Exemplo 2.1. 6={—1,1,i,—i}é um grupo ciclico, gerado por i.

Demonstracdo: G € grupo, pois:

G # @ vistoque 1 = &. Temos que & também é fechado em relagdo & multiplicagéo,
istoé,a,beG —+a.beGVabe G.

G ¢ associativa, pois (a.b).c = a.(b.c)Va,b,c €G
G possui elemento neutro, tome e=1
G possui elemento inverso, isto ¢, cada elemento de & tem inverso.

(1t=1
(-1 t=-1
(Yt =—i

()t =i



Agoratome ! € G Assim,

{
i
i -1

it=i%i=(-1)i=—i

1
{

L= I =]

Logo & é um grupo ciclico gerado por i.
e Exemplo 2.2. O grupo (Z,+) é ciclico infinito gerado por 1.
Z=<=1>={nl|ne Z}.
e Propriedades dos nimeros complexos.
Sejam z, e z, € C*.
P1) z,7; = |z4°
P2) lz424| = |24]l25]
P3) |z,| = |z,|* com k £ N.
e Teorema 1. Seja H<(T*, ), |[H| < o, comn = |H|e n € N. Entdo existe
k <mn,talque z¥ = 1,com n, k € N.

Demonstracéo do Teorema 1.
Observe que existe k < n, tal que z* = 1. De fato, considere o conjunto
{z,2%,2% ..,z""1}. Dai existe i, € {z,z%, 2%, ...,z""*}, sem perda de generalidade
C T
i \ . - . 3"' .- ] .
podemos supor i < j. Assim, z'=z7 = j—l ===1=z"Tomek=j—i=1=z"

4

e Proposicédo 1.Sez = H, entdo |z| = 1.
Essa Proposi¢do mostra que todos os nimeros complexos pertencentes aos
subgrupos finitos de (C*, .) estdo contidos na esfera unitaria.

Demonstracéo da Proposicao 1.

Suponha que |z| # 1. Dai, |z| = 1 ou |z| < 1. Por outro lado, existe k £ N, tal
que z¥ = 1. Aplicando a norma em ambos os lados, temos:

|z¥| = |1] = |z.z....z| = 1= |zl|z] ...|z| = Iz|* = 1, 0 que é um absurdo em
ambos os lados, portanto |z| = 1.

Em geral, todos os subgrupos finitos de (C*, .) que estdo contidos na esfera
unitaria, podem ser descritos da seguinte forma:

izhm

H,={zeC'talquez=e n enec N onde0 < k=<n-—1}

5. Recursos /Materiais Utilizado
Quadro e giz.
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