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1. Resumo

Neste seminario, foi demonstrado de uma maneira mais fécil e didatica, como efetuar
calculos de poténcia de matrizes semelhantes a uma diagonal. Para isto, foram lembrados
alguns conceitos basicos da algebra linear, como: espaco vetorial, subespaco vetorial, base
vetorial, transformacdo linear, diagonalizacdo de operadores e autovalores e autovetores.

Tendo em mente estes conceitos, foram calculadas as poténcias de matrizes.

2. Embasamento Tedrico

2.1 — Espaco Vetorial

Seja V um conjunto néo vazio, sobre o qual estdo definidas as operacdes de adigédo e
subtracdo por um escalar, isto ¢,
YuveV, utveV

YoeR YueV,aueV

O conjunto V com essas duas operaces € chamado espaco vetorial real (ou espaco

vetorial sobre REAIS) se forem verificadas as seguintes propriedades:

A) Em relacéo a adigdo:

A)U+Vv)+w=u+(v+w), YuveweV,;
A)u+v=v+u YuveV;
A;)J0eV, YueV,u+0=u;
A)¥YueV,I(ueV,u+(-u)=0.
M) Em relacdo a multiplicacéo para escalar:
My) (op)u = a(Bu);
My) (o + B)u = au + Bu;
M3) a(u + v) = au + av;

M4) lu=u.



Para ¥ u,veVe Vo, peR.

Exemplo 1.

O conjunto V = R? = {(x,y)/ x, y € R} é espaco vetorial com as operacdes de adicéo e

multiplicacdo por um numero real definidas por:
(X1,y1) + (X2,¥2) = (XatX2,y1+Y2)
a(X,y) = (ax,ay).
Solucéo:

Devemos verificar as oito propriedades. Sejam u = (X1,y1), V = (X2,Y2) € W = (X3)Y3)

pertencentes a V.
Ar (U +V) +w=[(x1,y1) + (X2,y2)] + (X3,Y3)
= (X1 + X2, Y1t Y2) + (X3,Y3)
= (X1t X2+ X3, Y1+ Y2+ Y3)
= (Xu,y1) + (X2 + X3, Y2 + ¥3)
= (Xuy1) * [(x2,y2) + (X3,ys)] =u + (v +w)
Az U+ V= (X,y1) + (X2,y2)
= (X1 + Xz, Y1t Y2)
= (X2 + X1, Y2+ Y1)
= (X2.y2) + (X1.y1)
=v+u
Asz. 3 (0,0) =V, tal que:
u+0=(xy,y1) + (0,0

= (X1y1) =u



A4 d(-u) € V, tal que:
U+ (-u) = (Xo,y1) + (-X1,-y1)
= (X1-X1y1-y1)
=(0,0)
M. (ap)u = a(pu)
(aB)(x1,y1) = ((aP)x1, (aB)y1)
= a(Px1, Py1)
= a(B(x1y1))
= a(Bu)
M. (o + B)U = au + Bu
= (a+ B)(XwY1)
= [(a+ B)xu, (@ + B)yi]
= (axy + Bxa, ays + Bys)
= (axy, aya) + (Bx1, By1)
= ou + Bu
Ma. a(U + V) = au + av
a(u + V) = a ((X1y1) + (X2, ¥2))
= (X1 + Xo, Y1+ V)
= (axy, ays) + (aXz, ayy)
=ou+ov
Ma lu=u

1 1tal que:
1u=1(X1,y1) = (X3,y1) = u



Portanto, V = R? é espaco vetorial.

2.2 — Subespaco Vetorial

Um subconjunto S, ndo vazio, de um espaco vetorial V, é um subespaco se forem

satisfeitas as seguintes condicdes:
A,;) Para qualquer u, v = S, tem-se que:
u+ves;
A») Para qualquer o € R, u € S tem-se que:
ou = S.

Obs.: Todo espaco vetorial V admite pelo menos dois subespacos: o conjunto {0},

chamado subespaco nulo, e o préprio espaco vetorial V.

Exemplo 2.

Sejam V= R%e S={(x,y) € R?/ y=2x} ou S={(x,2x); X € R}.
Solucéo:

Sendo S # 0, pois (0,0) € S.

Devemos verificar as propriedades a e b. Para isso, sejam u = (X1,y1) e V= (X2,y2) € Se

o= R;

a) ueS=>u=(Xg, 2X1)
VeES=>V=(Xy 2Xp)
U+ V= (X1, 2X1) + (X2, 2X2)
= (X1 + X2, 2X1 + 2X3)
= (X1 + X2, 2(X1+ X)) €S
Logou+veS.
b) ou = a(xi, 2X;1)
= (0x1, 20X1) € S

Logo ou = S.



Portanto S é um subespaco vetorial de V.

Exemplo 3.

Solucéo:

Sejam V= R%e S={(x,y) € R®/ ax + by + cz=0}.
Sendo S # 0, pois (0,0) = S.

Devemos verificar as propriedades a e b. Para isso, sejam u = (X1,y1,21) € V = (X2,¥2,22)

=Sea=R;

a) usS=>ax;+hy;+cz;=0
veS=>ax,+hy,+cz; =0
Somando as duas igualdades:
a(X1+ X2) +b(y1+Vyz) +c(zi+2)=0€S
Logo, u+Vv=(X1+ Xz, Y1+ V¥22Z1+23) €S
b) aueS
usS=>ax;+by;+cz;=0
au =>aox; + bay; + caz; =0 S

Logo ou = S.

Portanto S é subespaco vetorial de V.

Exemplo 4.

Solucéo:

Sejam V= R*e S={(x,y,z,0): x,y,z € R}.
Sendo S # 0, pois (0,0) € S.

Devemos verificar as propriedades a e b. Para isso, sejam u = (X3,y1210) e v =

(X2,Y2,22,0) ESea £ R;



a) UeS=>(Xyy1,210)
V €S =>(X2,Y2,22,0)
U+V=(X+ X, Y1+Y221+2,0) =S

Logou+veS.

b) aueS

ou = (ox1, ayg, 0z; 00) € S

Portanto S é subespaco vetorial de V.

2.3 — Base Vetorial
Um conjunto B={v, vy, ..., Vn} ¢ V é uma base do espaco vetorial V se:

A)B é L.I. (linearmente independente — se ha uma combinacao linear do tipo:

av+  +avpa=0queimplicaquea;=a;=... = a,=0);

B) B gera V.

Exemplo 5.
Verifique se B = {(1,1), (-1,0)} é base de R?.

Solucéo:

a) BéL.l
a1(1,1) + a(-1,0) = (0,0)
ai—a=0
aa=0a=0
Portanto, B é L.1I.

b) B gera R?
Para todo (x,y) € R?, tem-se que:
(x,y) =a(1,1) + b(-1,0)
a-b=x=>b=y-x

a=y



Portanto, (x,y) = y(1,1) + (y - X)(-1,0).
Como a) e b) sao validos segue que B é uma base de R.

Exemplo 6.
O conjunto B={1,x,x?,...,x"} é uma base do espaco vetorial P,,
Solucéo:

a) BéL.lL
apl +aX + aX?+ ... +ax"=0
Tem-sequeag=a;=a,=..=a,=0.
Portanto, B é L.I.

b) B geraP,
Para qualquer p € Py, tem-se que:
p=aol +aX +ax’ + ... + ax"
Logo, B gera Py,
Portanto B é uma base para Pp.

2.4 — Transformac0®es Lineares

Sejam V e W dois espacos vetoriais. Para dizer que T é uma transformacao do espaco
vetorial V no espaco vetorial W, escreve-se: T: V > W.

Definicdo: Sejam V e W espacos vetoriais. Uma aplicacdo T: V > W é chamada
transformacéo linear se:

)] Tu+v)=T()+T(v),comueveV.

i) T(k.u) =k. T(u),comk e Reu€ V.

Exemplo 7.
Seja V = Rz e W = R3. Uma transformacdo T: R? - RS3 associa vetores v = (X, y) com
vetores w = (X, ¥y, z). T: R2 &> R3 definida por: T(X, y) = (3%, -2y, X — y) € uma

transformacéo linear?



Solucdo: uev eV, tal que u = (X3, Y1) e V= (X2, ¥2)

*TUu+v)=T(u) +T(v)

T(Xt X2, Y1 +Y2) = T(Xy, Y1) + T(Xz, ¥2)

(3X1+ 3X2, -2y1— 2¥2, X1+ X2 — Y1—Y2) = (3X1, -2Y1, X1— Y1) + (X2, — 2¥2, Xo— Vo)
(3X1+ 3X2, -2Y1— 2Y2, X1+ X2 — Y1— Y2) = (X1 + 3X2, -2Y1— 2Y2, X1+ X2 — Y1- Y2)

*T(k.u) =K. T(u),comkeReu€eV.
T(le, kyl) = (3kX11 - 2ky11 le - ky]_) =k (3X1, -2y1, X1 — Y1)

Como as duas condicdes foram satisfeitas, comprova-se que T(X, y) € uma

transformagcé&o linear.

Exemplo 8.
T: R - R definida por x 2 T(x) = 3x + 1 é uma transformacéo linear?

Solucdo: uev eV, tal que u = (Xx1) e v=(xXp)

*TU+v)=T @) +T(V)

T(X1t+ X2) = T(Xy) + T(X2)

(B(xg +x2) +1)=(Bxy + 1)+ (3xp + 1)
3X1+ 3%, +1#£3x1 +3Xp+ 2

Como ndo satisfaz a primeira condicao, a transformacao ndo € linear.

Teorema: Sejam V e W espacos vetoriais e T: V > W uma transformacdo linear,
entdo T(0) = 0.

Exemplo 9.

Verifique se T: R* > R?definida por T(x, y, z, W) = (x +y + 1, z— w -2), é linear.
Solucéo:

Pelo Teorema descrito acima, T(0) = 0 para que a transformacao seja linear.

T(0) = (1, -2).

Como a transformacéo do vetor nulo ndo resulta em um vetor nulo comprova-se que a

transformacéo néo ¢é linear.



2.5 — Autovalores e Autovetores

Defini¢do: Sejam V um espaco vetorial e T: V— 7 um operador linear. Dizemos que
um escalar A é um autovalor de T, se existe um vetor ndo nulo v € V tal que T(v) = Av.
Neste caso, dizemos que v € um autovetor de T, associado ao autovalor A.

De um modo geral toda transformagdo T: R>—R? v— av, o # 0 tem o como autovalor
e qualquer (x, y) # (0,0) como autovetor correspondente. Observe que T(v) € sempre um
vetor de mesma direcao que v.

1)a<0, T inverte o sentido do vetor.
2)l al>1, T dilata o vetor.
3)l al<1,T contrai o vetor.

4) a=1, T é a identidade.

Exemplo 10.

Seja T: R>>R? onde

(%, y) =T(x, y) = (4x+5y, 2x+y).
Verifique se v=(5,2) é um autovetor de T.
Solucéo:

Por definicao,

Tv=Av

Tv=T(5,2) = (4(5)+5(2), 2(5)+2)

=T(5,2) = (30,12) =6(5,2) =6v

Logo, v=(5,2) é um autovalor de T e A=6 ¢ 0 autovalor associado a v.

Exemplo 11.
Considere agora v= (1,1). Verifique se v é autovalor do operador T.
Solucéo:

Tv=Av



Tv=T(1,1) = (4(1)+5(2), 2(1)+1)
=T(1,1) =(9,3) =3(3,1)
Logo, Tv#Av.

Portanto v(1,1) ndo é um autovetor de T.

2.6 — Autovalores e autovetores de uma matriz

Consideremos de agora em diante, apenas os espagos vetoriais onde V = R" e as
operacdes lineares definidas por:

T:R">R"

v — T(v) = Av

onde A é uma matriz quadrada de ordem n.

Por definicdo, v # 0 € um autovetor de T se:

T(v) =Av.

Assim, T(v) = Av = v

Equivalentemente,

Av - kv =0 < (Av - Alv) = 0, onde | é a matriz identidade (Iv = v).
Assim, podemos escrever:

(A - Al)v = 0 (sistema linear homogéneo)

Queremos determinar as solugdes ndo nulas do sistema homogéneo, ou seja,

Det (A - AI) =0.

Exemplo 12.

. 1 4 :
Seja A:[z 3), determine os autovalores e autovetores de A.

Solucéo:



Det(A-A)=0

(* ; A , 4 )) = (@) (3-2)-8=0

=3-A-32+1%-8=0

=\2-4)\-5=0

As raizes sdo A1=5 ¢ A2=-1, ou seja, .=5 e A2=-1 sdo0 os autovalores da matriz A.

Calculando os autovetores v associados a A;=5 tal que

Av=2\v

(5 3) -0
(G 3 G0

{—4x+4}r=ﬂ -
2x —2y=0 X7

Portanto, os autovetores associados a A; = 5 sdo os vetores v= (X, x), X #0 (ou v= (y,

y))-

Para A2=-1, temos:

G 3 E=16)

Portanto, os autovetores associados a A, =-1 sdo 0s vetores v= (X, -1/2x), x #0 (ou v=
-2y, y)).

Exemplo 13:

, 0 6 .
Seja A :(_ 1 5), determine os seus autovalores e autovetores:

Solucéo:
Det (A-AI) =0

0— A 6 __ 2, g2 _
("7t o0, st 6=22506=0

As raizes s3o A;=2 e A2=3, ou seja, M=2 ¢ A2=3 s30 os autovalores da matriz A.



Calculando os autovetores v associados a A;=2 tal que

Av=)\v

(_01 E} (i): 7‘(;)
(_01 E} (;):2 (j)

rn+@=n

—x+3y=20 —x=3y

Portanto, os autovetores associados a A; = 2 S0 os vetores v= (X, 1/3x), x #0 (ou v=

3y, ¥))-

Para A, = 3, temos:

(_01 E} (1)27‘(;)
(5 D=0 T Zoe

Portanto, os autovetores associados a A,=3 sdo vetores da forma v = (x, 1/2x), x # 0

(ou v=(2y, y).

2.7 Quando uma matriz € diagonalizavel

Uma matriz é diagonalizavel se ela obtiver tantos autovetores distintos quanto for a
dimensao do espaco e seguir esta forma:
A=PDP™
onde A é a matriz, D a matriz de seus autovalores na diagonal principal, P a matriz dos
autovetores, e P a matriz inversa dos autovetores.
Dada uma matriz A, podemos sempre também formar uma transformagéo linear do
tipo T(v)=Av. Por isso, também dizemos que A é diagonalizavel se, e somente se, a

transformacéo linear T definida por T(v)=Av for diagonalizavel.

Exemplo 14:



o 0 -2
Verifique se A é diagonalizavel, A:(1 2 1 )

1 0 3
Solucéo:
Det (A-AD) =0
0D—A 0 -2
= 1 2—-A 1 J
1 0 33—

Resolvendo o determinante atraves da regra de Sarrus, obtemos a equacao:

= (1) (2-1) (3-1) +2(2-1) = (2-) [(3-1) (-1) +2] = (2-1) [A*-30+2] = (2-1) [(2-}) (1-D)]
= (2-1)*(1-1) =0

Obtemos, assim, a Equacdo caracteristica: (2-1)°(1-A) =0, que tem como autovalores
7\,1:2, 7\,2:2 [§ 7\,3:1.

Autovetores
7\,1: 7\,2:2 — V1= (-1, 0,1), Vo= (O, 1,0)
ng V3= (-2, 1,1)

Existem trés autovetores linearmente independentes, portanto A é diagonalizével.

3. Poténcias de matrizes

Calcular a poténcia de uma matriz nem sempre é uma tarefa facil. Perceba que calcular
A"equivale a multiplicar A por A por A n vezes. A seguir explicaremos como calcular a n-
ésima de uma matriz diagonalizavel de um modo relativamente simples.

Em primeiro lugar observamos que se D for uma matriz diagonal entdo, calcular D" é
bem simples. Se D € diagonal,



a 0 ... 0
0 az ... 0

0 0 ... ay

entao N
ap 0O ... 0 ay 0 ... 0
0 a; ... 0 0 ay; ... 0
D" = S . = . :
0 0 ay 0 0 att
Observamos que se A é diagonalizavel e D sua forma diagonal,
A=PDP*!
temos,

A2 =AA=FPDPYHPDPH=PD?*P
onde calcular D% como vimos, é muito simples.

Em geral, se A é diagonalizavel, como acima, indutivamente podemos escrever
que:

A"=pD"P*

Exemplo 15:

o 0o -2
Calcule A% onde A:(l 2 1 )

Solucéo:

Det (A-Al) =0

0—A 0 —2
1 2—2 1
1 0 3 -

Resolvendo o determinante através da regra de Sarrus, obtemos a equacgéo:

= (1) (2-1) (3-1) +2(2-1) = (2-1) [(3-1) (-1) +2] = (2-1) [A*-31+2] = (2-1) [(2-}) (1-D)]
= (2-1)°(1-1) =0



Obtemos, assim, a Equacéo caracteristica: (2-1)°(1-A) =0, que tem como autovalores
7\,1=2, 7\,2=2 € 7\,3:1.

Autovetores

M=2=2 — v;= (-1, 0,1), vo= (0, 1,0)

Aa=Vv3=(-2,1,1)

-Existem trés autovetores linearmente independentes, portanto A é diagonalizavel.

-1 0 -2
P:( 0 1 1 ) Matriz dos autovetores que diagonaliza A.
1 0 1

1 o 2
P'lz( 1 1 1 ) Matriz inversa dos autovetores de p.
-1 0 -1

1 0 2%/0 0 —=2y/—-1 0 =2\ /2 0 0
D=PAP=[ 1 1 1 ||1 2 1 0 1 1 lo 2 ol Matriz dos
-1 0 -1/\M o0 3 1 0 1 0 0 1

autovalores de A.

Para calcular a poténcia de uma matriz diagonalizavel, utilizamos a seguinte férmula:
A"=pPD"P*!

Queremos calcular a poténcia de uma matriz elevada a 2013.

A013_pp2013p-1

-1 0 =272 0 W3 y1 0 2
A®=3013[ 0 1 1 |0 0 1 1 1
1 0 1/\ 0 1 -1 0 -1

—1 0 -2\ /2% 0 1 0 2
APB=l o0 1 1 p 2013 0 1 1 1
1 0 1 0 0 12013/ -1 0 -1

Que é mais facil da calcular.

[

]

Exemplo 16:

23 (4 4
Calcular A ondeA—(1 4)

Solucéo:



A matriz A tem como autovalores A;=2 e A,=6 com respectivos autovetores vi= (2, -1)

€ Vo= (2,1)
Portanto, a
(2 0\ (2 2\ 4 [(1/4 —1,»*2)
D‘(n 5}"3'(—1 1)ep '(1;4 1/2
AZB—pp2p-L

23 —
=20 C Y (Te 15
~ 23 1/4 —1/2
Azg_(—zl i)(zu 623)(13“4 1;2)

Que é mais facil de calcular.
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