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Resumo

Dados um grupo G e um anel R, vamos usar as operacdes de G e R para construir um novo anel RG

chamado anel de grupo de G sobre R. Por fim, veremos sobre quais condi¢des o anel RG é comutativo.
Introducéo

Anel de grupo é um assunto antigo na historia da Teoria Abstrata de Grupos, aparecendo implicitamente
num artigo de A.Cayley em 1854, e posteriormente formalizado por T. Molien em 1897. Na atualidade, este
assunto é bastante pesquisado, ocupando lugar importante em reunies internacionais de teoria: de grupos,

anéis, algebras e representacdes, e sdo publicados diversos artigos relacionados a esse assunto.
Preliminares
Definicdo: Dizemos que um conjunto ndo vazio G juntamente com uma operagdo binaria
=: GG — G, (a,b)|—=a=bhb
é um grupo se satisfaz as seguintes propriedades:

1. dadosa,b,c € G,tem-sea=* (b=c) = (a=b) =c;
2. existe le Gtalque1*a=a=*1=a, paratodoa € G;
3. VaeG,existebe G, talquebsa=a=h=1.

Dizemos que um grupo G € abeliano, quando a=bh =h=aVab€G.
Exemplo: O conjunto
Sg:={f:{1,2,3} = {1,2,3}| f ¢ uma funcio bijetora} = {f1,£2,...,f6}.
€ um grupo se considerarmos a composicao de fungdes como a operacdo binéria no conjunto Sz De fato,

é fechado para operagdo de composicéo, pois é bastante conhecido que a composi¢do de duas bijecoes é
uma bijecdo. Tambem e conhecido que a coposicdo de fungdes € associativa. Ora, S3 possui elemento

neutro que ¢ a fungéo identidade de conjunto {1,2,3}. Por fim, sabemos que toda bijecdo possui inversa.

Defini¢do: Um anel é um conjunto A com pelo menos dois elemento, munidos de uma operacao

denotada por +( chamada adi¢do) e de uma operagdo denotada por @ (chamada multiplicagdo).
+: AxA = A (a,b)|—= a+b

w:AxA = A (a,b)|— asb
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As quais devem satisfazer as seguintes condicoes:

1) (A,+) é um grupo abeliano.
2) Vab,c €A vale: as (bec) = (ash) oc
3) Vabc€A vale:as (b+c) = ash + asce(b+c)sa =hea + cra

4) VX€EAexistele Atalque lex = xexel =x

Exemplo: O conjunto Z,= {0, 1} com as operagdes ( +, ®) cujas tabuadas sdo dadas nas tabelas abaixo

é um anel.
+ 0 1 ° 0 1
0 0 0 0 0 0
il 0 i 1 0 1

Anel de Grupo

Seja G={g,,8,.85 ....24} Um grupo finito , e R um anel. Denotaremos por RG o conjunto de todas

as somas formais da forma:
2. a;g;,ondea eReg G, 0U Seja,
n
RG = [Zaigl I a,eReg el
i=1
Dados dois elementos de RG, a = X, a;g;, B = XL,b;g;, definimos a soma o< +4 por
a+p =2k ag)+( Zjn=1bjgj) =21(a; +b;)g €RG
e a multiplicacédo «. £ por:
n n n n
= (Z a;g; ). (Z bjgij = Z Z(aibjgl gj:] eRG
i=1 i=1 i=1 j=1

Proposi¢do: O conjunto RG, com as operagdes definidas acima € um anel conhecido como anel
de grupo de G sobre R.

Observagoes:

1) Elementos de RG que possuem coeficiente(elementos de R) igual a zero serdo desconsiderados,
por exemplo, 0g, +0g, + a,g; = a,g;

2) Por simplicidade, identificaremos 1,2, = g, para todo g; € RG.



Definigdo 1: Sejam
a= XiL,;ag, B= LL,bg elementos de do anel de grupo RG.
Dizemosque « = = a; = by, a, = by,a; = by, ...,a, = b,.
Perguntas

Pergunta 1: Quem é o elemento neutro multiplicativo (1. = 1) de RG?

lzc = 1y .1, poOis

mn

n
[1R'1G} (Zalglj = Z 1ga;1g8;: = Z 3; 84
i=1

i=1
Pergunta 2: Quem € o inverso aditivo de a. em RG?
sea= X a,g = —a=XL,(—3)g,.
De fato,
a+(—a) = X, (3 + (—3))g = L=, 08, = 0=0g; + 0g; + -+ 0g,= Orc
Pergunta 3: Quando RG é comutativo, ou seja, quando que aff = Ba,¥ o, € RG?
Se RG for comutativo entdo para e = ag;, = bg; tem-se:
aff = B
af = (ag;)(bg,) = ﬂbgigj
Ba = (bg;)(ag;) = bag;g;
= ab=ha,vab € R = R comutativo
= 2;8;= g8,V 2;,8; € G = G comutativo
Ou seja, RG é comutativo se, e somente se, R é comutativo e G € abeliano.

Exemplo de Anel de Grupo
Z,S; = {Zaiﬂ la,e{0,1},feS;)
i=1

A)  (Of)+ (Of,+ (If,))=(0+0)f,+ 1f.=Tf,

B)  (Of,+1If,+ 0f;)+(0f, + 0f,)=(0+ 0)f, (I+ T)f, Of;=0

C)  (If)(0f,+ If)=T.0f, f,+ 1.1f, f,=1f,_f,

D)  (If,+0f,)(Af,+16+1f,)=1If, f,+ L1f, £,+TIf, f,+0.1f, f,+0.1f, f,+1.1f, f= If, f,+1f, f,+



E) (CR+0AR+1I[)=0+ 0L+ 1f=1f;
) 004+ 16)=0.0f 4L+ 0.1f,6=0
G) (ARWOL+1I14+16)= 10 i+ QDS L+ (LD L= (DS i+ (DL

n
Z,S; = {Zaiﬂ 1a,e{0,1,2, 3} feS,;]
i=1

A) (2£,)(0f; + Tf, + 2) = Of,_f, + 2f, f, + Of, f. = 2f, f,
B) (3f, + 26,)(If, + 2f.) = 3f, f, + 2f, f + 2f; f, + Of; f; = 3f, f, + 2f, f- + 2f; f,
C) (2f,) + (0f, 4+ 3£) = (Z+ 0)f, + 3f. = 2f, + 3f,

n

Z,Q; = [Zalﬂ la,e{0,1,2,3} e SEIE Q. ef¥1,%, 5, g

i=1
A) (2i) + (2i+ 3j) = Di+ 3j
B) (1k) + (Zk) = 3k
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