V Workshop de Algebra
UFG-CAC

S6 Funcoes |

Francismar Ferreira Lima
Universidade Tecnolégica Federal do Paranad (UTFPR)

09 de novembro de 2016

1/43



Planejamento da Apresentacdo

© Produto Cartesiano

© Relacio Binaria

© Funcées

@ Grafico de uma Funcio

© Funcio Composta

@ Injecio, Sobrejecdo e Bijecdo

@ Funcio Inversa

2/43



Produto Cartesiano

Definicdo

O produto cartesiano entre dois conjuntos A e B n3o-vazios é o conjunto
Ax B={(a,b):a€ A be B}

O elemento (a, b) € A x B é chamado par ordenado. Dizemos que
(a, b),(c,d) € A x B sdo iguais, i.e.,

(a, b) = (c,d) se, e somente se, a=ce b=d.

Caso A= () ou B = (), entdo definimos A x B := (.
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Produto Cartesiano

Definicdo

O produto cartesiano entre dois conjuntos A e B n3o-vazios é o conjunto
Ax B={(a,b):a€ A be B}

O elemento (a, b) € A x B é chamado par ordenado. Dizemos que
(a, b),(c,d) € A x B sdo iguais, i.e.,

(a, b) = (c,d) se, e somente se, a=ce b=d.

Caso A= () ou B = (), entdo definimos A x B := (.

Observacio

Veja que A x B # B x Al
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Produto Cartesiano

Exemplo
Sejam A ={1,2,3} e B={-1,5}. Ento,

Ax B={(1,-1),(1,5),(2,-1),(2,5),(3,-1),(3,5)}.

e

BxA= {(_17 l)a (—1,2), (_173)a (5’ 1)7 (5a2)’ (573)}~

5/43



Produto Cartesiano

Exemplo
Sejam A ={1,2,3} e B={-1,5}. Ento,

Ax B={(1,-1),(1,5),(2,-1),(2,5),(3,-1),(3,5)}.

e

BxA= {(_17 l)a (—1,2), (_173)a (5’ 1)7 (5a2)’ (573)}~

} ) } e B = {x,0}. Entdo,
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Relacdo Binaria

Definic3o

Dados dois conjuntos A e B, uma relacdo binaria r de A em B é formada por
trés partes:

e pelo conjunto A;
e pelo conjunto B;

e por um subconjunto R qualquer de A x B, i.e., RC AXx B.
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Relacdo Binaria

Definic3o

Dados dois conjuntos A e B, uma relacdo binaria r de A em B é formada por
trés partes:

e pelo conjunto A;
e pelo conjunto B;

e por um subconjunto R qualquer de A x B, i.e., RC AXx B.

Definicdo
Dados os conjuntos A e B e uma relacdo binaria r de A em B. O dominio de r é

o conjunto D(r) = {x € A: (x,y) € R}, o contra-dominio de r & o conjunto
Cd(r) = B e a imagem de r é o conjunto Im(r) ={y € B: (x,y) € R}.

Observacio

Por vezes, quando ja conhecidos o dominio e o contra-dominio de uma relacdo
binaria r, denominamos R também de relacdo binaria!




Relacdo Binaria

A={-1,2,3,4}, B={1,2} e R={(x,y) EAx B:x <y}

AxB={(-1,1),(-1,2),(2,1),(2,2),(3,1),(3,2),(4,1),(4,2)}
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Relacdo Binaria

A={-1,2,3,4}, B={1,2} e R={(x,y) EAx B:x <y}

AxB={(-1,1),(-1,2),(2,1),(2,2),(3,1),(3,2),(4,1),(4,2)}

A={-1,0,1} e R={(x,y) e Ax A: x> < y?}

Ax A={(-1,-1),(-1,0),(-1,1),(0,-1),(0,0),(0,1),(1,-1),(1,0),(1,1)}
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Relacdo Binaria

A= {{1},{*,0},N}, B={1,2} e R={(x,y) e Ax B :#x=y}

A 8 = {({1,1,(111.2) ((r0} 11 (10}, (V). (8.2)}
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Relacdo Binaria

A= {{1},{*,0},N}, B={1,2} e R={(x,y) e Ax B :#x=y}

A 8= { (11,112 (fr b D (f o2 (LD, (42}

A=M([R), B=Re R={(x,y) € Ax B: det(x) =y}
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Funcdes

Definicdo

Dados dois conjuntos A e B, uma funcao f de A em B é uma relacio binaria f
de A em B (i.e., é formada pelo conjunto A, pelo conjunto B e por um
subconjunto F de A x B) tal que

para todo x € A, existe um anico y € B tal que (x,y) € F.
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Funcdes

Definicdo
Dados dois conjuntos A e B, uma funcao f de A em B é uma relacio binaria f
de A em B (i.e., é formada pelo conjunto A, pelo conjunto B e por um
subconjunto F de A x B) tal que

para todo x € A, existe um anico y € B tal que (x,y) € F.

| \

Definicdo
Sejam A e B conjuntos e f uma funcdo de A em B. Dado (x,y) € F,

denominamos y de funcdo de x e o denotamos por y = f(x). Denominamos
ainda a equacdo "y = f(x)" de lei de associacdo de f.

A\
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Funcdes

Definicdo
Dados dois conjuntos A e B, uma funcao f de A em B é uma relacio binaria f
de A em B (i.e., é formada pelo conjunto A, pelo conjunto B e por um
subconjunto F de A x B) tal que

para todo x € A, existe um anico y € B tal que (x,y) € F.

Definicdo
Sejam A e B conjuntos e f uma funcdo de A em B. Dado (x,y) € F,

denominamos y de funcdo de x e o denotamos por y = f(x). Denominamos
ainda a equacdo "y = f(x)" de lei de associacdo de f.

| A

Notacdo

Denotamos uma funcdo f de A em B por

f: A — B
x — f(x)
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Funcdes

Exemplo

Seja T = {x : x é um triangulo no plano}. Definamos f como sendo a relacdo
binaria de T em R, onde

F={(x,y) € T xR:y éigual & area de x}.

Pela definicdo de funcio, temos que f é uma funcio.
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Funcdes

Exemplo

Seja T = {x : x é um triangulo no plano}. Definamos f como sendo a relacdo
binaria de T em R, onde

F={(x,y) € T xR:y éigual & area de x}.

Pela definicdo de funcio, temos que f é uma funcio.

| \

Exemplo

Seja T = {y : y é um tridngulo no plano}. Definamos f como sendo a relacdo
biniria de R em T, onde

F={(x,y) R x T :y éigual ao trihngulo com &rea x}.

Pela definicio de funcdo, temos que £ NAO é uma funcdo.

A\
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Funcdes
Sejam A, B, C e D conjuntose f : A— B, g: C — D funcdes. Entio,
f=g&A=C,B=DeVxe A= C,f(x)=g(x).

Assim, duas funcbes sdo iguais se, e somente se, possuirem:
e 0 mesmo dominio;
e 0 mesmo contra-dominio;

e a mesma lei de associacio!
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Funcdes

Definicdo

Sejam A, B, C e D conjuntose f : A— B, g: C — D funcdes. Entio,
f=go A=C,B=DeVxec A= C,f(x)=g(x).

Assim, duas funcbes sdo iguais se, e somente se, possuirem:
e 0 mesmo dominio;
e 0 mesmo contra-dominio;

e a mesma lei de associacio!

| A

Observacio

Observe que os conceitos de Dominio, Contra-dominio e Imagem de uma
funcdo sdo os mesmos ja definidos anteriormente, pois funcdes sio relacées!
Além disso, sendo f : A— B uma funcdo, podemos denotar sua imagem por

Im(f) ou f(A).

Veja que Im(f) = {y € B : y = f(x), para algum x € A} = {f(x) € B: x € A}.
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Grafico de uma Funcio

Definicdo

Seja A e B conjuntos e f : A— B uma funcdo. Definimos o grafico de f como
sendo o conjunto F, i.e., como sendo

Graf(f) = F ={(x,y) e Ax B:y = f(x)}.
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Grafico de uma Funcio

Definicdo

Seja A e B conjuntos e f : A— B uma funcdo. Definimos o grafico de f como
sendo o conjunto F, i.e., como sendo

Graf(f) = F ={(x,y) e Ax B:y = f(x)}.

Observacio

Pela igualdade de funcdes vista no altimo slide segue que duas funcdes f e g sdo
iguais se, e somente se, possuirem mesmos dominios, contra-dominios e graficos!

21/43



f(x) = tg(x) / 5 e / /

Exemplos de Graficos de Funcdes
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Exemplos de Graficos de Funcdes

y =f(x)

=1/2
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Exemplos de Graficos de Funcdes

y=f{x) /

f(x) = e"x
e=2,718281... .
/ X
—4 -3 2 -1 1 2
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Exemplos de Graficos de Funcdes

y =f(x)

f(x) = log_ze

()

1\2 3 4
~1+

S
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Exemplos de Graficos de Funcdes

y=f)

f(x) = In(x) = log_a(x)
a=e=2718281 1 _——
-4 -3 -2 1 1 2 3 4
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Exemplos de Graficos de Funcdes

z={xy)
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Funcdo Composta

Definicdo
Sejam f : A— B, g : C — D funcdes tais que f(A) C C.
A funcdo composta de g e f é a funcdo

h: A — D dada por h(x) = g(f(x)).

h & denotada por g o f (lé-se "g bola f").

Observacio
A composicio de funcdes é associativa, mas n3o é comutatival
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Funcdo Composta

Exemplo

Sejam A={-1,0,1,3,4}, B = {0,1,3,9,16}, C = {0,1} e
D={-1,0,1,3,5,7,11}, f : A— B dada por f(x) = x> e g : C — D dada
por g(x) = 2x + 1.

N&o podemos definir g o f, pois f(A) € C. Mas, podemos definir f o g, pois
G(C)C A
Veja que f o g(x) = f(g(x)) = 4x + 4x + 1.
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Funcdo Composta

Exemplo

Sejam A={-1,0,1,3,4}, B = {0,1,3,9,16}, C = {0,1} e
D={-1,0,1,3,5,7,11}, f : A— B dada por f(x) = x> e g : C — D dada
por g(x) = 2x + 1.

N&o podemos definir g o f, pois f(A) € C. Mas, podemos definir f o g, pois
G(C)C A
Veja que f o g(x) = f(g(x)) = 4x + 4x + 1.

Exemplo (associatividade e ndo-comutatividade da funcdo composta)
Sejam f : R — R dada por f(x) = x+1, g : R — R dada por g(x) = x% e
h:R — R dada por h(x) = |x]|.

Veja que foh# hof, pois f o h(x) = f(|x]) =|x|+1e
ho f(x) = h(x 4+ 1) = [x + 1|, que sdo diferentes!

Por outro lado, veja que f o (goh)=(fog)oh.
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Injecdo, Sobrejecdo e Bijecdo

Definicdo
Uma funcdo f : A— B é injetiva (ou injetora, ou uma injecao) se, dados
X1, X € A,

x1# xo = f(x1) # f(x),

ou, equivalentemente,
f(Xl) = f(Xz) = X1 = Xo.
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Injecdo, Sobrejecdo e Bijecdo

Definicdo

Uma funcdo f : A— B é injetiva (ou injetora, ou uma injecao) se, dados
X1, X € A,

x1 7# x = f(x1) # f(x2),

ou, equivalentemente,
f(Xl) = f(Xz) = X1 = Xo.

Definicdo

Uma funcdo f : A — B é sobrejetiva (ou sobrejetora, ou uma sobrejecdo) se,
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Injecdo, Sobrejecdo e Bijecdo

Definicdo
Uma funcdo f : A— B é injetiva (ou injetora, ou uma injecao) se, dados
X1, X € A,

x1 7# x = f(x1) # f(x2),

ou, equivalentemente,
f(Xl) = f(Xz) = X1 = Xo.

Definicdo
Uma funcdo f : A — B é sobrejetiva (ou sobrejetora, ou uma sobrejecdo) se,

Definicdo

Uma fun¢do f : A — B é bijetiva (ou bijetora, ou uma bijecdo) se

f é injetiva E sobrejetiva .
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Injecdo, Sobrejecdo e Bijecdo

2

Sejam f : R — R dada por f(x) = x> e g : R, — R, dada por g(x) = x2.

Observe que f n3o é nem injetiva, nem sobrejetiva, no entanto g é bijetival
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Injecdo, Sobrejecdo e Bijecdo

Exemplo

Sejam f : R — R dada por f(x) = x> e g : R, — R, dada por g(x) = x2.

Observe que f n3o é nem injetiva, nem sobrejetiva, no entanto g é bijetival

Exemplo

| A

Seja T = {x : x é um triangulo no plano}. Definamos a funcdo f : T — R
com lei de associacio
f(x) = éarea dex .

Temos que f ndo é uma funcio injetiva e nem sobrejetiva!

A\

35/43



Injecdo, Sobrejecdo e Bijecdo

Exemplo

Sejam f : R — R dada por f(x) = x> e g : R, — R, dada por g(x) = x2.

Observe que f n3o é nem injetiva, nem sobrejetiva, no entanto g é bijetival

| A

Exemplo

Seja T = {x : x é um triangulo no plano}. Definamos a funcdo f : T — R
com lei de associacio
f(x) = éarea dex .

Temos que f ndo é uma funcio injetiva e nem sobrejetiva!

| A

Exemplo

Seja f : M(R) — R com lei de associacdo

f(x) = det(x).

Temos que f & uma funcdo sobrejetiva, mas que n3o é injetival
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Funcdo Inversa

Definicio
Seja X um conjunto qualquer. Definimos a funcao identidade de X como sendo

idx : X — X tal que idx(x) = x,Vx € X.

Observe que idx é uma funcdo bijetiva!

Definicdo
Seja f : A— B uma funcio. Dizemos que g : B —> A é a funcédo inversa de f
se

gof=ida e fog=idp.
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Funcdo Inversa

Definicio
Seja X um conjunto qualquer. Definimos a funcao identidade de X como sendo

idx : X — X tal que idx(x) = x,Vx € X.

Observe que idx é uma funcdo bijetiva!

Definicdo
Seja f : A— B uma funcio. Dizemos que g : B —> A é a funcédo inversa de f

se
gof=ida e fog=idp.

| \

Observacio
Seja f : A— B uma funcdo. Entdo,

existe uma funcdo g : B — A inversa de f < f é bijetiva.

A\
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Exemplos de Funcdes Inversas

() = tg(0)

y = f(x) /

|/

N A
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Exemplos de Funcdes Inversas

y =f(x)

a

f(

) = arct

[\
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Exemplos de Funcdes Inversas

Vamos calcular a fungdo inversa de f : R — R dada por y = f(x) = 2x + 1. \

Vamos calcular a funcdo inversa de f : R, — R, dada por y = f(x) = x?.
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