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Polindmios

Um polindmio é uma expressao matematica envolvendo a soma
de poténcias em uma ou mais varidveis multiplicadas por
coeficientes constantes. Poliné6mios aparecem em uma ampla
variedade de areas da matematica e das ciéncias. Por exemplo,
eles sao utilizados para formar as equacoes polinomiais, que
modelam uma grande variedade de problemas, desde os mais
elementares até os problemas mais complicados nas ciéncias,
aparecem em ambientes que vao desde a quimica basica até
fisica, da economia até as ciéncias sociais. Em matematica
avancada, polinémios sao usados para construir anéis de
polinémios, um conceito central em algebra e geometria
algébrica.



Polindmios

Em particular, podemos usar polinémios em problemas de
combinatéria, problemas de contagem em geral. Introduziremos
0s conceitos essenciais de polinémios e combinatéria, seguido
dos principais conceitos de func¢oes geradoras ordinérias e
aplicagoes, dando énfase para a resolucao de problemas de
contagem.



Polin6mios - Definicao

Dada uma sequéncia de nimeros complexos (ag, a1, ..., a,),
consideramos a func¢ao

f:C—=C

dada por
f(z) =ap+ a1z + az® + ...+ apz™.

A funcado f é donominada fung¢do polinomial ou polindmio
associado a sequéncia dada. Os ntmeros ag, ..., a, S0
chamados coeficientes e as parcelas ag,a1z,a222,. .. ,a,z" s80
chamados termos do polinémio.



Polinomios - Exemplos

f(z) =1+ 21 — 323 + 525

com ag = 1,a; = 2,a0 = 0,a3 = —3,a4 = 0,a5 = 0 e ag = 5;




Polindémios - Exemplos

f(z) =1+ 21 — 323 + 525

com ag = 1,a; = 2,a0 = 0,a3 = —3,a4 = 0,a5 = 0 e ag = 5;

g(z) =1+ 72’

com ag = 1,a;1 = 0,a0 = 0,a3 = 0,a4 =0 ¢ a5 =7,




Polindémios - Exemplos

f(z) =1+ 21 — 323 + 525

com ag = 1,a1 = 2,a0 = 0,a3 = —3,a4 = 0,a5 = 0 e ag = 5;

g(z) =1+ 72’

com ag = 1,a;1 = 0,a0 = 0,a3 = 0,a4 =0 ¢ a5 =7,

h(z) = —322 + 523

com ag = 0,a; = 0,a9 = —3 e a3 = 5.
0 ) 3



Polinémios - Igualdade

Dadas duas fungoes f,g: A — B, entao

f=g9%< f(z) = g(x)Vz € 4;

Em particular, se
n .
f(l') = QO+G1I+GQ.’I/'2+...+(L”[E”:Zailﬂ e
i=0
n .
g(z) = bo + brz + bpa® + ... 4 bpa” = Z bz’
i=0

entao
f:g<:>a¢:sz’€{0,1,...,n};



Polinomios - Adicao

Sejam f(z) = Y7 o a;z’ e g(z) = 1 biz?, logo chamamos de
soma de f com g o polindmio

(f + 9)(z) = (a0 + bo) + (a1 + b))z + (a2 + ba)z® + ... + (ap + by)z"

= Z(az + bi)xi
1=0



Polindémios - Exemplo

Sejam f(x) =4+ 3z + 2% e g(z) = 5 + 322 + 5%, assim

(f +9)(z) = (44 3z + 2%) + (5 + 322 + 5z?)
= (44 3z + 12% + 02® + 02*) + (5 + 0z + 32% 4 02® + 52%)
=(@4+5)+B+0)z+ (1+3)2% 4+ (0+0)23 + (0 + 5)2*

=9+ 3z + 422 + 52*



Polinomios - Adicao

Sendo P(C) o conjunto dos polindmios com coeficientes
complexos, entao a adigdo de polinémios possui as propriedades:

e associativa:

(f+9)+h=f+(g+h) Yf g,he P(C)

e comutativa:

f+g9=9+f Vf,ge P(C)



Polinomios - Adicao

e existéncia de elemento neutro:

30 € P(C): f+0=f Vf € P(C);

e existéncia de elemento inverso:

Vfe P(C)3—fe P(C): f+(—f) =0.



Polinomios - Multiplicacao

Sejam f(z) = -7 a;z’ e g(z) = 21, biz?, logo chamamos de
produto de f com ¢ o polinémio

(fg)(z) =(aobo)
+ (agby + arbo)x
+ (agby + a1 by + aghg)z?
+ oot (g + by)a™ "



Polinomios - Multiplicacao

Ou seja, fg é o polinémio
h(z) = co+ az+ 02:172 +...+ cn+mx”+m’

tal que
cr = apby + a1bp—1 + ... + ag_1b1 + axbo,

com k € {0,1,...,n+ m}.



Polindémios - Exemplo

Sejam f(z) = x + 222 e g(z) = 4 + 5z + 622, assim

(f.9)(z) = (z 4+ 22°)(4 + 5z + 62?)
= z(4+ 5z + 63°) + 22°(4 + 5z + 617)
= (42 + 522 + 623) + (822 + 1023 + 122%)
= 4z 4 132% + 162 + 122*



Polinomios - Multiplicacao

A multiplicacido de polinémios possui as propriedades:

e associativa:

(fg)h = f(gh) Vf,g,h € P(C);

e comutativa:

fg=gf Vf.,g € P(C);



Polinomios - Multiplicacao

e existéncia de elemento neutro:

31 € P(C): f1 = f Vf € P(C).

E junto com a adicdo, a propriedade distributiva:

flg+h)=fg+fh Vf,g,h € P(C).



Polinomios - Outras informacoes

e Pelas defini¢bes e propriedades das operacoes de adicao e
multiplicagao sobre P(C) definem uma estrutura de anel
comutativo, ou seja, P(C) é o anel dos polindémios
complexos;

e Seja f(z) = > a;z° um polinémio nido nulo. Chamamos
de grau de f o nimero p tal que a, # 0 e a; = 0 para todo
1> p;

e Seja a € C tal que f(a) = 0, deizemos que a é uma raiz de

f.



Arranjo Simples

O Arranjo Simples de n elementos tomados pa p,com n > 1e
p < n, sdo todas as possiveis sequéncias de p elementos
escolhidos dentre os n existentes.



Arranjo Simples - Exemplo

Seja {A, B, C', D} nosso conjunto de elementos. Os possiveis
arranjos destes 4 elementos tomados 3 a 3 sdo:

ABC ABD ACD BCD
ACB ADB ADC BDC
BCA BAD CAD CBD
BAC BDA C(CDA CDB
CAB DAB DAC DBC
CBA DBA DCA DCB



Arranjo Simples - Expressao Matematica
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Arranjo Simples - Expressao Matematica




Arranjo Simples - Expressao Matematica

Se denotarmos por A(n,p) o nimero de arranjos simples de
n elementos tomados p a p, temos

An,p)=n(n—1)(n—2)...(n—p+1).



Arranjo Simples - Expressao Matematica




Arranjo Simples - Exemplo

Quantos anagramas de 2 letras diferentes podemos formar com
um alfabeto de 23 letras?



Arranjo Simples - Exemplo

Quantos anagramas de 2 letras diferentes podemos formar com
um alfabeto de 23 letras?
23!

A(23,2) = I} = 2322 = 506.



Combinacao Simples

Combinacao Simples de n elementos tomados p a p, com n > 1
e p < n, sdo todas as possiveis escolhas ndo ordenadas de p
desses n elementos.



Combinacgao Simples - Exemplo

Seja {A, B, C', D} nosso conjunto de elementos. Os possiveis
arranjos destes 4 elementos tomados 3 a 3 sdo:

ABC ABD ACD BCD
ACB ADB ADC BDC
BCA BAD CAD CBD
BAC BDA C(CDA CDB
CAB DAB DAC DBC
CBA DBA DCA DCB



Combinacao Simples - Exemplo

Assim, as possiveis combinacoes destes 4 elementos tomados 3 a
3 sao:

ABC ABD ACD BCD



Combinacao Simples - Expressao Matematica

Tome um conjunto com n elementos e escolha p desses
elementos. Temos que o total de formas de arranjar esses p
elementos em ordem é o total de permutacoes de p elementos,
isto é, p! formas.



Combinacao Simples - Expressao Matematica

Ou seja, um mesmo subconjunto de p elementos dos n
existentes é contado um total de p! vezes em A(n, p), assim:

A(n, p) = p!C(n,p)

onde C(n,p) é o total de combinacoes de n elementos tomados

p a p. Portanto,
n!

Cln.p) = pl(n—p)!



Combinacao Simples - Exemplo

Quantos triangulos diferentes podem ser tracados utilizando-se
14 pontos de um plano, ndo havendo 3 alinhados?



Combinacao Simples - Exemplo

Quantos tridngulos diferentes podem ser tragados utilizando-se
14 pontos de um plano, ndo havendo 3 alinhados?

14!

C(14,3)



Equacoes Lineares com Coeficientes Unitarios

T+ T+ ...+ xy = m,

onde x1, 22, ..., T, € m sao inteiros ndo negativos.



Equacoes Lineares com Coeficientes Unitarios

Considerando a equagio:

T + 29 = 5.



Equacoes Lineares com Coeficientes Unitarios

Considerando a equacao:
T+ X2 = 9.

Temos,
r =

ot O
[
W N
N W
—
S ot



Equacoes Lineares com Coeficientes Unitarios

Considerando a equagio:

T+ T+ 23+ 14 = 11,



Equacoes Lineares com Coeficientes Unitarios

Considerando a equacio:

T+ T+ 23+ 14 = 11,

Sao possiveis solugoes:

(2,2,4,3),(1,8,1,1),(3,4,2,2), (0,0,6,5).



Equagoes Lineares com Coeficientes Unitarios

Podemos reescrever as solugoes (2,2,4,3),(1,8,1,1),(3,4,2,2) e
(0,0,6,5), respectivamente, da seguinte forma:

o o | ° o| e o o o| e o 0o —11
e| e e 00 0 0 0 0| 0o |e=11
e o 0| 00 0 0| 00| e o=11

|| @ ¢ ¢ ¢ 06 0| © 0 0 0 0=11



Equacoes Lineares com Coeficientes Unitarios

Em outras palavras, temos 14 espagos para distribuir 11 bolas
idénticas e 3 hastes idénticas.



Equagoes Lineares com Coeficientes Unitarios

Em outras palavras, temos 14 espagos para distribuir 11 bolas
idénticas e 3 hastes idénticas. Podemos fazer isso de C'(14,11)
formas.



Equacoes Lineares com Coeficientes Unitarios

Portanto a equagao
T+ T+ 13+ 34 =11

possui um total de C'(14,11) possiveis solugoes.



Equacoes Lineares com Coeficientes Unitarios

Mais geralmente, o ntimero de solugoes em inteiros nao
negativos da equagao

T+ 22+ ...+ Ty = m,

para m > 0, é dado por C(n+m —1,n —1).



Equacoes Lineares com Coeficientes Unitarios

Encontrar o o nimero de solugdes em inteiros nao negativos da
equagao
x+ 1+ 13+ 14 + 15 = 12.



Equacoes Lineares com Coeficientes Unitarios

Encontrar o o nimero de solugdes em inteiros ndo negativos da
equagao
2+ 22 4+ 23 + 24 + 75 = 12.

C(124+5—1,5—1) = C(16,4) = 1820.



Funcoes Geradoras

Criacdo = A. De Moivre (1667 - 1754);

Teoria Aditiva dos Numeros = L. Euler (1707 - 1783);
Estudo de Probabilidades = S. Laplace (1749 - 1827);
Permutagoes Cadticas = N. Bernoulli (1687 - 1759).



Funcoes Geradoras - Exemplo

Encontrar o o niimero de solugdes em inteiros nao negativos da
equagao
T+ 20 + 13 = 12,

de modo que z1, 25 € {2,3,4} e 23 € {5,6,7}.



Funcoes Geradoras - Exemplo

Definimos 3 polinémios, um para cada varidvel z;, da seguinte
formas:

o pi(z) = 22 + 23 + 2% para z;
o po(z) = 2% + 23 + 2% para m;

o p3(z) = 2° + 25 + 27 para 3.



Funcoes Geradoras - Exemplo

Tomando p(z) como o produto desses polindémios, temos
p(z) = pi(z)p2(z)p3(z)
= (2® +2° + 2h)(2® + 23 + ) (2° + 2% + 27)
— 29 4 3210 4 6!t 4+ 7212 4 6213 4 3514 4 215,



Funcoes Geradoras - Exemplo

Tomando p(x) como o produto desses polindémios, temos

p(z) = pi(z)p2(z)p3(z)
= (22 + 23+ 2h) (2 + 23 + 1) (2P + 2% + 2T)
= 1%+ 32! + 62! + 72'? + 6213 + 32 4 5.
Mostraremos agora que a solugdo para nosso problema sera o

coeficiente de 2 no polinémio acima. Ou seja, o ntimero de
solugoes da equagao dada é 7.



Funcoes Geradoras - Exemplo

Note que, se (y1, y2, y3) ¢ uma solugdes da equacio, entao
Y1+ Y2+ ys =12 com y1, y2 € {2,3,4} e y3 € {5,6,7}.
Portanto,

e z¥1 é um termo de p;(x);
e %2 é um termo de pa(z);

e 2% é um termo de p3(z).



Funcoes Geradoras - Exemplo

Note que, se (y1, y2, y3) € uma solugdes da equacio, entiao
Y1+ Y2+ ys =12 com y1, 32 € {2,3,4} e y3 € {5,6,7}.
Portanto,

e ¥ é um termo de p;(x);
e z¥2 é um termo de po(x);
e 7% ¢ um termo de p3(z).

E, além disso, z¥' z¥2g¥ = g¥1 Tty = g12,



Funcoes Geradoras - Exemplo

Reciprocamente, sejam (yi, y2, y3) tais que
e ¥ é um termo de p;(x);
e z¥2 é um termo de pa(x);

e ¥ é um termo de p3(x);
12

o g gW24Y3 — o



Funcoes Geradoras - Exemplo

Portanto cada o coeficiente de 2 de p(z) é o nimero de
solugoes em inteiros nao negativos da equacao

T + 20 + 73 = 12,

de modo que z1, a3 € {2,3,4} e a3 € {5,6,7}.



Funcoes Geradoras - Exemplo

p(z) = 27 4+ 3219 + 6211 + 7212 + 6213 + 321 + 2P



Funcoes Geradoras - Exemplo

Consideremos uma caixa contendo 4 bolas, sendo duas amarelas
(representadas pela letra a), uma branca (representada pela
letra b) e uma cinza (representada pela letra c).



Funcoes Geradoras - Exemplo

Podemos retirar uma ou mais bolas das formas:
e Possiveis retiradas de 1 bola:a, b, ¢;
e Possiveis retiradas de 2 bolas:aa, ab, ac, be;
e Possiveis retiradas de 3 bolas:aab, aac, abc;

e Possiveis retiradas de 4 bolas:aabc.



Funcoes Geradoras - Exemplo

Associamos os seguintes polinémios a cada cor:

e Amarela:
14+ ax + a2z2;
e Branca:
1+ bx;
e Cinza:

1+ cx.



Funcoes Geradoras - Exemplo

Tomando o produto desses polinébmios obtemos:

(1+ az + a®2*)(1 + bx)(1 + cx) =1

a+b+c)x

a® + ab + ac + be)z?
a’b+ a*c + abe)z?

a?be)z

+
+
+
+



Funcoes Geradoras - Exemplo

Caso nao estivéssemos interessados nas possiveis listagens, mas
somente no nimero de tais diferentes escolhas, bastaria
tomarmos a = b = ¢ = 1, obtendo

A+z+2H)A+2)1+2) =1+ 3z + 42% 4+ 323 + 22



Funcgoes Geradoras - Definigoes

Uma série de poténcias é umas série infinita da forma
2 3
ap + a1 + agx” + azxr” + ...,

onde a; € R, para todo i =0,1,2,..., e £ é uma variavel.



Funcoes Geradoras - Exemplo

Note que qualquer polindmio em z é uma série de poténcias.

422 + 32 +1° = 0+ 02+ 42% +02° + 32 +12° + 025 + 02" +. ...



Funcgoes Geradoras - Definigoes

Se a,, para r =0,1,2,..., ¢ o nimero de solugoes de um

Ty b ) ) b

problema de combinatéria, a funcio geradora ordinéria para
este problema é a série de poténcias

a0+a1x+agx2+a3$3+...,

ou, mais geralmente, dada uma sequéncia (a,), a fungao
geradora ordinaria para esta sequéncia é definida pela série de
poténcias acima.



Funcoes Geradoras - Exemplo

Achar a fungao geradora ordindria f(z) na qual o coeficiente de
a, de " é o niimero de solugoes inteiras nao negativas da
equacao

204+ 3y +Tz=r.



Funcoes Geradoras - Exemplo

Tomando z; = 2z, y1 = 3y e 21 = 7z, temos
n+nta=r,

onde z; é miltiplo de 2, y; é miltiplo de 3 e z; é multiplo de 7.



Funcoes Geradoras - Exemplo

Dessa forma, a série de poténcias associada a:
e = 1+22+a2t +a25 284+
° 1 = 14+ 23 4+20+22+ 22+ ..
o = 14+2"+2¥M+ 22+ 2284 .



Funcoes Geradoras - Exemplo

Portanto, a funcdo geradora ordinaria f(z) é dada por:

f(z) = (142?42t 428+ )1+ +aS 2+, )+ +a 42+ ).



Funcoes Geradoras - Exemplo

Sabendo que se |z| < 1 entdo
1 2., .3, 4

E lembrando que nao estamos interessados em dar valores para
a varidvel z, sem perda de generalidade, podemos reescrever

f(x) por

1 1 1 1
f(x)zl_x21_x31_x7:(1—x2)(1—x3)(1—$7).




Funcoes Geradoras - Exemplo

Quantas solugdes possui a equacao
rn+xrt+t+...+z,=r,

se cada variavel é igual a 0 ou 1?7



Funcoes Geradoras - Exemplo

Encontrar o ntimero de solugdes em inteiros da equagao
T+ y+z+w=25

onde cada variavel é no minimo 3 e no maximo &.



Funcoes Geradoras - Exemplo

Encontrar o niimero de solu¢bes em inteiros da equagao
T+ y+ 2+ w=25

onde cada varidvel é no minimo 3 e no méaximo 10. Além disso,
z deve ser um nimero primo, y é par, z pertence a {4,5,6,8} e
w é uma poténcia de dois.
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