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• Resumo 

 

• Dados um grupo G e um anel R, vamos usar as operações de G e R para 
construir um novo anel RG chamado anel de grupo de G sobre R. Por fim, 
veremos sobre quais condições o anel RG é comutativo. 

• Introdução  

• Anel de grupo é um assunto antigo na história da Teoria Abstrata de Grupos, 
aparecendo implicitamente num artigo de A.Cayley em 1854, e 
posteriormente formalizado por T. Molien em 1897. Na atualidade, este 
assunto é bastante pesquisado, ocupando lugar importante em reuniões 
internacionais de teoria: de grupos, anéis, álgebras e representações, e são 
publicados diversos artigos relacionados a esse assunto. 

 

• Preliminares 

 

• Definição: Dizemos que um conjunto não vazio G juntamente com uma 
operação binária 

• *: GxG →G,         (a,b) |→a * b 

• é um grupo se satisfaz as seguintes propriedades: 

•  dados a,b,c ∈ G, tem-se a*(b*c) = (a*b)  *c; 

•  existe 1∈ G tal que 1*a=a*1=a,  para todo a ∈ G; 

•  ∀ a ∈ G, existe b ∈ G, tal que b*a=a*b=1. 

• Dizemos que um grupo G é abeliano, quando a*b =b*a ∀ a,b ∈ G. 

• Exemplo: O conjunto   

• S_3:={f:{1,2,3}→{1,2,3}| f é uma função bijetora}={f1,f2,...,f6}.  

• é um grupo se considerarmos a composição de funções como a operação 
binária no conjunto S3. De fato,  

• é fechado para operação de composição, pois é bastante conhecido que a 
composição de duas bijeções é uma bijeção. Também é conhecido que a 
coposição de funções é associativa. Ora, S3 possui elemento neutro que é a 
função identidade de conjunto {1,2,3}. Por fim, sabemos que toda bijeção 
possui inversa.  

• Definição: Um anel é um conjunto A com pelo menos dois elemento, 
munidos de uma operação denotada por +( chamada adição) e de uma 
operação denotada por ● (chamada multiplicação). 

•    +∶ AxA → A           (a,b) |→ a+b 

•  ⦁: A x A →  A         (a,b) |→ a ⦁ b 

 

• As quais devem satisfazer as seguintes condições: 

•  (A,+) é um grupo abeliano. 

•  ∀ a,b,c ∈ A, vale : a⦁ (b⦁c) = (a⦁b) ⦁c 

•  ∀ a,b,c ∈ A, vale : a⦁ (b+c) = a⦁ b + a⦁ c e (b+c) ⦁ a = b⦁ a 
+ c⦁ a 

• 4)         ∀ x ∈ A existe 1∈ A tal que 1⦁x=x e x⦁1=x 

• Exemplo: O conjunto  2 = {0, 1} com as operações ( +, ●)  cujas tabuadas 
são dadas nas tabelas abaixo é um anel.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

• Anel de Grupo 

• Seja G = { g1, g2, g3, … , g4}  um grupo finito , e R um anel. Denotaremos 
por RG o conjunto de todas as somas formais da forma:  

•  aigi
n
i=1 , onde ai ϵ R e gi ϵ G, ou seja, 

• RG =  aigi
n
i=1  ⃓   ai ϵ R e gi ϵ G  

• Dados dois elementos de RG, α =   aigi
n
i=1 , β =   bjgj

n
j=1 , definimos a 

soma ∝ +𝛽 por 

• α + β =  aigi
n
i=1 + (  bjgj

n
j=1 ) =  ai + bi gi ϵ RG

n
i=1   

• e a multiplicação 𝛼. 𝛽 por: 

• α. β = ( aigi). ( bjgi)
n
j=1

n
i=1 =   (aibjgigj) ϵ RG

n
j=1

n
i=1  

 

• Proposição: O conjunto RG, com as operações definidas acima é um anel 
conhecido como anel de grupo de G sobre R. 

• Observações: 

• Elementos de RG que possuem coeficiente(elementos de R) igual a zero 
serão desconsiderados, por exemplo, 0g

1
+ 0g

2
+ a1g3 = a1g3 

• Por simplicidade, identificaremos 1Rgi = g
i
 para todo g

i
∈ RG. 

•    

• Definição 1: Sejam 

• α =   aigi
n
i=1 , β =   bjgj

n
i=1  elementos de do anel de grupo RG. 

• Dizemos que α = β ⇔ a1 = b1, a2 = b2, a3 =  b3, … , an = bn. 

• Perguntas 

• Pergunta 1: Quem é o elemento neutro multiplicativo (1RG = 1) de RG? 

• 1RG = 1R . 1G, pois 

• (1R.1G) ( aigi)
n
i=1 =  1Rai 1Ggi =  ai

n
i=1 g

i
 

• Pergunta 2: Quem é o inverso aditivo de α em RG? 

• se α =  aigi
n
i=1  ⇒  −α =  (−ai)gi

n
i=1 . 

• De fato,  

• α + −α =  (a
i
+(−ai))gi =

n
i=1   0g

i
=n

i=1  0 = 0g
1
+ 0g

2
+⋯+ 0g

n
= 

0RG 

•  Pergunta 3: Quando RG é comutativo, ou seja, quando que αβ =
βα, ∀ α, β ϵ RG? 

• Se RG for comutativo então para α =  ag
i
, β = bg

j
 tem-se: 

• αβ = βα 

• αβ = ag
i

bg
i
= abg

i
g
j
 

• βα = bg
i

ag
i
= bag

j
g
i
 

• ⇒ ab = ba, ∀ a, b ∈ R ⇒ R comutativo 

• ⇒ g
i
g
j
=  g

j
g
i
, ∀ g

i
, g

j
∈ G ⇒ G comutativo 

• Ou seja, RG é comutativo se, e somente se, R é comutativo e  G é abeliano. 

• Exemplo de Anel de Grupo 

• ℤ2S3 = {  aifi
n
i=1 ⃓ aiϵ {0, 1} , fiϵ S3} 

• 0 f1 + 0 f1 + 1 f6 = 0 + 0 f1 + 1 f6 = 1 f6 

• 0 f1 + 1 f2 + 0 f5 + 0 f1 + 0 f2 = 0 + 0 f1 1 + 1 f2 0 f5 = 0 

• 1 f1 0 f1 + 1 f2 = 1  . 0 f1 o f1 + 1  . 1 f1 of2 = 1 f1 o f2 

 

• Referência Bibliográfica: 
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