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. Resumo

Dados um grupo G e um anel R, vamos usar as operacoes de G e R para
construir um novo anel RG chamado anel de grupo de G sobre R. Por fim,
veremos sobre quais condi¢bes 0 anel RG é comutativo.

. |ntroducao

Anel de grupo é um assunto antigo na historia da Teoria Abstrata de Grupos,
aparecendo implicitamente num artigo de A.Cayley em 1854, e
posteriormente formalizado por T. Molien em 1897. Na atualidade, este
assunto é bastante pesquisado, ocupando lugar importante em reunides
internacionais de teoria: de grupos, anéis, algebras e representacdes, e sao
publicados diversos artigos relacionados a esse assunto.

. Preliminares

Definicao: Dizemos que um conjunto nao vazio G juntamente com uma
operacao binaria
*: GxG —G, (ab)|—a* Db
€ um grupo se satisfaz as seguintes propriedades:
dados a,b,c € G, tem-se a*(b*c) = (a*b) *c;
existe 1€ G tal que 1*a=a*1=a, paratodoac G;
V a€ G, existeb € G, tal que b*a=a*b=1.
Dizemos que um grupo G é abeliano, quando a*b =b*aVv a,b € G.
Exemplo: O conjunto
S 3:={f{1,2,3}—{1,2,3}|f €umafuncéo bijetora} ={f1,f2,...,f6}.
€ um grupo se considerarmos a composicao de funcbes como a operacao
binariano conjunto S3. De fato,

é fechado para operacédo de composicdo, pois € bastante conhecido que a
composicao de duas bijecbes € uma bijecdo. Também é conhecido que a
coposicao de funcdes é associativa. Ora, S3 possui elemento neutro que € a
funcao identidade de conjunto {1,2,3}. Por fim, sabemos que toda bijecéo
POSSUI inversa.

Definicdo: Um anel € um conjunto A com pelo menos dois e emento,
munidos de uma operacdo denotada por +( chamada adicao) e de uma
operacao denotada por e (chamada multiplicacéo).

+: AXA — A (ab) |— atb

o . AXA— A (ab)|—aeb

As quais devem satisfazer as seguintes condicoes.

(A,+) éum grupo abeliano.

vV ab,c € A, vae: as (beC) = (ash) oC

VabceA,vae:as (b+tc)=asb+aece(b+c) e a=Dbe a
+Cea
4) V X € A existe 1€ A tal que lex=x e Xe1=X
Exemplo: O conjunto 2 = {0, 1} com as operacoes ( +, @) cujas tabuadas
s&0 dadas nas tabel as abaixo € um anel.

+ 0 1 o 0 i
0 0 0 0 0 0
1 0 1 1 0 1
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Anel de Grupo

SejaG =1{g4,8,,83, ... ,84} um grupo finito, e R um anel. Denotaremos
por RG o conjunto de todas as somas formais da forma:

L a;g;,onde a; e Re g; € G, ou seja,
RG={Xi=;aig | ajeRegjeG}
Dados dois elementos de RG, a = Y.L, a;g;, B = }’zlbjg]-, definimos a
soma « +[ por
a+ B = (2j=;aigi) + (Xj=1 bjgj) = Xiz1(a; + bpg; e RG
e a multiplicagao a. 8 por:
aB = Xz aig)- Qj=1 bjgi) = Xiz1 2j=1(aib;gigj) € RG

Proposicao: O conjunto RG, com as operacoes definidas acima é um anel
conhecido como anel de grupo de G sobre R.

Observacoes:

Elementos de RG que possuem coeficiente(elementos de R) igual a zero
serdo desconsiderados, por exemplo, 0g, + 0g, + a;8; = a8,

Por simplicidade, identificaremos 1gg. = g. paratodo g, € RG.

Definicao 1: Sejam

a= Xi=13ig, B= M= b]-g]. elementos de do anel de grupo RG.
Dizemosquea =3 & a; = by,a; = by,a3 = by, ...,a, = b,.
Perguntas

Pergunta 1: Quem é o elemento neutro multiplicativo (1gg = 1) de RG?
1prg = 1y .1g, pois

(116 Q=1 aig) = X 1raj1gg = X ai g

Pergunta 2: Quem é o inverso aditivo de a em RG?

sea = Xin1aig = —a =i (—a)g..

De fato,

a+ (—a) = Xitq1(a+(—a))g, = Xi=1 0g, = 0 = 0g, +0g, + ---+ 0g =
ORG

Pergunta 3: Quando RG é comutativo, ou seja, quando que off =
Ba,V a, B € RG?

Se RG for comutativo entdo paraa = ag, B = bg]. tem-se:

aff = Ba

op = (ag;)(bg,) = abg;sg;

Pa = (bgi)(agi) = bagg,

= ab =ba,Vab € R = R comutativo
=g 8 = g].gi,v 88 € G = G comutativo
Ou seja, RG é comutativo se, e somente se, R é comutativo e G é abeliano.
Exemplo de Anel de Grupo

LS5 = { XiLiaif; 1 aje 0,1}, fie S3}

(0f) + (Of; + (1fy)) = (0 + 0)fy + 1fs = 1f,

(0f; + 1f, + 0fy) + (0f; + 0f,)) = (0 + 0)f;(1 + 1f, 0fs =0
(Af)(OF, + 1f,) = T.0f  f; + 1.1f; f, = 1f;, f,
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