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1 0

Portanto E._Mu Y

O polindmio caracteristico é AA) = (1 - A)(-2 - ) e os autovalores serdo, por-
tanto, Ay = 1 e A, = -2. Calculemos os autovetores associados:

3a
a

i) TR, = 2I¥], o que implica [l = [,]. b € R

iy ATI5 - Ivly = 1[v], o que implica [v], = ,a €R

Assim, os autovetores associados a A; = 1 sdo da forma

v =aw, + 3aw, = 13a + 4dax, Ya

Ainda, os autovetores associados a A, = -2 s3o da forma
v=0-w + bwy=4b + bx

6.2.8 Vamos aproveitar os exemplos de 6.2.5 para introduzir o conceito
de multiplicidade de um autovalor. Chamamos de multiplicidade algébrica de
um autovalor a quantidade de vezes que ele aparece como raiz do polindmio
caracteristico. No Exemplo 1 de 6.2.5 o autovalor A, = 3 tem multiplicidade
algébrica igual a 2. (Ou ainda, 3 é uma raiz dupla do polindmio caracteristico.)

No Exemplo 2 o autovalor A\; = 3 tem multiplicidade algébrica 2.

Observe que no Exemplo 1 encontramos para o autovalor A; = 3 autove-
tores do tipo v = (x, y, 0). Note que {(x, y, 0) € R*;x, y ER} =
= {x(1,0,0) + 0,1, 0):x, y € R} = [(1, 0, 0), (0, 1, 0)] e portanto a
dimensdo deste subespago associado ao autovalor A, = 3 é 2 (dois vetores LI).
Neste caso dizemos que a multiplicidade geométrica de A, = 3 € 2. Mais pre-
cisamente, a multiplicidade geométrica de um autovalor X é a dimensio do
subespago V3 de autovetores associados a A. No Exemplo 2, o auto-
valor A, = 3 tem multiplicidade geométrica 1, visto que a dimensdo de
{(x,0,0); x € R} = {x(1,0,0); x € R} ={(1, 0, 0)] é 1. Observe ainda
que se a multiplicidade algébrica de um autovalor for 1, a multiplicidade geo-
métrica serd necessariamente igual a 1.

6.3 EXERCICIOS

1. Seja T:R* >R?
(x, »y=> 0, 2).

Mostre que X = 2 é um autovalor de T e vetores da forma (x, 2x) sdo os
autovetores correspondentes.

7.

8.
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Ache os autovalores e autovetores correspondentes das transformagdes linea-
res dadas:

. T:R? > R? tal que T(x, y) = (2y, x)
. T:R* >R? tal que T(x, y) = (x +y, 2x +y)
. T:R?®>R? tal que (x, y, z)m (x ty, x-y+2z, 2x+y-2)

.T:P,>P, tal que T(ax* + bx + ¢) =ax® + cx + b

. T:My—>M, tal que A A’ (Isto é, T ¢ a transformagdo que leva uma

matriz na sua transposta.)
T:R*>R* tal que T(x, p, z, w) = (x, x+y, x+y+z, x +y+z+w)

Encontre a transformagao linear 7: R? - R?, tal que T tenha autovalores
-2 e 3 associados aos autovetores (3y, y) e (-2y, y) respectivamente.

Ache os autovalores e autovetores correspondentes das matrizes:

12
9. A =
0 -1
11
1.A= )
- 01 0
j 2 3 15. A= 0 0 1
1LA={0 1 2 L-1 0 0O
0 0 1
- 1 3 -3
(3 3 -4 16 A=| 0 4 0
122A=({0 3 § -3 31
0 0 -I _
-1 -4 14
1 o0 2 177 A= 2 -7 14
13.A=|-1 0 1 2 -4 1
L1 2 —
2 01 0
11 2 8B.A<| 0 2 0 1
14.A=]1 2 1 12 0 3 0
(2 1 1 | 0 -1 0 O
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-1 -2 0
Seja A= |0 -1 1| Quaissdo os autovalores ¢ autovetores de A de
1 0 0

um espago vetorial:
a) Real b) Complexo

Se X ¢ autovalor da transformagdo linear T': V' ¥ ¢ v € um autovetor asso-

ciado a ele, mostre que

a) kv é outro autovetor associado a X se k # 0.

b) O conjunto formado pelos autovetores associados a A e o vetor nulo é
subespaco de V.

Suponha que A, e A, sejam autovalores distintos e diferentes de zero de
T:R? » R*. Mostre que
a) Os autovetores v, € v, correspondentes sdo LI

b) T(v,) e T(v,) sdo LI

. 0 2
Seja A = _H_ _H_.

@) Ache os autovalores de A e de A™'.
b) Quais sdo os autovetores correspondentes?

Suponha que A seja autovalor de T:V - V' com autovetor v e a um nimero
nio nulo. Ache os autovalores e autovetores de o7

Suponha que v € V seja autovetor de 7: ¥V~ ¥ e S:V >V, ao mesmo
tempo com autovalores A; e A, respectivamente. Ache autovetores e auto-

valores de
a)S+T b) SoT.

Seja T:V — V linear

a) Se A = 0 ¢ autovalor de T, mostre que 7 ndo ¢é injetora.

b) A reciproca ¢ verdadeira? Ou seja, se T ndo € injetora, A = 0 € autova-
lor de 77

1 2 1
Sejam A = |0 -1 l1{e B=
0 0 -l

o O -
O NWw
(=]

matrizes inversiveis.
a) Calcule AB e BA e observe que estes produtos sdo distintos.
b) Encontre os autovalores de AB e os de BA. O que vocé observa?

11.

13.

16.
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¢) Encontre os autovetores de AB e os de BA. O que vocé nota?
d) Motivado pelos itens anteriores, mostre que: se A e B sdo matrizes in-
versiveis de mesma ordem, os autovalores de AB ¢ BA s30 0S mesmos.

Mostre mais ainda: se A, € um autovalor de AB com autovetor v, entdo
A\; ¢ autovalor de BA com autovetor Bv, Da mesma forma, se A, € um
autovalor de BA com autovetor w, entdo ), é autovalor de AB com
autovetor Aw.

6.3.1 Respostas
M= 14V = VL AN = 1-V2y, = -VX)
A=1,v=ax? +bx +b

A=1,v=(0,0,0,w
T(x, y) = (-6, x +y)

’_ = —o v "A.Ku Ov“ 7& ”I_. V2 HAlv»uv\v
A=1,v=(x,00)

7_ = H' <ﬁ = Al\w&..v\e Ov.v yrn Hl_. ¥, = A.H,.n Nxv I.xvu Vfu = ”w- cw “A.x., O¢Rv

7» Unﬁee.—"O\IN-\w\. Nwwyu“IN,<n"ﬁx- o-.ﬁvocy—“#¢
v, = Q. ‘Y. OVw 7» = A.v ¥, = AIN« Ou qu yw = lNu Va3 = AR. o. .Nv
V: = Iu. v, = AM.% - QN~ Y, Nv. VN = Ou vy = AN. X, Hv

7— = Hu<_ HAO,V.‘ O, I.va Vn =-1, v HA\H. O. INR_ Ov.. vfw HO,

vy = (x, 0, 4x, 0)

a) A =-2,v=(2x x, Xx)
)N =2, v = (2%, x, =x)i A =6, v =[(=1 + 0y, y, (1 + )
Vu -1, v3 HHAI#\@Y. Vs Aw ln.v.v\u_

n

a) Os de A sdo -1 e 2; os de Al -1 oW.
b) Os de B sio (-2y, y) € (x, 2x); os de A™, (-2y, y) e (x, X)

Autovalor a) com autovetor v.



