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ou, na forma matricial
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Observe que [- 52 10] e [1 - 1 0 1]’ sdo solugBes do sisterna ob-
tidas da seguinte forma: a primeira, fazendo A, = 1 e A, =0, ¢ a segunda,
A\; = 0 ¢ A, = 1. Elas sdo chamadas solugoes bdsicas do sistema porque geram
todas as outras. Todo sistema homogéneo tem solugdo que pode ser escrita
desta forma. Basta reduzir o sistema, observar as varidveis livres ¢ atribuir
valores 1 para uma delas e zero para as outras, obtendo as solugDes bésicas
(tantas quanto o grau de liberdade). A solugdo serd uma soma destas solugdes
multiplicadas por constantes.

Exemplo 2: Resolver o sistema

x+3y+ z=0
2x + 6y + 22 =0
-x-3y- z=0
A matriz associada ¢ 1 3 1 0
2 6 2 0
-1 -3 -1 O
que reduzida tornase (1 3 1 0O
0 0 0 O
0 0 0 O
Reinterpretando, vemos que y e z sdo varidveis livres.

Fazendo y = A, € z = Ay, temos

3 - N
Ay
A2

x
Y
4

As solugdes bdsicas sdo entdo: x = -3,y =1,z=0ex=-1,y =0,z = 1.
Assim

"y— H +yn Q

N R

Exemplo 3: Resolver o sistema

Il
fad

x+2ytzt o
x+3y-z+2

1
w
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A matriz associada é

” w |M w & que reduzida 4 forma escada torna-se
i 0 5 -1 3 . .
0 V ) 1 ol Reinterpretando, vemos que z e ¢ sdo livres.
Fazendo z = A\; e = A,, obtemos
X = lmyn + Vr» +3
-.V = Nyn - Vru + N
zZ = V:
N = Vrn
X -5 1 3
Y i_ 2 -1 2
ou |~ |= A 1 + A, 0 + 0
t 0 1 0

Compare com o exemplo 1. O que vocé nota?

2.6 EXERCICIOS

1. Resolva o sistema de equacdes, escrevendo as matrizes ampliadas, associadas
30§ novos sistemas.

2x - y+t+ 3z
4x - 3y + 2z
x+ y+t+ z
3x+ y+ z

]
—

il
0N o -

2. Descreva todas as possiveis matrizes 2 X 2, que estdo na forma escada redu-
zida por linhas.

3. Reduza as matrizes 4 forma escada reduzida por linhas.

a|ll -2 3 -1 ¢y |0 2 2
2 -1 2 3 1 1 3

3 1 2 3 3 -4 2

~ - 2 -3 1

plo 1 3 =2
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4. Calcule o posto e a nulidade das matrizes da questdo 3. 10. x; + 2x; - X3 + 3x4 = 1

5. Dado o sistema 3x + 5y 1

11.{ x+ y+ z=4

2x +z=3
+ - =
5x+ y-z=0 2x + 5y -2z =3
escreva a matriz ampliada, associada ao sistema e reduza-a 3 forma escada 12.f x+ y+ z=4
reduzida por linhas, para resolver o sistema original. 2x + 5y -22=3

x+7y-Tz2=95
6. Determine K, para que o sistema admita solugdo.

13. | x-2y+32=0
“x + 3y =12 2x+ Sy +62=0
5x -4y =0
X - y=k 14. [x, +x, tx3+x53= 0
B . X, t Xyt x3-x3= 4
7. Encontre todas as solugdes do sistema * X, t Xy - X3+ X4 = -4
Xy + 3x; + 2x3 + 3x, - Txs = 14 rx_-bf:::u 2
N&.u.—.gn#. .XW|NR&+M.XM"|M (
X + 3%, - x5 + 2xg = -1 151 x+2y+32=0
2x+ y+32=0
8. Explique por que a nulidade de uma matriz nunca é negativa. me tyt z=0
9. Foram estudados trés tipos de alimentos. Fixada a mesma quantidade (1 g) 16, |3x + 2y -4z = 1
determinou-se que: x- y+ z= 3
{) O alimento I tem ! unidade de vitamina A, 3 unidades de vitamina B e X~ y-3=-3
4 unidades de vitamina C. 3x+3y~52=0
ify O alimento II tem 2, 3 e 5 unidades respectivamente, das vitaminas A, B =X+t ytoz=1
e C.
iif) O alimento 1II tem 3 unidades de vitaminas A, 3 unidades de vitamina C
e ndo contém vitamina B. 17. O método de Gauss para resolugdo de sistemas é um dos mais adotados
Se sdo necessdrias 11 unidades de vitamina A, 9 de vitamina B e 20 de vita- quando se faz uso do computador, devido ao menor nimero de operacBes
mina C, que envolve. Ele consiste em se reduzir a matriz ampliada do sistema por

linha-equivaléncia a uma matriz que s6 € diferente da linha reduzida a forma
escada na condi¢gdo b) de 2.4.1, que passa a ser: b') Cada coluna que con-
. . tém o primeiro elemento nao nulo de alguma linha, tem todos os elementos
b) mm.o alimento I m:mﬁm 60 centavos por grama ¢ os outros dois custam 10, abaixo desta linha iguais a zero. As outras condi¢Bes a, ¢ e d sdo idénticas.
existe uma solugdo custando exatamente Cr$ 1,007 Uma vez reduzida a matriz ampliada a esta forma, a solugdo final do siste-

ma é obtida por substituigdo.

a) Encontre todas as possiveis quantidades dos alimentos I, II e II, que for-
necem a quantidade de vitaminas desejada.

Resolva os sistemas seguintes achando as matrizes ampliadas linha reduzidas Exenplo:

4 forma escada e dando também seus postos, os postos das matrizes dos 2, + x; =5
coeficientes e, se o sistema for possivel, o grau de liberdade. X, - 3%

It
(=)}



52 ALGEBRA LINEAR

L
| o=
pf = tofen

a ultima matriz corresponde ao sistema:

1 5
X, t M X, = M
xy = -1,
s 1 5 .
Por substitui¢do, ¥, - 5 = 7, OU seja, Xy

Resolva pelo método de Gauss os Exercicios 14,15 e 1

postas.

) Um sistema homogéneo admite pelo menos uma solugdo. Qual é ela?
sistema homogéneo

b) Encontre os valores de k € R, tais que

2x - Sy + 2z
xt y+t z
2x + kz

tenha uma solugdo distinta da solugdo trivial (x = y

20. Considere o sistema

x+ 6y - 8z
2x + 6y - 4z

Note que podemos escrevé-lo na forma matricial

[¢]

o

—

2.

18. a) Mostre a proposi¢gdgo 2.4.3 para matrizes 2X2

b) Sinta a dificuldade que vocé terd para formalizar
zes n X m, mas convenga-se de que é s6 uma questdo de considerar to-
dos 0s casos possiveis, e escreva a demonstracdo. Consulte 2.7.

19. Chamamos de sistema homogéneo de n equagDes € m incognitas aquele siste-
ma cujos lermos independentes, b;, sao todos nulos.

o

quaisquer,
o resultado para matri-

Sistemas de Equages Lineares 353

a) Verifique que a matriz X; =

N %

1

IRER Y 3 i

= |3 uma solugdo para o sistema.
0

b) Resolva o sistema e verifique que toda “matriz-solug¢do” ¢ da forma

x -4 -1
X=|y|=r] 2[+] 3%
z 1 0
6 e compare as res- onde A € R.
¢) Verifique

-4l [-a

AL 2= 2A

1 A

é a solugao do sistema homogéneo, associado ao sistema ()
2

1 6 -8]|”* 0

2 6 41”7 |o
z

(%)

d) OOJoEP dos itens @), b) e ¢), que o conjunto-solugdo do sistema = é o
conjunto-solugdo do sistema *x%, somado a uma solugdo particular do sis-
tema *.

21. Dado o sistema

-1
-1
-1
-3

=z = 0).

ANV ON
SN S S
T ne X
it
(Sl = S

1
1
1
3

a) Encontre uma solugdo dele sem resolvé-lo. (Atribua valores para x, y, z
e w.)

b) Agora, resolva efetivamente o sistema, isto €, encontre sua matriz-s~iugao.

¢) Resolva também o sistema homogéneo, associado.

d) Verifique que toda matriz-solu¢do obtida em b) é a soma de uma matriz-
-wo_cmvmo encontrada em ¢) com a solugdo particular que vocé encontrou
em a).

22. Altamente motivado pelos Exercicios 20 e 21, mostre que toda matriz-solu-
¢do de um sistema linear AX = B é a soma de uma solugdo do sistema ho-
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mogéneo associado AX = 0 com uma solugdo particular de AX = B. Suges-
td0: siga as etapas seguintes, usando somente propriedades de matrizes.

{) Mostre que se X, é uma solugdo do sistema AX = 0 ¢ X, é uma solugio de

AX = B, entdo X, + X, é solugdo de AX = B.

) Se X, e X, sio solugbes de AX = B, entdo X; - X, & solugdo de
AX = 0.

#ii) Use i) e ii) para chegar 3 conclusio desejada.

23. Faga o balanceamento das reagdes:
Qv ZuOm -> zo» + Ou.
b) HF + 8i0, - SiF, + H,0
h.v AZI&VNOOw -> Z:w + WM&O + OOM

(decomposi¢do térmica do N,O;)
(dissolugdo do vidro em HF)

24. Dado o sisterna linear

3x+5y+12z -w= -3
xt y+ 4z-w=-6
2y+ 2z2+w= 5

a) Discuta a solugio do sistema,
b) Acrescente a equagdo 2z + kw = 9 a este sistema, encontre um valor de
k que torne o sistema incompativel.

25. Sabe-se que uma alimentagdo didria equilibrada em vitaminas deve constar
de 170 unidades de vitamina A, 180 unidades de vitamina B, 140 unidades
de vitamina C, 180 unidades de vitamina D e 350 unidades de vitamina E.
Com o objetivo de descobrir como devers ser uma refeigdo equilibrada,
foram estudados cinco alimentos. Fixada a mesma quantidade (1 g) de cada
alimento, determinou-se que:

i} O alimento I tem 1 unidade de vitamina A, 10 unidades de vitamina B,
1 unidade de vitamina C, 2 unidades de vitamina D e 2 unidades de
vitamina E,

if) O alimento II tem 9 unidades de vitamina A, 1 unidade de vitamina B,
0 unidades de vitamina C, 1 unidade de vitamina D e 1 unidade de
vitamina E.

ifi) O alimento III tem 2 unidades de A, 2 unidades de B, 5 unidades de
C, 1 unidade de D e 2 unidades de E. :

v) O alimento IV tem 1 unidade de A, ! unidade de B, 1 unidade de C,
2 unidades de D e 13 unidades de E.

v} O alimento V tem 1 unidade de A, 1 unidade de B, 1 unidade de C,
9 unidades de D e 2 unidades de E.

Quantos gramas de cada um dos alimentos I, II, I, IV e V devemos ingerir

diariamente para que nossa alimentagdo seja equilibrada?
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26. Necessita-se adubar um terreno acrescentando a cada 10m?® 140 g de nitrato,

190 g de fosfato e 205 g de potdssio.
Dispde-se de quatro qualidades de adubo com as seguintes caracteristicas:

) Cada quilograma do adubo I custa 5 u.c.p. e contém 10 g de nitrato,
10 g de fosfato e 100 g de potdssio.
¥} Cada quilograma do adubo II custa 6 u.c.p. € contém 10 g de nitrato,
100 g de fosfato e 30 g de potissio.
i) Cada quilograma do adubo III custa 5 u.c.p. e contém 50 g de nitrato,
20 g de fosfato e 20 g de potéssio.
#) Cada quilograma do adubo IV custa 15 u.c.p. e contém 20 g de nitra-
to, 40 g de fosfato e 35 g de potissio,
Quanto de cada adubo devemos misturar para conseguir o efeito desejado se
estamos dispostos a gastar 54 u.c.p. a cada 10 m? com a adubagio?

27. Deseja-se construir um circuito como o mostrado na figura,

J
Ik
onde V; = 280V, ¥V, = 100V, V3 = 50V, R; = 20Q, R, = 304,
R; = 50Q, R4 = 4082, R = 10042,

DispGe-se de uma tabela de pregos de virios tipos de resisténcias; assim
como as correntes mdximas que elas suportam sem queimar.

resisténcias
200 300 | 409 500 | 1000
cm | 05A | 1000 | 10,00 | 1500 | 1500 | 20,00
°4 "loa | 1500 | 2000 | 1500 | 1500 | 2500
ri | 304 | 2000 | 22,00 | 2000 | 2000 | 28,00
3 SOA | 3000 | 3000 | 3400 | 3400 | 37,00

De que tipo devemos escolher cada resisténcia para que o circuito funcione

icacao seja a or custo possivel?

com seguranga e a sua fabricagdo seja a de men p Biblioteca de M ,
Ciéncia & Tecnolog
1irEm_



56 ALGEBRA LINEAR

28. Uma placa quadrada de material homogéneo é mantida com os bordos AC
e BD i temperatura de 20°C, o bordo 4B a 40°C e CD a 10°C, com o
uso de isolantes térmicos em A, B, C e D (vide figura).

¥4 aoc
p) 5

20°C 20°C

x

10°C

Apbs ser atingido o equilibrio térmico, qual é a temperatura aproximada
em cada ponto da placa?

29. Consideremos uma unidade de produgdo (muito simplificada) de um proces-
so de produgdo industrial de um determinado composto C a partir de certos

compostos 4 e B (segundo a reagdo quimica 4 + B —— ():

Ao, By, Co Ay By, € A3, B3, C3
——] > ]
alimentagao aig =
rasfriador
reator filtro Az
» reciclagem 8,
c, produto final

Ag = 100 kg/h, By = 100 kg/h, Co = 10 kg/h sdo os fluxos de alimentagdo,

isto é, a quantidade de material jogada dentro da unidade de produgdo por
hora, enquanto que Aj, B; e (j sdo os fluxos em cada estdgio da produgo.

Sabe-se, ainda que: S
7) No reator a reagdo processa-se em condigOes tais que a quantidade de 4

i)

apds a reagdo & 0,487 da sua quantidade antes da reagfo, enquanto a de

B 0,266 e ade Cé4,675 de suas respectivas quantidades antes da reagdo.
Baseado no fato do ponto de ebulicgo de C ser inferior ao de 4 ¢ B,
o filtro constitui-se de um destilador. Dessa forma o vapor dentro do
filtro tem maior concentragio de C do que A e B, e é continuamente
retirado do filtro, sendo levado para um resfriador do qual obtemos o
produto final. Enquanto isso a parte ndo vaporizada no destilador ¢
levada de volta ao reator para ser reciclada. Tem-se a informagdo de
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que a quantidade de 4 em forma de vapor dentro do filtro €, em um
determinado instante, 0,5854 da quantidade de A presente naquele
instante na parte ndo vaporizada, enquanto que para B e C estas rela-
¢Oes s3o 1,50 e 1,07 respectivamente.

Deseja-se saber qual € o grau de concentragdo de C no produto final se a
unidade opera em condigdo estacionéria (isto é, os fluxos de 4, B e Cnio
mudam com o tempo em cada estdgio), sabendo que a concentragio de

G

na mistura que passa do reator para o filtro é de 68%.
2.6.1 Respostas
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h.k“l—-b\HM.NHm
3.1 0 0 -4 o1 o 2
01 0 -3 0 1 1
|0 0 1 -l 0 0 O
- 0 0 O
b) 7 5
Lo -3 7
0 1 3 2
|0 O 0 o0
5. x = 7 1 N|3
R TEIE A TR
7.x3=1-3x; - x5
NwUN._. Xs
X4 =31 2xs
9. g) Sejam x, y e z as quantidades de alimentos I, II e 1II respectivamente.
Entao
5 8
x=-5+3z, y=8-3z onde dn%uﬁlwl
b)Sim. x=1, y=2, z=2
17 7 5 4
:.xuquqn. y=-3t312
Pa=2=p; gL =1
13.p,=2=p;, gl =1,x=32,y=0
15.p,=3=p., gl =0,x=y=2z=0
19.2) x; =0 by k =2



