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Introducao
@ Programagao Linear: uso de técnicas matematicas e
computacionais para resolver problemas de otimizacgao linear;
@ A otimizagéo refere-se ao estudo de problemas que buscam
minimizar ou maximizar uma funcao através da escolha de
valores para as suas variaveis, dado um dominio para estas
variaveis;
@ O objetivo € lidar com os problemas de programagao/otimizagéo
linear;
O termo lidar, neste contexto, busca por:
Entender o problema real: objetivos e restrigoes;
Desenvolver um modelo de otimizagéo: linear;
Aplicar um método de resolugdo no modelo proposto;

Processar a solucao obtida e, entdo, tomar uma decisao acerca do
problema inicial.
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Breve Historico

@ O termo programacao linear foi sugerido por Koopmans a George
Dantzig;

@ Dantzig, trabalhando no pentagono em 1947, desenvolveu,
formalizou e testou 0 método simplex para resolver problemas de
programagcao linear;

@ O matematico russo Leonid Kantorovich ja havia introduzido
muito da teoria da programagéao Linear, em 1939;

@ A partir de entéo, varios trabalhos sobre o tema apareceram,
incluindo novos métodos e problemas;
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Modelagem

@ A matematica tem grande importancia na descrigao de
fenémenos, pois busca estabelecer leis que os regem;

@ Essas leis, sendo descritas por relagdes matematicas, dao origem
aos modelos mateméticos;

O termo modelo, objeto abstrato:

Imita as principais caracteristicas de um objeto real com o intuito de
representa-lo;

E uma representagéo simplificada do problema real;

Deve ser detalhado a ponto de captar os elementos essenciais do
problema;

Deve ser tratavel por métodos de resolugao.
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O Processo de Modelagem
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Figura : O processo de modelagem.
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Os Modelos Matematicos

@ Formulacao: define as variaveis e as relacées matematicas para
descrever o comportamento relevante do problema real,

@ Deducdo: aplica técnicas matematicas e tecnologia para resolver
0 modelo e chegar em sua solugéo;

@ Interpretacdo: argumenta se as conclusodes retiradas do modelo
tém significado suficiente para decisdes sobre o problema real;

@ Avaliacdo: mostra que as conclusdes do modelo podem nao ser
adequadas para o problema real. Entéo, é preciso redefinir o
problema e/ou refazer o modelo;

Modelos matematicos incluem os de programacao/otimizacao
matematica, como:

programagéo linear (otimizagéo linear);
programagao linear inteira (otimizagéo discreta);

programacgao em redes (otimizacdo em redes);

programagao ndo-linear (otimizagdo néo-linear).
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A modelagem na Programacao Linear

Envolve trés aspectos fundamentais:

Definicdo das decisées a serem tomadas;

@ Restrigdes que limitam a escolha das decisdes;

@ Objetivo que determina a preferéncia na escolha das decisoées.

Quais decisdes devem ser tomadas?
Quais restricoes afetam nestas decistes?
O que faz uma decisao ser melhor do que a outra?

Perguntas como estas (e suas respostas) permitem entender o
que o problema quer.
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O modelo genérico

Otimizar z = f(x) (9

sujeito a Ax= B (77) M
J x>0.  (iii)

@ (i) representa a fungdo objetivo, que busca maximizar ou
minimizar z;

@ (ii) representa as restrigcdes, ou seja, a limitagdo no uso dos
recursos;

@ (iii) sao as restricdes que representam o dominio das variaveis:
nao-negativas (que € o caso), inteiras, binarias, etc;

@ As varidveis sdo representadas pelo vetor X = (xq, X2,...,Xp) €
representam as decisdes a serem tomadas.
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As solucoes

@ Solugao viavel (factivel): € uma escolha para os valores das
variaveis que satisfaz todas as restrigdes;

@ Solucédo 6tima: € uma solugao viavel que maximiza/minimiza a
funcao objetivo;

@ Método exato (6timo): é aquele que gera uma solugao étima;

@ Método heuristico (ndo-exato): é aquele que gera uma boa
solugado para o problema;

@ Podem existir multiplas solugdes étimas, porém todas com o
mesmo valor da funcao objetivo;

@ Para um modelo, determinar uma solucéo 6tima em tempo
computacional razoavel pode ser dificil ou até impossivel com as
ferramentas e técnicas atuais.

Thiago Queiroz (DM) Parte 1 1/2014 9/33



Otimizacao Linear

@ Modelos de otimizacao linear tém sido amplamente utilizados na
pratica;

@ Os modelos de programacao linear possuem todas as fungdes
(objetivo e restrigdes) lineares, isto é,
Z="f(Xq,Xo,...,Xn) = @1X1 + a@xXo + ... + anXp;

@ Algumas aplicagdes surgem na: agricultura, planejamento da
producédo industrial, logistica, telecomunicagdes, financas, etc;

@ Um método que permite resolver tais modelos e retornar a
solugao 6tima é o simplex e o métodos dos pontos interiores.
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Problemas de Mistura

@ Consiste em combinar materiais (matéria-prima) para gerar novos
materiais;

@ Exemplo. Uma agroindustria deve produzir um tipo de racao para
determinado animal. Essa ragéao € envolve a mistura de trés
ingredientes basicos: 0ss0, soja e resto de peixe, ndo sendo
necessario usar todos na mistura. Cada um desses ingredientes
contém diferentes quantidades de dois nutrientes necessarios a
uma dieta nutricional balanceada: proteina e célcio. O
nutricionista especifica as necessidades minimas desses
nutrientes em 1 kg de ragao. Cada ingrediente é adquirido no
mercado com certo custo unitario ($/kg). Os dados do problemas
séo apresentados na tabela seguinte. Deve-se determinar em
que quantidades os ingredientes devem ser misturados de modo
a produzir uma racao que satisfaca as restricoes nutricionais com
custo minimo.
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Problemas de Mistura

Tabela : Dados para o problema da racao.

Nutrientes Ingredientes Qtd. minima
Osso | Soja | Peixe | naragéo
Proteina 02 | 05| 04 0,3
Calcio 06 | 04 | 04 0,5

| Custos ($/kg) | 0,56 | 0,81 | 0,26 |
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Modelando o Problema da Mistura

@ (i) Definir as variaveis de decisdo: x; indica a quantidade (em kg)
do ingrediente j que deve ser utilizado em uma unidade (1 kg) de
racao;

@ Para j = 0ss0, soja, peixe, tem-se: Xo, Xs€Xp, respectivamente;

@ (ii) A fungéo objetivo busca minimizar o custo para produzir a
ragao.

@ Minimizar z = f(Xo, Xs, Xp) = 0,56X, + 0,81xs + 0,46x,.

@ (iii) Existem restrigbes com relagédo a quantidade minima de
nutrientes na racao;

@ Proteinas: 0,2x, + 0,5xs + 0,4x, > 0, 3;
@ Calcio: 0,6x, + 0,4xs 4+ 0,4x, > 0,5.
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Modelando o Problema da Mistura

@ (iii) Existe uma restricdo que diz que a soma dos ingredientes
resulta em uma unidade da mistura;

@ Produgao de 1 unidade da mistura: x, + Xs + Xp = 1;

@ (iii) Existem restricdes com relagdo ao dominio das variaveis.
Neste caso elas devem ser ndo-negativas;

@ Quantidade de osso: x, > 0;

@ Quantidade de soja: xs > 0;

@ Quantidade de peixe: x, > 0;

Minimizar z = 0,56x, + 0,81xs + 0,46x,

0,2x, 4+ 0,5xs 4+ 0,4x, > 0,3
0,6x,+0,4xs+0,4x, > 0,5 (2)
Xo+ Xs + Xp =1

Xo >0, Xs >0, x, > 0.

sujeito a :
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Problemas de Transporte, Transbordo e Desighacao

@ Referem-se ao transporte ou distribuicdo de produtos dos centros
de producao (origem) aos mercados consumidores (destino);

@ O transporte deve respeitar as limitacoes de oferta e atender a
demanda requisita;

@ Em alguns problemas, podem-se usar localidades intermediarias
(ou de transbordo): depdésitos ou centros de distribuicéo;

@ No problema de transbordo, a quantidade que sai do centro
intermediario deve ser igual a quantidade de produto que chega
dos centros produtores;

@ Modelos de transporte podem representar outras situacoes:
existem n tarefas que precisam ser distribuidas a n pessoas
(problema de designacao).
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Problemas de Transporte, Transbordo e Desighacao

@ Exemplo. Uma companhia distribuidora de bebidas possui 2
centros de distribuicdo: Catalao e Ipameri, € 3 mercados
consumidores: Brasilia, Goiania e Uberlandia. O custo unitario de
se transportar uma unidade do produto de cada centro a cada
mercado é dado na tabela abaixo. Nesta tabela também séo
apresentadas as demandas de cada mercado e a quantidade
maxima disponivel do produto em cada centro. Determine o
modelo de modo que o custo total de transporte seja minimizado.

Tabela : Dados para o problema de transporte.

Centro de Mercado consumidor Qte. de Produto
distribuigéo Brasilia | Goiania | Uberlandia disponiveis
Catalao 4 2 5 1000
Ipameri 11 7 4 1200
| Demanda do mercado | 500 [ 400 | 900 \
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Modelando o Problema de Transporte

@ (i) Definir as variaveis de deciséo: x; indica a quantidade (em
unidade) de produtos enviados do centro de produgéo i ao
mercado j;

@ Para i=1 (Catalao), i=2 (Ipameri), j=1 (Brasilia), j=2 (Goiania) e j=3
(Uberléndia), tem-se as variaveis: xq1, X12, X13, Xo1, X0, X23;

@ (ii) A fungéo objetivo busca minimizar o custo total de transporte
dos centros para os mercados;

@ Minimizar z = 4xy1 + 2x12 + 5X13 + 11Xo1 + 7Xoo + 4X03;

@ (iii) Existem restricdes com relagdo a disponibilidade do produto
no centro de producao;

@ Cataldo: xq11 + x12 + X413 < 800;
@ Ipameri: Xo1 + Xo2 + Xo3 < 1000.

Thiago Queiroz (DM) Parte 1 1/2014 17/33



Modelando o Problema de Transporte

@ (iii) Existem restricdes com relagédo a demanda do mercado, que
deve ser exatamente atendida;

@ Brasilia: x11 + x21 = 500;

@ Goiania: xq2 + xo0 = 400;

@ Uberlandia: xq3 + xo3 = 900;

@ (iii) Existem restricbes com relagdo ao dominio das variaveis.
Neste caso elas devem ser ndo-negativas;

@ X112 0,X122>0,Xx13 > 0,X%1 > 0,X2 > 0,X3 >0;

Minimizar z = 4x11 + 2X12 + 5X13 + 11X21 + 7Xo2 + 4Xo3

X11 + X12 + X13 < 800

Xo1 + Xoo + Xo3 < 1000

X171 + Xo1 = 500 (3)
X12 + X22 = 400

X13 + X23 = 900

X112 0,Xx12 > 0,x13 > 0,X%21 > 0,Xx22 > 0, %23 > 0.

sujeito a :
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Problemas de Planejamento da Producao

@ Problema de mix de producédo: envolve decidir quais produtos e
quanto fabricar de cada produto em um periodo apenas, visando
maximizar o lucro;

@ Pode adicionar restricdes de chance, que sdo baseadas em
distribuicao de probabilidade da demanda do produto;

@ As restric6es de chance permitem controlar o risco de
superproduzir (produzir mais do que a demanda do mercado e
incorrer em mais custos);

@ Problema de dimensionamento de lotes: envolve decidir o qué e
quanto produzir (dimensionar os lotes de produgéo) em cada
periodo de um horizonte de planejamento;

@ Na versao multiestagios do dimensionamento de lotes, um
produto demandado requer a producao prévia ou concomitante
de seus componentes
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Problemas de Planejamento da Producao

@ Exemplo. Um fabricante de geladeiras precisa decidir quais
modelos deve produzir em uma nova fabrica. Uma pesquisa de
mercado indicou que, no maximo, 1.500 unidades do modelo luxo
e 6.000 unidades do modelo basico podem ser vendidas no
proximo més. A empresa dispde de 25.000 homens-hora por més
e tem capacidade maxima de producao de 4.500 geladeiras por
més. Cada modelo luxo requer 10 homens-hora e cada modelo
bésico requer 8 homens-hora para serem montadas. O lucro
unitario do modelo luxo é de R$ 100 e do modelo bésico é de R$
50. Deseja-se determinar quanto produzir de cada modelo de
modo a maximizar o lucro da empresa.
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Modelando o Problema de Mix de Producao

@ (i) Definir as variaveis de decisdo: x; indica a quantidade (em
unidade) de geladeiras do tipo j a ser produzida no més;

@ Para j=b (geladeira Basica) e j=I (geladeira Luxo), tem-se as
variaveis: xp, X;;

@ (ii) A fungéo objetivo busca maximizar o lucro da empresa;
@ Maximizar z = 50x, + 100x;;

@ (iii) Existe uma restricdo com relacdo a limitagcao da forga de
trabalho por més;

@ Forca de trabalho: 8x, + 10x; < 25.000;
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Modelando o Problema de Mix de Producao

@ (iii) Existe uma restricdo com relacdo a capacidade maxima de
producao por més;

@ Capacidade da fabrica: xp + x; < 4.500;

@ (iii) Existem restricbes com relagdo ao dominio das variaveis.
Neste caso elas sdo limitadas inferiormente e superiormente;

@ 0 < xp <6.000,0 < x; < 1.500;

Maximizar z = 50x, + 100x;

8xp + 10x; < 25.000 (4)
sujeito a : Xp + X1 < 4.500

0 < xp <6.000,0 < x; < 1.500.
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Problemas de Programacao de Projetos

@ Busca determinar a ordem em que um conjunto de atividades é
realizada, minimizando o tempo para conclusao;

@ Exemplo. Uma empresa deseja construir pilares de uma
edificagao, tarefa constituida basicamente por oito atividades
relacionadas na tabela abaixo. O projeto se inicia no instante 0.

Tabela : Dados das atividades do projeto.

| Atividades | Descricdo | Predecessor imediato | Duragéo (h) |

A Preparo da armadura -
Preparo da forma -
Langcamento da armadura A
Langcamento da forma B, C
Providéncias para concretagem -
Aplicagdo do concreto E,D
Cura do concreto F
Desforma do Pilar G
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Modelando o Problema de Programacao de Projetos

@ (i) Definir as varidveis de decisdo: x; indica o instante mais cedo
em que a atividade i pode ser iniciada;

@ Parai=A, B, C, D, E, F, G, H, tem-se as variaveis:
XA, XB, XC, XD, XE, XF, XGy XH;

@ (ii) A fungéo objetivo busca determinar o menor tempo necessario
para a conclusao do projeto;

@ Minimizar z = xy + 3;

@ (iii) Existem restricbes com relagédo as precedéncias de cada
atividade;

@ Atividade A: x4 > 0;
@ Atividade B: xg > 0;
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Modelando o Problema de Programacao de Projetos

@ Atividade C: xg > x4 + 6;
@ Atividade D: xp > xg + 5;
@ Atividade D: xp > x¢ + 4;
@ Atividade E: xg > 0;

@ Atividade F: xg > xg + 2;
@ Atividade F: xf > xp + 2;
@ Atividade G: xg > xg + 3;
@ Atividade H: xy > xg + 72;
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Modelo do Problema de Programacao de Projetos

Minimizar z = xy + 3

(X4 >0
xg >0
Xc>Xa+6
Xp>Xg+5
Xp > Xc +4 (5)
Xe>0
XF > Xg +2
XF > Xp + 2
XGg > XF+3

( Xy > Xg+ 72

sujeito a :
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Problema envolvendo Processos Quimicos

@ Exemplo. A empresa Petro dispde de duas fontes de petroleo
bruto, denominadas de éleo A e 6leo B, vendidos em barris. O

6leo A custa $28,00/barril e o 6leo B, $22/barril. As quantidades
disponiveis para compra sédo de 10.000 barris/dia e 7.000
barris/dia, respectivamente. Esses 6leos podem passar por dois
processos sucessivos, sem perda de volume: primeiro uma
destilacao simples que agrupa os 6leos em suas fragdes leves e

pesadas, as quais podem ser vendidas ou processadas
novamente. O segundo processo € um cragueamento que 0s

transforma em dois produtos finais: gasolina e diesel. As tabelas

abaixo indicam as proporgdes resultantes.

Tabela : porcentagem das fragbes por tipo de 6leo.

| Tipo de dleo | Fragdes leves | Fragdes pesadas |

6leo A
6leo B

25%
78%

75%
22%

Thiago Queiroz (DM)

Parte 1

1/2014

27/33



Problema envolvendo Processos Quimicos

Tabela : porcentagem de gasolina e diesel por fracao.

| Tipo de fragdo | Gasolina | Diesel |

Fracdes leves
Fracbes pesadas

80%
35%

20%
65%

@ Sabe-se que as fragdes leves podem ser vendidas a $20/barril e

as pesadas, por $27/barril. A gasolina é vendida por $35/barril,

enguanto o diesel é vendido a $30/barril. Deseja-se determinar o

planejamento de produgao de maximiza o lucro liquido.
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Modelando o Problema de Processos Quimicos

Oleo A

Leves

Oleo B

Pesados
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Figura : Fases da producéo.
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Modelando o Problema de Processos Quimicos

@ (i) Definir as variaveis de decisao, que envolvem o quanto foi
comprado/produzido em cada fase;

@ X4 indica a quantidade (em barris) do 6leo A comprado;

@ xg indica a quantidade (em barris) do éleo B comprado;

@ xp indica a quantidade (em barris) das Fragdes Leves
produzidas;

@ Xxrp indica a quantidade (em barris) das Fracbes Pesadas
produzidas;

@ x;y indica a quantidade (em barris) das fracdes Leves Vendidas;

@ Xxpy indica a quantidade (em barris) das fracbes Pesadas
Vendidas;

@ X, indica a quantidade (em barris) das fragcoes Leves
Craqueadas;

@ Xxpc indica a quantidade (em barris) das fracbes Pesadas

Craqueadas;

Xg indica a quantidade (em barris) de gasolina produzida;

@ Xp indica a quantidade (em barris) de diesel produzido.
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Modelando o Problema de Processos Quimicos

@ (ii) A fungéo objetivo busca maximizar lucro liquido obtido com a
venda dos produtos e considerando a compra da matéria-prima;

@ Maximizar z = 20x,y + 27xpy + 35xg + 30xp — 28x4 — 22Xp;

(iii) Existem restricbes com relagdo a quantidade de fragdes leves
e pesadas produzidas que devem ser iguais a quantidade de
Oleos processados;

Fracao leve produzida: xg = 0,25x4 + 0, 78xp;

@ Fracao pesada produzida: xgp = 0, 75x4 + 0, 22x5;

(iii) Existem restrigbes com relagdo a quantidade de fra¢des leves

e pesadas que sdo vendidas e craqueadas que devem ser iguais
a quantidade de fracdes produzidas;

@ Fracao leve: xg = Xv + Xc;
@ Fracao pesada: xgp = Xpy + Xpc;
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Modelando o Problema de Processos Quimicos

@ (iii) Existem restricoes com relacao a quantidade de gasolina que
€ produzida que devem ser iguais a quantidade de fragbes
craqueadas;

@ Gasolina: xg = 0,8x,¢c + 0,35xpc;
@ Diesel: xp = 0,2x;¢c + 0,65xpc;

@ (iii) Existem restricdes com relagao a quantidade de éleo do tipo A
e B que estao disponiveis por dia;

Oleo tipo A: x4 < 10.000;
Oleo tipo B: x5 < 7.000;

(iii) Existem restricdes com relacdo ao dominio das variaveis.
Neste caso elas devem ser ndo-negativas;

x; > 0,parai=A, B, FL, FP, LV, PV, LC, PC, G, D.
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Modelo do Problema de Processos Quimicos

Maximizar z = 20x,y + 27Xpy + 35xg + 30xp — 28x4 — 22x5

Xr = 0,25x4 + 0,78xp

Xep = 0,75x4 + 0,22x5

XFL = Xrv + XLc

XFp = Xpv + Xpc (6)
sujeito a : Xg = 0,8x.¢c + 0,35xp¢

xp = 0,2x.¢c + 0,65xpc

Xa < 10.000

Xxg < 7.000

x; >0, parai=A,B,FL,FP,LV,PV,LC, PC,G,D.
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