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Sobre o V ENGOPE - Encontro Goiano de
Probabilidade e Estat́ıstica

O Encontro Goiano de Probabilidade e Estat́ıstica (EnGOPE) é um evento da área de
probabilidade e estat́ıstica realizado com o apoio do Instituto de Matemática e Estat́ıstica
da Universidade Federal de Goiás que, em 2021, encontrar-se-á em sua quinta edição. O
objetivo do V ENGOPE é reunir a comunidade da área probabilidade e estat́ıstica do
estado de Goiás e do Brasil para discutir e difundir novas ideias e técnicas. O evento tem
como objetivo fomentar vários aspectos da área, mais especificamente:

• Promover a integração de alunos, professores, pesquisadores e profissionais da área
de probabilidade, estat́ıstica e áreas afins do estado de Goiás e do Brasil. Possibilitar
o encontro de estudantes com professores de outras instituições de ensino e pesquisa
e, também, com profissionais de probabilidade, estat́ıstica e áreas afins.

• Apresentar e discutir inovações teórica e práticas, bem como metodológicas e tec-
nológicas da área.

• Divulgar aplicações relevantes nas mais variadas áreas do conhecimento.

• Divulgar a área de probabilidade e estat́ıstica junto à comunidade acadêmica de
Goiás e do Brasil.

Para atingir estes objetivos foram convidados pesquisadores e profissionais da área de
Probabilidade e Estat́ıstica de Goiás e do Brasil, reconhecidos pela contribuição cient́ıfica
e de mercado em temas de interesse.
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A Trajetória de um Estat́ıstico na área da saúde

Cleyton Zanardo 1

Resumo

Uma questão que assombra qualquer recém-formado em um Bacharelado em
Estat́ıstica é: em qual das muitas áreas da estat́ıstica vou atuar? Neste momento ele
deverá tomar uma decisão que provavelmente não tem volta. Entre as possibilidades
existe a área da saúde, não tão atrativa pelo seu retorno financeiro, mas imensamente
desafiadora onde o resultado final é salvar vidas. O objetivo da palestra é apresentar
a jornada na carreira de um Bioestat́ıstico, onde será discutido o perfil pessoal,
mercado de trabalho, perspectivas futuras e finalizando com duas aplicações de
análise de dados.

1BP - A Beneficência Portuguesa de São Paulo
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Inovação e Confiabilidade em Projetos Industriais

Francisco Louzada Neto 1

Resumo

A nossa dependência dispositivos e equipamentos mecânicos e eletrônicos é cada
vez maior. Entretanto, por mais eficientes que sejam, podem apresentar falhas.
Como exemplo, podemos citar, tecnologias embarcadas em sensores inteligentes,
dispositivos de inteligência artificial, robôs agŕıcolas, financeiros e médicos, entre
outros. Neste contexto, a modelagem estat́ıstica da confiabilidade tem sido exaus-
tivamente utilizada, inserida dentro de processos de inovação. Nesta conferência,
são apresentados alguns projetos de inovação em confiabilidade, com os quais esta-
mos envolvidos, no sentido de aproximar a academia dos setores industrial, médico
e financeiro. O foco é dado à modelagem de confiabilidade para equipamentos de
construção de poços de petróleo, de rastreio de caçambas, de máquinas agŕıcolas, e
modelagem de comunicação para telefones celulares e véıculos aéreos não-tripulados.

1ICMC-USP
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Ciência de dados no Itaú-Unibanco

Alexandre Maiorano 1

Resumo

Nesta conversa vamos falar sobre como é o dia a dia e o perfil de um cientista
de dados no Itaú-Unibanco. Contextualizaremos sobre a importância de utilização
de dados para tomada de decisão com foco no cliente, multidisciplinaridade de
atuação e parceria entre conhecimento técnico e de negócio. Também, daremos
dicas sobre habilidades importantes para atuação como cientista de dados, falaremos
sobre exemplos práticos em problemas reais do banco e oportunidades de carreira.

1Banco ITAÚ-UNIBANCO
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Uma abordagem baseada nos dados para construção
de uma plataforma de predição da COVID-19

Dani Gamerman 1

Resumo

Nesta palestra pretendo apresentar um aplicativo para previsão de curto e longo
prazos para a pandemia da COVID19. Essas previsões são completamente baseadas
nos dados observados diariamente de casos confirmados e mortes, sem utilização
de modelagem epidemiológica. Nossas previsões permitem estimar caracteŕısticas
relevantes da pandemia, como pico e fim dos casos/mortes e número total de ca-
sos/mortes. Toda a inferência é sumarizada em preditores pontuais, acompanhados
dos respectivos intervalos de credibilidade. Desafios associados ao desenvolvimento
de um sistema de larga escala para vários páıses e estados também serão descri-
tos. Esse aplicativo está sendo desenvolvido em conjunto com Marcos Prates, Thais
Paiva, Vinicius Mayrink e um grupo de alunos e ex-alunos dos Programas de Pós-
Graduação em Estat́ıstica da UFMG e da UFRJ.

1UFRJ
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Estat́ıstico: Na disputa de “cabo de guerra” com as
novas profissões?

Felipe Marangoni 1

Resumo

Em meio à era dos yottabytes e ao hype das “novas profissões”: Data Scientists
+ Data Engineers, uma reflexão sobre como o profissional de estat́ıstica se posiciona
no cenário de Analytics e evidencia seu diferencial de formação.

1StepWise
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Resumos dos Minicursos
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Introdução ao Aprendizado Estat́ıstico de Máquina

Anderson Ara 1

Resumo

Existe uma grande quantidade de modelos de aprendizado de máquina, os quais
devem ser aplicados com suas devidas suposições, bem como aliados a linguagens de
programação e métodos computacionais que permitam a aplicação adequada destes
a um conjunto de dados reais. Neste minicurso apresentaremos alguns dos princi-
pais fundamentos estat́ısticos para os seguintes modelos preditivos de aprendizado
estat́ıstico de máquina: Análise Discriminante, KNN, Redes Neurais e Máquinas
de Vetores de Suporte. O curso será pautado em exemplos e implementações em
Linguagem R.

1UFPR
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Manipulação e Visualização de dados no R

Pablo Henrique da Silva 1

Lucas Gabriel da Silva Neris1

Káıque Ferreira Henrique de Souza1

Danilo Silva Carvalho de Oliveira1

Resumo

Uma das etapas mais importantes na análise de dados é organizar e traduzir in-
formações para auxiliar na tomada de decisões. Portanto, habilidades de mani-
pulação e visualização de dados permitem que o analista transforme dados brutos
em produtos interpretáveis. Neste minicurso trabalharemos fundamentos da mani-
pulação e visualização de dados usando o software R, mais especificamente com os
pacotes do tidyverse.

1Status Jr - IME/UFG
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Trabalhos Completos
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Distribuição Beta-Gompertz defeituosa para
modelagem de dados de longa duração

Heberth Duarte dos Santos 1 Cynthia Arantes Vieira Tojeiro 2 Vera Lúcia
Damasceno Tomazella 3

Resumo

Neste trabalho são estudados os modelos cujas distribuições são consideradas “im-
próprias” ou “defeituosas” e podem ser utilizadas, no campo de estudo de análise
de sobrevivência, na modelagem de frações de cura ou de sobrevivência de longa
duração. Assumindo a distribuição Gompertz defeituosa como uma distribuição
de base, na presença de dados censurados e covariáveis, e utilizando a distribuição
Beta-G como uma famı́lia de extensão, mostramos que, a partir de algumas proprie-
dades, a distribuição Beta-Gompertz também será defeituosa. Dessa forma, torna-se
adequada para a modelagem de dados com fração de cura ou de sobrevivência de
longa duração. A fim de ilustrar a metodologia proposta, consideramos aplicações
com dados reais relacionados aos tempos de sobrevida de pacientes com câncer de
mama triplo negativo do Hospital A.C.Camargo Câncer Center, São Paulo, Brasil
Palavras-chave: análise de sobrevivência; modelagem estat́ıstica; modelos de
frações de cura, modelos paramétricos e não paramétricos, distribuição Beta, distri-
buição Gompertz.

1 Introdução

A análise de sobrevivência é formada por um conjunto de técnicas estat́ısticas uti-
lizadas para analisar dados que relacionam o tempo até a ocorrência de um evento de
interesse, comumente chamado de “tempo de sobrevivência” ou “tempo de vida”, e as
caracteŕısticas que distinguem os indiv́ıduos da população estudada. Tal teoria tem sido
bastante explorada por diversos pesquisadores nas mais variadas áreas.

Para exemplificar medidas de tempo que podem ser estudadas em análise de sobre-
vivência, pode-se considerar, em medicina, o tempo de vida de pacientes com enfermidade
grave ou da recidiva de uma doença; em criminaĺıstica, o tempo entre a liberação de presos
e a ocorrência de um novo crime; em engenharia, o tempo de duração de um componente
eletrônico (NELSON, 1990; MEEKER & ESCOBAR, 1998; FREITAS & COLOSIMO,
1997).

O tempo de falha, que é o tempo transcorrido até a ocorrência do evento de interesse
na pesquisa, é definido a partir de um instante inicial pré-definido. Se o tempo de falha
for incompleto ou parcial, o chamamos de censura, que equivale à observação parcial da
resposta. Assim, toda informação referente à resposta se concentra no conhecimento de
que o tempo de falha é superior àquele observado.

A principal vantagem da técnica empregada em Análise de Sobrevivência é a possi-
bilidade de incorporação de informação parcial do evento de interesse, pois, pela própria
caracteŕıstica desse tipo de estudo, é muito comum a ocorrência de censura. Contudo,

1IME-Universidade Federal de Goiás e-mail: hbtsantos@msn.com
2IME-Universidade Federal de Goiás
3Universidade Federal de São Carlos
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assume-se que, dentro de um peŕıodo suficientemente grande de tempo, todos os indiv́ıduos
estudados estão sujeitos ao evento sob investigação, o que pode não ser real em alguns
casos.

Em estudos que acompanham uma amostra de indiv́ıduos ou objetos ao longo do
tempo, pode ocorrer de parte ou fração dessa amostra de indiv́ıduos permanecer, passe
o tempo que for, sem experimentar o evento de interesse. Em uma pesquisa cĺınica,
por exemplo, uma proporção dos pacientes pode responder positivamente ao tratamento
aplicado e, consequentemente, não falecer devido à doença considerada. Esta constatação
motivou o desenvolvimento de vários modelos estat́ısticos que incorporam a presença de
fração de cura, também chamados de modelos de longa duração (FAREWELL; V.T, 1982;
MALLER; ZHOU, 1996).

Modelos de fração de cura foram introduzidos por vários autores como Boag (1949)
e Berkson e Gage (1952). Tais modelos são baseados em uma função de sobrevivência
representada por uma mistura de distribuições, descrevendo os indiv́ıduos suscet́ıveis ao
evento de interesse com uma dada probabilidade (1 − p) e os indiv́ıduos não suscet́ıveis
ao evento de interesse com uma dada probabilidade p definida no intervalo (0, 1).

Alternativamente aos modelos de misturas, a literatura apresenta os modelos baseados
em distribuições defectivas ou impróprias, que são caracterizados por distribuições de pro-
babilidade nas quais o resultado da integração da sua função densidade de probabilidade
(área sob a curva), em todo o seu domı́nio, é diferente de 1. Nessa situação, duas distri-
buições impróprias utilizadas em análise de dados de sobrevivência são as distribuições
Gompertz e a Gaussiana inversa (BALKA; DESMOND;MCNICHOLAS, 2011).

Essas distribuições são úteis ao ajuste dos modelos com fração de cura, pois não
assumem o pressuposto de que todos os indiv́ıduos sejam suscet́ıveis ao evento de interesse
(ROCHA et al., 2016). Recentemente, outras distribuições de probabilidade impróprias
foram introduzidas, como as distribuições defeituosas baseadas na famı́lia Marshall-Olkin
(ROCHA et al., 2016) e na famı́lia Kumaraswamy (ROCHA et al., 2015).

Nesse contexto, apresentaremos um novo modelo de fração de cura, que assume, como
distribuição base, a Gompertz defeituosa, na presença de dados censurados e covariáveis,
e a Beta-G como famı́lia de extensão. Mostraremos que, a partir de algumas propriedades,
a distribuição Beta-Gompertz também será defeituosa.

O presente trabalho está organizado da seguinte forma: na Seção 2, apresentamos uma
breve descrição da metodologia de análise de sobrevivência e um modelo estat́ıstico que
permite estimar a proporção de pacientes com longa duração na população. Na Seção
3, descrevemos o conjunto de dados relacionados a um estudo de pacientes com câncer
de mama triplo negativo diagnosticadas no A.C.Camargo Cancer Center, bem como os
resultados do modelo ajustado aos dados. Na Seção 4, apresentamos as conclusões do
trabalho.

2 Metodologia

2.1 Análise de Sobrevivência

A Análise de Sobrevivência tem como estudo o tempo até a ocorrência de um evento
de interesse, comumente conhecido como ”tempo de falha”ou ”tempo de vida”. Exemplos
de estudos que envolvem dados com esta caracteŕıstica podem ser dados por, tempo do
diagnóstico até o óbito de pacientes com uma doença espećıfica, o tempo até a recidiva
de um câncer, entre outros.
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Uma caracteŕıstica importante dos dados de análise de sobrevivência é a presença de
observações incompletas, geralmente chamadas de censuras.

A censura é a observação parcial da resposta e está relacionada a situações que escapam
do controle do pesquisador, como, por exemplo, a sáıda de um participante da amostra,
a ocorrência do evento por motivo diverso do analisado, a interrupção do tratamento ou,
simplesmente, a conclusão do estudo sem que as falhas tenham ocorrido. A presença de
censura, quando não inviabiliza, prejudica muito a qualidade dos resultados envolvendo
técnicas clássicas de análise estat́ıstica.

Seja T ≥ 0 uma variável aleatória não negativa, cont́ınua, representando o tempo até
a ocorrência do evento de interesse. A função de sobrevivência é definida como sendo a
probabilidade de um paciente sobreviver até um instante pré-estabelecido t, isto é,

S(t) = P (T ≥ t) =

∫ ∞
t

f(u)du = 1− F (t),

em que f(t) é a função de densidade de probabilidade e F (t) é a função de distribuição
acumulada.

No caso geral ou próprio, espera-se que a função de sobrevivência se comporte de
tal maneira que lim

t→∞
S(t) = 0, ou seja, assume-se que, em um peŕıodo de tempo sufi-

cientemente grande, todos os indiv́ıduos no estudo irão falhar. Quando uma fração da
população não está suscet́ıvel ao evento de interesse, ou seja, lim

t→∞
S(t) > 0, a função

de sobrevivência é denominada imprópria. Modelos de Sobrevivência que incorporam
tal informação são denominados de “Modelos de Fração de Cura” (cure rate models) ou
“Modelos de Sobrevivência de Longa Duração”(long term survival models).

2.2 Modelo de Mistura Padrão

Modelos de análise de sobrevivência com fração de cura foram introduzidos por vários
autores como Boag (1949) e Berkson e Gage (1952). Tais modelos são baseados em uma
função de sobrevivência representada por uma mistura de distribuições. Esses modelos
classificam os indiv́ıduos em imunes ou suscet́ıveis à ocorrência do evento, assumindo um
indicador M , com distribuição de Bernoulli. Assim, temos:

M =

{
1, se o indiv́ıduo é suscet́ıvel ,

0, se o indiv́ıduo é imune .

Os indiv́ıduos suscet́ıveis ao evento de interesse apresentam uma probabilidade (1 - p0)
e os indiv́ıduos não suscet́ıveis ao evento, probabilidade (p0) definida no intervalo (0, 1).
Assim, o modelo de fração de cura pode ser expresso na equação:

Spop(t) = p0 + (1− p0)S(t),

em que S(t) = P (T > t|M = 1) é uma função de sobrevivência própria, isto é, limt→∞ S(t) =
0. Portanto temos, lim

t→∞
Spop(t) = p0.

Dessa forma, o modelo de mistura padrão consiste, como sugere o seu nome, na mistura
de distribuições, com função de sobrevivência própria S(t) para os indiv́ıduos suscet́ıveis
ao evento de interesse e uma imprópria, dada por P (T > t|M = 0) = 1, para os imunes.
A função de densidade e a função de risco para a população total (com e sem fração de
cura), denotadas respectivamente por fpop, hpop, são:
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fpop(t) =
−dFpop(t)

dt
= (1− p0)f(t)

hpop(t) =
fpop(t)

Spop(t)
= f(t)

1− p0
p0 + (1− p0)S(t)

2.3 Modelos Defeituosos ou Impróprios

As distribuições defeituosas caracterizam-se por possúırem funções densidade de pro-
babilidade tal que a integral destas funções sobre todo o domı́nio da variável aleatória
em questão é menor que 1 quando o domı́nio de algum de seus parâmetros é diferente
daquele usualmente definido.(Balka, Desmond e McNicholas (2009)). Desta maneira, tais
modelos apresentam potencial para o tratamento de dados de sobrevivência com fração
de cura, pois sua função de sobrevida agrega naturalmente os elementos não suscet́ıveis
na modelagem. Duas distribuições conhecidas que possuem essa propriedade são a inversa
Gaussiana e a Gompertz. Ambas as distribuições têm dois parâmetros positivos. Quando
o parâmetro de forma assume valores negativos, tais distribuições tornam-se defeituosas,
pois os seus espaços paramétricos são alterados.

Uma grande vantagem dessas distribuições é que a fração curada é sempre estimada
usando um modelo com um parâmetro a menos que o modelo de mistura padrão, o que
traz muitos benef́ıcios em termos de estimativas, facilitando o cálculo por ser uma simples
função dos parâmetros estimados.

Outra grande vantagem é que não é necessário assumir a existência de uma fração
de cura no modelo, visto que esse já a considera quando o procedimento de estimação
apresenta um valor diferente do espaço paramétrico usual.

2.4 Distribuição de Gompertz Defeituosa

A distribuição de Gompertz é muito utilizada em estudos nas áreas de atuária, demo-
grafia, e em outros estudos da área de sobrevida (GIESER et al., 1998; BECKER, 2015;
JAFARI; TAHMASEBI; ALIZADEH, 2014).

Em sua forma própria, essa distribuição possui dois parâmetros, α e β, ambos positivos,
sendo β o parâmetro de escala e α o parâmetro de forma. A função de densidade de
probabilidade para a variável aleatória tempo até o evento de interesse t com distribuição
de Gompertz e a função de sobrevivência, com α > 0 e β > 0, são dadas respectivamente
por:

f(t) = αeβte−
α
β
(eβt−1)

e
S(t) = e−

α
β
(eβt−1).

Temos que lim
t→∞

S(t) = lim
t→∞

e−
α
β
(eβt−1) = 0. Portanto, a distribuição apresentada dessa

forma é não é adequada aos dados com fração de cura.
A distribuição do modelo de Gompertz se torna imprópria ou defeituosa quando são

considerados valores menores do que zero ao parâmetro β. Essa distribuição de probabi-
lidade definida para valores cont́ınuos positivos foi reportada por diversos autores, como
Rocha, Tomazella e Louzada (2014) e Martinez e Achcar (2017).
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A proporção de imunizados na população, p0, é calculada como o limite quando o
tempo t tende ao infinito da função de sobrevivência, considerando β < 0:

p0 = lim
t→∞

S(t) = lim
t→∞

e−
α
β
(e−βt−1) = e

α
β (2.1)

com p0 pertencente ao intervalo (0,1). Uma vez que os valores dos parâmetros são esti-
mados, pode-se facilmente calcular a fração de cura p0.

A Figura (1) apresenta alguns cenários para a função densidade, sobrevivência e risco
da distribuição Gompertz defeituosa.
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Figura 1: Funções de Densidade, Sobrevivência e Risco da Distribuição de Gompertz
Imprópria para vários valores de α e β

2.5 Modelo Defeituoso Generalizado

A obtenção de novas famı́lias de modelos geradas a partir de novas distribuições, na
forma G∗(t) = f [G(t)], têm sido o foco de muitos pesquisadores. A primeira abordagem
proposta, nesse contexto, foi a de Marshall & Olkin (1997).

Desde então, várias outras abordagens foram propostas: G- exponenciadas (GUPTA
et al., 1998),a Beta G (EUGENE et al., 2002), Gama G (ZOGRAFOS & BALAKRISH-
NAN, 2009), Kumaraswamy G (CORDEIRO & DE CASTRO, 2011), Beta G Gene-
ralizada (ALEXANDER et al.,2012), Beta-G estendidas (CORDEIRO et al., 2012c),
Exponenciadas-G Generalizadas (CORDEIRO et al., 2013d), Kumaraswamy G exponen-
ciadas (LEMONTE et al., 2013), Poisson Geométricas Exponenciais G (NADARAJAH et
al.,2013a), Beta G modificadas modificadas (NADARAJAH et al., 2013c), dentre outras.

As funções de sobrevivência e taxa de falha, em geral, são úteis para estudos de
confiabilidade e análise de sobrevivência. Uma propriedade importante da função Beta
incompleta é:

BG(t)(a, b) = B(a, b)−B1−G(t)(b, a)

Sabendo-se que a função de sobrevivência é definida por S(t) = 1 − F (t) podemos
definir a função de sobrevivência da classe de distribuição Beta-G como:

SBG(t) = 1− BG(t)(a, b)

B(a, b)
=
B1−G(t)(b, a)

B(a, b)
=
BS(t)(b, a)

B(a, b)
, (2.2)

em que S(t) = 1−G(t) é a função de sobrevivência da distribuição-base, G(t). E, portanto,
a taxa de falha de qualquer distribuição da famı́lia Beta-G é dada por:

hBG(t) = g(t)
[1−G(t)]b−1G(t)a−1

B1−G(t)(b, a)
. (2.3)
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2.6 Distribuição Beta-Gompertz Defeituosa

Considerando uma distribuição-base Gompertz Defeituosa e utilizando a distribuição
Beta-G como uma famı́lia de distribuições estendidas, mostraremos que essa nova distri-
buição também será defeituosa, apresentando, dessa forma, as propriedades necessárias
para analise paramétrica de dados com longa duração. Considere BG(t)(a, b) a função Beta
incompleta, dada por,

BG(t)(a, b) =

∫ G(t)

0

ta−1(1− t)b−1dt. (2.4)

e IG(t) a função Beta regularizada. Dessa forma, temos que a função de sobrevivência da
classe de distribuição Beta-Gompertz (BG) pode ser escrita como:

SBG(t) = 1− IG(t)(a, b) =1−
BG(t)(a, b)

B(a, b)
=
B1−G(t)(b, a)

B(a, b)
=

=

∫ 1−G(t)

0
tb−1(1− t)a−1dt
B(a, b)

(2.5)

Se considerarmos que G(t) é função de densidade acumulada da variável aleatória
cont́ınua T , com distribuição Gompertz Defeituosa, sabendo que 1−G(t) = S(t), obtemos,
a função de sobrevivência da Beta-Gompertz Defeituosa (SBGD):

SBGD(t) =

∫ S(t)
0

tb−1(1− t)a−1dt
B(a, b)

=

∫ e−αβ (eβt−1)

0
tb−1(1− t)a−1dt
B(a, b)

(2.6)

Proposição 2.1. Seja S(t) a função de sobrevivência de um modelo Gompertz defeituoso
e S∗(t) = SBGD(t) uma função de extensão cont́ınua em relação a S(t), então S∗(t) é
também um modelo defeituoso.

Demonstração. Seja S∗(t) = g(S(t)), em que g é uma função de extensão. Considere
também limx→∞ S(t) = p0, com p0 ∈ (0, 1). Se g é uma função cont́ınua, então:

lim
t→∞

S∗(t) = lim
x→∞

SBGD(t) = lim
t→∞

(∫ 1−G(t)

0
tb−1(1− t)a−1dt
B(a, b)

)

=

∫ lim
x→∞

S(t)

0 tb−1(1− t)a−1dt
B(a, b)

=

∫ lim
x→∞

e−
α
β
(eβt−1)

0 tb−1(1− t)a−1dt
B(a, b)

=

∫ eαβ
0

tb−1(1− t)a−1dt
B(a, b)

=

∫ p0
0
tb−1(1− t)a−1dt
B(a, b)

=
Bp0(b, a)

B(a, b)
= g(p0).
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Como se sabe, uma função que estende um modelo de sobrevivência deve obedecer
algumas propriedades básicas. Assim, para algum valor de S(t) no intervalo (0, 1), S∗(t)
também deverá estar no intervalo (0, 1). Portanto g(p0) = p ∈ (0, 1), mostrando assim que
g se torna uma função defeituosa. Logo a distribuição Beta-Gompertz, usando a forma
imprópria da Gompertz, também será imprópria.

A função densidade da Beta-Gompertz Defeituosa, é dada por:

fBGD(t) =
1

B(a, b)
g(t)[G(t)]a−1[1−G(t)]b−1

=
1

B(a, b)
g(t)[1− S(t)]a−1[S(t)]b−1

=
1

B(a, b)
αe−βte

α
β
(e−βt−1)[1− (e−

α
β
(e−βt−1))]a−1[e−

α
β
(e−βt−1)]b−1

Da mesma forma, se substituirmos as referidas funções na Equação (2.3), teremos a
função de taxa de falha ou risco da Beta-Gompertz Defeituosa:

hBGD(t) =
[1−G(t)]b−1G(t)a−1

B1−G(t)(b, a)

=g(t)
[S(t)]b−1[1− S(t)]a−1

BS(t)(b, a)

=
1

B(a, b)
αe−βte

α
β
(e−βt−1) [e

−α
β
(e−βt−1)]b−1[1− e−

α
β
(e−βt−1)]a−1

B
e
−α
β
(e−βt−1)(b, a)

(2.7)

A Figura (2) apresenta alguns cenários para a função densidade, sobrevivência e risco
da distribuição Beta-Gompertz Defeituosa.
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Figura 2: Funções de Densidade, Sobrevivência e Risco da Distribuição Beta-Gompertz
Defeituosa para vários valores de α, β, a e b

2.7 Inferência

O procedimento inferencial o qual é baseado na abordagem de máxima verossimi-
lhança e na teoria assintótica para grandes amostras, na presença de censura e fração
de cura. Portanto, para o modelo Beta Gompertz Defeituoso, temos que a função de
verossimilhança é dada por:

21



V ENGOPE 9 a 10 de agosto de 2021, Goiânia-GO

L(θ) =
n∏
i=1

{p0 f(ti)}δi{1− p0 + p0 S(ti)}1−δi

=
n∏
i=1

[
p0

1

B(a, b)
αe−βte

α
β
(e−βt−1)[1− (e−

α
β
(e−βt−1))]a−1[e−

α
β
(e−βt−1)]b−1

]δi
×
[∫ e−αβ (eβt−1)

0
tb−1(1− t)a−1dt
B(a, b)

]1−δi
em que θ = (a, b, α, β) e δi é o indicador de falha.
O estimador de máxima verossimilhança é a solução do sistema de equações:

U(θ) =
∂l(θ)

∂θ
= 0,

em que l(θ) é o o log(L(θ)).
As estimativas de máxima verossimilhança dos parâmetros foram obtidas por maxi-

mização numérica da função de log-verossimilhança. A rotina optim do R (R Core Team,
2016) para maximização numérica, foi utilizada nessa monografia.

As propriedades assintóticas dos estimadores de máxima verossimilhança são necessárias
para construir intervalos de confiança e testar hipóteses sobre os parâmetros do modelo.
Sob certas condições de regularidade, θ̂ tem uma distribuição normal multivariada as-
sintótica com média θ e matriz de variância e covariância Σ(θ̂) que é estimada por:

Σ̂ ˆ(θ) =

(
− ∂2l(θ)

∂(θ)∂(θT )
|θ=θ̂
)−1

Portanto, um intervalo de confiança de aproximadamente 100(1 − α)% para θi é(
θ̂i − zα/2

√
Σii; θ̂i + zα/2

√
Σii
)

, onde Σii denota o ith elemento diagonal da inversa de Σ,

avaliada em θ̂ e zα/2 denota 100(1− α) do percentil da variável aleatória normal padrão.
Como o fração de cura, p0, é uma função dos parâmetros estimados, o seu intervalo

de confiança não pode ser calculado diretamente, e precisa ser aproximada usando outras
técnicas como, por exemplo, o método delta.

2.8 Modelo de Regressão Beta-Gompertz defeituoso

Nesta seção discutiremos brevemente uma posśıvel abordagem para usar a famı́lia
Beta-Gompertz defeituosa com informações das covariáveis. Em diversas situações, co-
variáveis estão relacionadas com o tempo de sobrevivência, acelerando ou desacelerando-o.

Assim, devemos levar em consideração tais covariáveis ao se realizar uma análise es-
tat́ıstica. Em estudos cĺınicos, por exemplo, a coleta de informações referentes às carac-
teŕısticas dos pacientes como, sexo, idade, estadiamento da doença, tipo de tratamento,
entre outras informações relevantes, devem ser consideradas para explicar a ocorrência do
evento de interesse.

Nesse sentido, modelos de sobrevivência que incluem covariáveis são fundamentais
para entender como elas influenciam no tempo de vida.

Suponha ω′0 = (1, ω1, . . . , ωp) um vetor de covariáveis de um conjunto de dados e
η′ = (η0, η1, . . . , ηp) um vetor de coeficientes de regressão. Considere também que S(x) é
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a função de sobrevivência do modelo base Gompertz defeituosa. Dessa forma, o modelo
de regressão Beta-Gompertz defeituoso é dado por:

S∗(t|ω) = SBGD(x|ω) = {SBGD(t)}exp(η′ω) =

{
BS(t)(b, a)

B(a, b)

}exp(η′ω)
,

para x > 0, a > 0, b > 0 e SBGD(t) dada por (2.6).
Esta abordagem tem uma interpretação simples quando a distribuição Beta-Gompertz

é usada como um modelo defeituoso. Suponha que p seja a fração de cura de um modelo
Beta-Gompertz defeituoso, então o limite da função de sobrevivência é:

lim
t→∞

S∗(t|ω) = pexp(η
′ω).

Podemos observar que a proporção de curados p aumenta quando η′ω < 0 (consequen-
temente exp(η′ω) < 1) e η′ω > 0 (consequentemente exp(η′ω) > 1).

Portanto, coeficientes negativos contribuem para o aumento da fração de cura e co-
eficientes positivos contribuem para diminúı-la. Uma aplicação do modelo de regressão
Beta-Gompertz defeituoso é descrita no caṕıtulo 3 utilizando um conjunto de dados de
um tipo espećıfico de câncer de mama.

3 Aplicação a dados de Câncer de Mama

Mundialmente, o câncer de mama é a neoplasia maligna que mais vem sendo diag-
nosticada, e é a segunda causa mais comum de morte por câncer em mulheres,perdendo
apenas para o câncer de pulmão. É responsável por 266.120 (30%) dos novos casos de
câncer por ano, e por 40.920 (14%) das mortes, sendo a segunda principal causa de morte
em mulheres com idades entre 40 a 49 anos. O câncer de mama pode afetar 1 em cada
8 mulheres de 49 a 70 anos (SIEGEL et al. 2018). No Brasil, de acordo com dados de
2018 do Instituto Nacional de Câncer (INCA), a estimativa é de 59.700 casos novos por
ano, com um risco estimado 56, 33 casos a cada 100 mil mulheres, representando cerca de
29, 5% de todas neoplasias em mulheres e sendo a principal causa de morte por câncer
em mulheres, o que torna essa doença de elevada relevância epidemiológica e de grande
impacto para saúde pública (Ministério da Saúde 2018).

Os modelos de longa duração são muito utilizados para explicar biologicamente a
presença de determinadas covariáveis e como o tempo de sobrevida responde de acordo
com elas.

Os dados utilizados para ilustrar este trabalho foram obtidos de um estudo de so-
brevida de pacientes com diagnóstico de câncer de mama e tratadas no A.C. Camargo
Cancer Center, São Paulo, Brasil, o qual é referência no diagnóstico, tratamento, pesquisa
e ensino do câncer.

Os referidos dados contém informações de mulheres diagnosticadas com câncer de
mama triplo negativo e que foram submetidas à quimioterapia neoadjuvante no peŕıodo
de 2001 a 2013. O evento de interesse foi definido como sendo a morte causada por câncer
de mama, segundo a declaração de óbito.

O tempo de vida foi registrado a partir da data do diagnóstico da doença até a data
do óbito. As pacientes que morreram devido a outras causas ou que não apresentaram o
evento de interesse até o final do estudo contribúıram com o seu tempo de acompanha-
mento, tendo recebido o indicativo de censura. Para maiores detalhes sobre esse estudo
veja Milani et. al. (2021).
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Os tumores de mama são classificados conforme o consenso de Saint Gallen 2013 e
EHINGER et al. (2017) em luminais A, luminais B, HER2 positivos puros e triplo-
negativos. O câncer de mama triplo-negativo (CMTN) é um termo aplicado aos cânceres
de mama com ausência de expressão de receptores hormonais (de estrogênio, RE, e de
progesterona, RP) e do receptor do fator de crescimento epidérmico humano 2 (HER2)
ou da amplificação do gene (ERBB2) correspondente (HAMMOND et al. 2010).

O câncer de mama triplo-negativo tem menos opções de tratamento não invasivo do
que outros tipos de câncer de mama. A cirurgia é uma opção de tratamento, caso o
tumor não tenha se disseminado para outros órgãos. A quimioterapia neoadjuvante pode
ser administrada antes da cirurgia para diminuir o tamanho do tumor (ANDERS, C. K.&
CAREY, L.A.).

A amostra contém informações sobre o tempo de vida de 78 pacientes e três co-
variáveis observadas: infiltrado inflamatório tumoral, caracteŕısticas do tumor primário e
caracteŕısticas dos linfonodos das cadeias de drenagem linfática. Um total de 25 (32, 1%)
pacientes foram a óbito devido ao câncer de mama, enquanto 53 (67, 9%) sobreviveram a
ele. O menor tempo observado foi de 9 meses, o maior, de 162, 87 meses, e o tempo médio
de acompanhamento foi de 52, 43 meses.

A inflamação exerce impacto em cada etapa da tumorigênese, desde a iniciação tumoral
até a instalação de doença metastática. Os linfócitos infiltrantes do tumor (TIL) são
observados em alguns tumores sólidos, incluindo o câncer de mama. Dados de expressão
gênica e de análises de citometria têm demostrado que a quantidade de TIL representa
um marcador indireto de uma resposta de células T ativadas antitumoral pré-existente
(RAVELLI et al. 2017). Os TIL são mais comumente observados em ńıveis aumentados
em tumores triplo-negativos. Ultimamente, a importância cĺınica da presença de TIL
vem sendo relatada, estando associada com melhor prognóstico e maior taxa de resposta
a terapias neoadjuvantes em câncer de mama em estágios iniciais (WEIN et al. 2017;
CHEN et al. 2017).

Historicamente, não se pensava que o câncer de mama fosse imunologicamente ativo,
particularmente quando comparado a tumores como melanoma. No entanto, evidências
recentes sugerem que o infiltrado linfocitário tumoral (TIL) presente no câncer de mama
antes do tratamento pode prever a resposta à terapia e um melhor prognóstico (Tavares,
2018).

Nesse estudo, assim como em Milani et. al (2021), levaremos como sistemas de estadi-
amento apenas as caracteŕısticas do tumor primário (T) e as caracteŕısticas dos linfonodos
das cadeias de drenagem linfática do órgão em que o tumor se localiza (N). Estudos sobre
outras caracteŕısticas do tumor podem ser vistas em Tavares (2018).

Nı́veis do tumor primário são geralmente dados por T0 a T4, sendo que T0 significa
que não existe evidência de tumor primário (não pode ser encontrado), enquanto que as
siglas T1, T2, T3 e T4 descrevem o tamanho do tumor e/ou a disseminação da doença
nas proximidades, posto que quanto maior o número, maior o tumor e/ou maior a disse-
minação pelos tecidos próximos. Para a posição do tumor N, temos os ńıveis de N0 a N3,
sendo que N0 significa que os linfonodos vizinhos não contêm câncer, enquanto que N1,
N2 ou N3 podem descrever a localização e/ou o número dos linfonodos com a doença.
Quanto maior o número, mais o câncer se espalhou para os linfonodos (Milani et. al.
2021)

No geral, a alta contagem de TIL em CMTN, comparado com os tumores RH posi-
tivos, tem sido um atrativo para o uso de imunoterapias (HOEIJMAKERS et al. 2016),
no entanto, mesmo com tantos estudos relacionando o sistema imune e o câncer de
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mama, não é posśıvel encontrar na literatura um consenso de qual é o melhor método
de avaliação do infiltrado inflamatório, quais células a serem analisadas, o ponto de corte
ideal e se todos ou apenas um subtipo espećıfico de câncer de mama têm essas células
correlacionadas com valores preditivos e prognóstico (McCALLI et al. 2017) (BENSE
RD et al 2017). Neste trabalho utilizamos o ponto de corte (10%) para a variável TIL
(TIL ≤ 10% (codificação = 0), T IL > 10% (codificação = 1)). As caracteŕısticas do tu-
mor primário (T) foram subdivididas em T1, T2 (codificação=0) e T3, t4 (codificação=1).
Já a localização do tumor em N0 (codificação=0) e N1, N2, N3 (codificação=1).

A Tabela (1) apresenta as variáveis observadas nesse estudo de acordo com sua codi-
ficação.

Tabela 1: Descrição das variáveis observadas.

Variável Categoria Codificação
Infiltrado inflamatório tumoral (TIL) ≤ 10% 0

> 10% 1

Caracteŕısticas do tumor primário (T) T1 ou T2 0
T3 ou T4 1

Localização do tumor (N) N0 0
N1 ou N2 ou N3 1

Status (indicador de falha) Não Óbito 0

Óbito 1
*Fonte: Milani et. al. (2021).

Na Tabela (2) apresentamos a segmentação das variáveis TIL, N e T em relação ao
status.

Tabela 2: Tabela cruzada entre as variáveis TIL, N e T segundo a ocorrência ou não do
evento de interesse.

Status

Variável Categoria Censura Óbito Total
TIL ≤ 10% 20(57,14%) 15(42,86%) 35(63,64%)

>10% 19(82,61%) 4(17,39%) 23(45,46%)

N N0 18(85,71%) 3(14,29%) 21(26,82%)
N1, N2 ou N3 35(61,40%) 22(39,60%) 57(73,08%)

T T1 ou T2 24(82,76%) 5(17,24%) 29(33,33%)
T3 ou T4 28(58,33%) 20(41,67%) 48(67,67%)

Podemos observar que das 78 mulheres diagnosticadas com câncer de mama, 35
mulheres (63, 64%) foram classificadas com TIL ≤ 10% e 23 mulheres (45, 46%) com
TIL > 10%.

As mulheres diagnosticadas com câncer de mama e com os linfonodos vizinhos não
contendo câncer (N0) correspondem a 26, 82%, enquanto que as mulheres classificadas com
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(N1,N2,N3) correspondem a 73, 08%. Analisando as caracteŕısticas do tumor primário,
tem-se que 33, 33% foram classificadas em T1 ou T2, enquanto 67, 67% das pacientes em
T3 ou T4, destas últimas 41, 67% foram a óbito e 58, 33% não experimentaram o evento
de interesse, ou seja, foram censuradas.

A figura (3) apresenta a curva de sobrevivência do estimador de Kaplan-Meier (KM)
e as curvas estimadas por meio dos modelos Beta-Gompertz defeituoso e Gompertz.
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Figura 3: Sobrevidas dos modelos Gompertz defeituoso e Beta-Gompertz defeituoso -
Câncer de Mama.

Podemos observar um melhor ajuste do modelo Beta-Gompertz defeituoso em relação
ao modelo base. Nesse banco de dados, o valor do parâmetro β (e seu erro-padrão) foi
estimado negativo, o que mostra que o modelo indica a existência de uma significante
parcela de curados.

As estimativas da fração de cura ficaram dentro dos valores esperados em relação à
curva de Kaplan-Meier. A proporção de pacientes não suscept́ıveis ao evento de interesse
foi de 0,6173. Os valores que resumem o ajuste, AIC e BIC, estão na Tabela (4).

Podemos observar que para o modelo Beta-G-Gompertz houve redução do AIC quando
comparado ao modelo Gompertz.

Para avaliar o efeito das covariáveis na sobrevida das pacientes, ajustamos os mode-
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Tabela 3: EMV obtidas pelo ajuste dos modelos selecionados - Câncer de Mama.

Model α̂(EP) β̂(EP) â(EP) b̂(EP) p̂(EP)
Gompertz defeituoso 1,5838 -2,2176 - - 0.4896

(0.4669) (0.7546) 0 0 (0.6963)
B-Gompertz Defeituoso 7,2932 -10.0531 8,1812 6,6175 0.6173

(0.8564) (1.5724) (0.6451) (0.3548) (0.2116)

Tabela 4: Estat́ısticas de AIC e BIC - Câncer de Mama.

Modelo AIC BIC
Gompertz defeituoso 303.387 308.1012

B-Gompertz defeituoso 291.144 306.4218

los Gompertz(α, β) e Beta-Gompertz (α, β, a, b) considerando cada uma das covariáveis,
TIL, N e T. O desvio padrão das taxas de cura foi estimado usando o desvio padrão dos
coeficientes de regressão η0 e η1 pelo método delta. Na Tabela 5 apresentamos as esti-
mativas dos parâmetros para os três modelos. Podemos observar que de acordo com os
resultados, com exceção do intercepto para a covariável TIL, todos os parâmetros foram
significativos. Os intervalos de confiança assintóticos para os parâmetros p0 e p1 indica
que todas as frações de cura também foram significativas. Nessa população, os fatores
independentemente associados com maior sobrevida global foram: percentagem de TILs
> 10%, posição do tumor N0 e tamanho do tumor primário classificados como T1 ou T2.
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Tabela 5: Estimativas dos parâmetros dos modelos Gompertz e Beta-Gompertz conside-
rando as covariáveis TIL, N e T, respectivamente

Parâmetros EMV-G EP-G IC(90%)-G EMV-BG EP-BG IC(90%)-BG
α 1.6742 0.71 (0.485;2.361) 3.2411 1.34 (1.035;5,424)
β -2.0675 1.16 (-3.871;-0.258) -7.2579 1.31 (-9.416;-5.10)
a 0 - - 4.523 0.81 (3.202;5.842)
b 0 - - 2.1612 0.32 (1.631;2.683)
η0 -0.8079 0.39 (-1.368;0.791) 0.4274 0.20 (0.098;0.621))
η1 (TIL > 10%) 0.5753 0.34 (0.512;1.459) 0.4724 0.15 (0.225;0.718)
p0 (TIL≤10%) 0.5241 0.13 (0.625;0.984) 0.5765 0.11 (0.395;0.757)
p1 (TIL>10%) 0.7949 0.09 (0.646;0.9124) 0.8021 0.07 (0.6868;0.917)
α 1.7278 0.91 (0.231;3.224) 3.0199 1.38 (0.740;5.279)
β -1.8107 1.08 (-1.688;-0.299) -6.348 1.29 (-8.469;-4.226)
a 0 - - 3.9381 0.92 (2.416;5.443)
b 0 - - 2.3272 0.28 (1.859;2.780)
η0 1.1761 0.31 (0.457;1.642) 1.1727 0.13 (0.956;1.383)
η1 (N1, N2 ou N3) -0.9979 0.42 (-1.681;-0.299) -0.7835 0.17 (-1.059;-0.500)
p0 (N0) 0.7934 0.07 (0.678;0.908) 0.8212 0.06 (0.722;0.919)
p1 (N1, N2 ou N3) 0.5427 0.11 (0.411;0.773) 0.5533 0.10 (0.388;0.717)
α 1.7931 1.06 (0.049;3.536) 2.991 1.42 (0.655;5.326)
β -1.9349 1.11 (-3.755;-0.104) -5.9910 1.23 (-8.013;-3.966)
a 0 - - 4.0155 1.69 (2.217;5.802)
b 0 - - 2.4572 0.27 (2.005;2.894)
η0 1.2665 0.42 (0.569;1.956) 1.23 0.15 (0.983;1.476)
η1 (T3 ou T4) -0.8901 0.07 (-1.005;-0.774) -0.9167 0.29 (-1.387;-0.432)
p0 (T1 ou T2) 0.7015 0.08 (0.569;0.833) 0.7678 0.09 (0.6197;0.915)
p1 (T3 ou T4) 0.4653 0.11 (0.284;0.646) 0.5252 0.09 (0.377;0.673)

Na Figura 4 são apresentadas as curvas da função de sobrevivência estimadas via
KM, distribuição Gompertz e modelo Beta-Gompertz, para cada uma das três covariáveis
em estudo. Os resultados novamente mostram uma sobrevida maior para mulheres com
TIL> 10%, posição do tumor N0 e tamanho do tumor primário classificado como T1
ou T2, conforme esperado. Em todos os gráficos, a curva de sobrevivência estimada
pelo modelo Beta-Gompertz mostra um melhor ajuste em relação a curva estimada pelo
modelo base, pois se encontra mais próxima da curva estimada via KM, o que sugere um
bom ajuste do modelo aos dados.

4 Conclusão

A teoria sobre distribuições defeituosas é bastante limitada. Neste artigo, derivamos
uma nova propriedade da distribuição Beta-Gompertz, permitindo gerar outra nova dis-
tribuição defeituosa.

Uma abordagem para incluir informações de covariáveis foi proposta e ilustrada no
conjunto de dados reais. Apresentamos evidências suficientes da relevância e competiti-
vidade da distribuição proposta, a qual forneceu ajustes adequados. Também mostramos
que a distribuição proposta pode ter um desempenho melhor do que o modelo de mistura
padrão. O trabalho futuro é explorar em detalhes as propriedades do modelo proposto,
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Figura 4: Sobrevidas dos modelos Gompertz defeituoso e Beta-Gompertz defeituoso, com
as covariáveis:TIL, N e T, respectivamente- Câncer de Mama.

bem como comparar com outros modelos de taxa de cura competitiva na literatura, em
termos de interpretação e outras medidas de avaliação do modelo e seleção.
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Resumo

Em economia existem situações práticas em que o interesse consiste em modelar da-
dos restritos no intervalo (0, 1), como por exemplo, taxa de crescimento econômico
dos páıses ou proporção de pessoas que se encontram fora da linha de pobreza de um
determinado páıs. Nestes casos, é natural usar modelos para taxas e proporções. Um
modelo que pode ser usado nessa situação é o modelo de regressão Gama Unitária,
veja MOUSA et al. (2016) (Mousa, A. M.; El-Sheikh, A. A.; Abdel-Fattah, M. A.
A. Gamma Regression for Bounded Continuous Variables. Advances and Applica-
tions in Statistics, 49, 305–326, 2016). Em modelos estat́ısticos, os estimadores
de máxima verossimilhança (EMVs), geralmente, são viesados quando a amostra é
pequena ou mesmo de tamanho moderado. Em geral, o viés deste estimador é de
ordem n−1 com n sendo o tamanho da amostra. Para contornar este problema po-
demos usar uma correção no viés destes estimadores, como, por exemplo, a correção
bootstrap, veja EFRON (1979)(Efron, G. M. Bootstrap methods: another look at the
jackknife. Annals of Statistics, 7, 1-26, 1979). Além dos EMVs serem viesados,
quando a amostra é pequena, temos que as aproximações assintóticas de primeira
ordem dos testes estat́ısticos clássicos podem ser pouco precisas. Em geral, esse é
o caso dos testes da razão de verossimilhanças, Wald, Escore e Gradiente. As es-
tat́ısticas dos testes supracitados podem ser transformadas para que, sob a hipótese
nula, tenham distribuições mais próximas das distribuição qui–quadrado do que as
estat́ısticas não modificadas. Aqui, também podemos usar método bootstrap para
encontrar as estat́ısticas modificadas. O objetivo deste trabalho é implementar, no
software R (https://www.R-project.org/), a correção de viés via bootstrap dos es-
timadores de máxima verossimilhança e versões modificadas, também via bootstrap,
das estat́ısticas da razão de verossimilhanças, Wald, Escore e Gradiente para testes
de hipóteses no modelo de regressão Gama Unitária.

Palavras-chave: Bootstrap, Correção de viés, Modelo Gama Unitária, Teste de
hipótese.
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Resumo

Neste trabalho, propomos um novo modelo de fragilidade para modelar a hete-
rogeneidade não observada presente nos dados de sobrevivência. Nosso modelo é
derivado usando uma distribuição de Lindley ponderada como a distribuição de fra-
gilidade. A respectiva distribuição de fragilidade tem uma função de transformação
de Laplace simples que é útil para obter as funções de sobrevivência e risco margi-
nais. Assumimos as funções de risco das distribuições Weibull e Gompertz como as
funções de risco de base. Usamos o método de máxima verossimilhança para estimar
os parâmetros do modelo. Estudos de simulação de Monte Carlo são realizados para
avaliar o comportamento dos estimadores de máxima verossimilhança sob diferentes
proporções de censura à direita. Finalmente, para demonstrar a aplicabilidade do
modelo proposto, nós o utilizamos para analisar um conjunto de dados de câncer de
pulmão diagnosticados no estado de São Paulo, Brasil.
Palavras-chave: Análise de sobrevivência, Distribuição de Lindley ponderada, Fra-
gilidade.
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Resumo

Com os avanços nos tratamentos médicos para o câncer, espera-se um aumento na
expectativa de vida dos pacientes submetidos a novos tratamentos. Consequente-
mente, a pesquisa estat́ıstica tem evolúıdo para apresentar modelos cada vez mais
flex́ıveis para explicar melhor esses resultados. Neste trabalho, apresentamos um
conjunto de dados de câncer de pulmão com algumas covariáveis que exibem riscos
não proporcionais. Além disso, a presença de longa duração é observada em subgru-
pos. A modelagem proposta é baseada no modelo loǵıstico generalizado dependente
do tempo, onde o efeito do tempo de cada subgrupo é mensurado, além de consi-
derar um termo de efeito aleatório (fragilidade). Na prática, covariáveis essenciais
não são observadas por vários motivos e, nesse contexto, os modelos de fragilidade
são úteis na modelagem para quantificar a heterogeneidade não observável. A dis-
tribuição de fragilidade adotada foi a distribuição Lindley ponderada, que possui
várias propriedades interessantes, tais como a função de transformada de Laplace
na forma fechada, flexibilidade na função densidade de probabilidade, entre outras.
O modelo proposto permite riscos não proporcionais e sobreviventes de longo prazo
em subgrupos. A estimativa dos parâmetros foi realizada pelo método de máxima
verossimilhança. Exemplificamos o uso desse modelo aplicando a dados de pacientes
com diagnóstico de câncer de pulmão do estado de São Paulo.

Palavras-chave: Modelo de fragilidade, Modelo loǵıstico generalizado dependente
do tempo, Longa duração, Câncer de pulmão, Modelo de riscos não proporcionais,
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3Instituto de Matemática e Estat́ıstica, Universidade Federal de Goiás, Goiânia, GO
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Resumo

O objetivo deste estudo é analisar a série temporal do número mensal de casos
da doença Meningite no Estado de Goiás, visando detectar posśıveis elementos de
sazonalidade e/ou tendência presentes na série, assim como compreender melhor
seu mecanismo de geração ajustando alguns modelos aos dados. A Meningite é um
processo inflamatório das meninges, que por sua vez são membranas que envolvem
o cérebro, podendo ser causada por diversos agentes infecciosos, como bactérias,
v́ırus, dentre outros (informações obtidas por meio do site www.saude.go.gov.br).
Devido ao fato que a série é constitúıda por valores de contagem, do número de
casos de Meningite no estado de Goiás, os tradicionais modelos ARMA não são
indicados para a análise deste tipo de dados. Desta forma, faz-se necessário a uti-
lização de modelos mais gerais, como os modelos Generalized autoregressive moving
average (GARMA). Os modelos GARMA são uma expansão dos modelos ARMA
que através de resultado de Modelos Lineares Generalizadas se faz aplicável quando
a distribuição dos dados pertencem à famı́lia exponencial. Os dados analisados são
os registros mensais de casos confirmados de meningite de 2007 a 2019, resultando
em 144 observações. Não foi observado padrão claro de sazonalidade, indicando
a endemicidade da doença. No entanto, nos últimos anos é posśıvel notar uma
tendência de decréscimo do número de novos casos. Um método gerador de pre-
visões é sugerido utilizando o modelo GARMA.
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