
REGRESSÃO E CORRELAÇÃO 







A interpretação moderna da regressão 

• A análise de regressão diz respeito ao estudo 
da dependência de uma variável, a variável 
dependente, em relação a uma ou mais 
variáveis explanatórias, visando estimar e/ou 
prever o valor médio (da população) da 
primeira em termos dos valores conhecidos 
ou fixados (em amostragens repetidas) das 
segundas. 



Galton, F. Family likeness  in stature. Proceedings of Royal Society, Londres, 
v.40, p. 42 – 72, 1886. 



Regressão versus Correlação 

• O coeficiente de correlação mede a força da associação 
linear entre duas variáveis: 
– Podemos estar interessados em determinar a correlação entre 

as notas de matemática e de estatística, p.ex. (vice-versa) 

• A análise de regressão mede e descreve a forma de 
relacionamento  entre duas variáveis e permite a 
estimativa dos valores de uma variável em relação aos 
valores das demais. 

• Busca-se estimar ou prever o valor médio de uma variável 
com base em valores fixos de outras variáveis: 
– É possível prever a nota média de uma prova de estatística 

conhecendo-se as notas do estudante na prova de 
matemática? 



Regressão versus Correlação 

• Na análise de correlação não há distinção 
entre as variáveis dependentes e 
explanatórias. 

• A teoria da correlação baseia-se, 
especialmente, na premissa da aleatoriedade 
das variáveis, enquanto boa parte da teoria da 
regressão está condicionada à premissa de 
que a variável dependente é estocástica, mas 
as variáveis explanatórias são fixas. 



Terminologia e notação 



Regressão linear simples 

• Equação 
𝑌𝑖 = 𝛼 + 𝛽𝑋𝑖 

• Y e X representam as variáveis dependentes e 
independentes, respectivamente; 

• β é o coeficiente de regressão na população 
amostrada; 

• α é o valor previsto para Y na população 
quando X é igual a zero 

• i indica o ith par de dados X e Y na amostra 

 

 

 

 



Equação de regressão múltipla 

• Em algumas situações, Y pode ser considerado 
dependente em relação a mais do que uma 
variável. 

𝑌𝑗 = 𝛼 + 𝛽1𝑋1𝑗 + 𝛽2𝑋2𝑗 

 

• Neste caso, Y é linearmente dependente em 
relação à variável X1 e também em relação à 
variável X2. Aqui i denota a ith variável 
independente, e Xij a jth observação da variável i. 

 

 



𝑌𝑗 = 𝛼 + 𝛽1𝑋1𝑗 + 𝛽2𝑋2𝑗  

• Neste caso, há uma variável dependente e duas 
variáveis independentes. 

• Β1 indica quanto varia Y com a mudança de uma 
unidade em X1, se X2 for mantido constante. Isto é, β1 
é uma medida do relacionamento de Y com X1 após 
controlar o efeito de X2.  

• Similarmente, β2 descreve a taxa de mudança em Y à 
medida que X2 varia, com X1 permanecendo 
constante. 

• Os dois parâmetros da população, β1 e β2, são 
chamados de coeficientes de regressão parcial 
porque cada um expressa somente parte do 
relacionamento de dependência. 
 
 



• A equação de regressão linear simples  
representa uma linha em duas dimensões 

𝑌𝑖 = 𝛼 + 𝛽𝑋𝑖 

• A equação de regressão múltipla define um 
plano (neste caso, três dimensões) 

𝑌𝑗 = 𝛼 + 𝛽1𝑋1𝑗 + 𝛽2𝑋2𝑗 

• Uma regressão com m variáveis independentes 
define uma superfície m-dimensional, algumas 
vezes referidas como “superfície de resposta” ou 
hiperplano 



𝑌𝑗 = 𝛼 + 𝛽1𝑋1𝑗 + 𝛽2𝑋2𝑗 + 𝜀𝑗 

• 𝜀𝑗  é o erro ou resíduo e representa a diferença 
entre o valor mensurado e o previsto com a 
equação. 

• Teoricamente, em regressão múltipla não 
existe limite para m, porém, o número de 
variáveis independentes deve ser (n ≥ m+2). 

• n é o número de pares de dados 
(observações) 

• m = número de variaveis independentes 



𝑌𝑗 = 𝛼 + 𝛽1𝑋1𝑗 + 𝛽2𝑋2𝑗 + 𝛽3𝑋3𝑗 + ⋯+ 𝛽𝑚𝑋𝑚𝑗 + 𝜀𝑗  

𝑌𝑗 = 𝛼 +  𝛽𝑗𝑋𝑖𝑗

𝑚

𝑖=1

+ 𝜀𝑗  

 

• Modelo linear múltiplo: arranjo aditivo dos 
parâmetros (α e βj). 

• Importante: 
– Pelo menos m + 2 pares de dados são requeridos 

para realizar  a análise de regressão múltipla. 

 







Funções lineares 
nos parâmetros 

Modelos de 
regressão linear 



Método dos mínimos quadrados 
ordinários 

Critério dos mínimos 
quadrados 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Mínimos Quadrados Ordinários (MQO) 

• O mínimo valor de  

 

 

 𝑌𝑗 − 𝑌 𝑗 ²

𝑛

𝑗=1

 

 



Homocedasticidade 



Heterocedasticidade 



r²: “uma medida da qualidade do 
ajustamento” 

Variação da 
variável  Y 
 
Variação da 
variável  X 
 
A sobreposição 
indica a 
extensão em 
que a variação 
de Y é explicada 
pela variação em 
X 
 
a ≠ f? 







 
 

Linha de 
regressão 
estimada 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Interprete 
matematicamente a 
equação 



   Variable(i )

J 1 °C 2 cm 3 mm 4 min 5 ml

1 6 9,9 5,7 1,6 2,12

2 1 9,3 6,4 3 3,39

3 -2 9,4 5,7 3,4 3,61

4 11 9,1 6,1 3,4 1,72

5 -1 6,9 6 3 1,8

6 2 9,3 5,7 4,4 3,21

7 5 7,9 5,9 2,2 2,59

8 1 7,4 6,2 2,2 3,25

9 1 7,3 5,5 1,9 2,86

10 3 8,8 5,2 0,2 2,32

11 11 9,8 5,7 4,2 1,57

12 9 10,5 6,1 2,4 1,5

13 5 9,1 6,4 3,4 2,69

14 -3 10,1 5,5 3 4,06

15 1 7,2 5,5 0,2 1,98

16 8 11,7 6 3,9 2,29

17 -2 8,7 5,5 2,2 3,55

18 3 7,6 6,2 4,4 3,31

19 6 8,6 5,9 0,2 1,83

20 10 10,9 5,6 2,4 1,69

21 4 7,6 5,8 2,4 2,42

22 5 7,3 5,8 4,4 2,98

23 5 9,2 5,2 1,6 1,84

24 3 7 6 1,9 2,48

25 8 7,2 5,5 1,6 2,83

26 8 7 6,4 4,1 2,41

27 6 8,8 6,2 1,9 1,78

28 6 10,1 5,4 2,2 2,22

29 3 12,1 5,4 4,1 2,72

30 5 7,7 6,2 1,6 2,36

31 1 7,8 6,8 2,4 2,81

32 8 11,5 6,2 1,9 1,64

33 10 10,4 6,4 2,2 1,82

EXAMPLE 20.1a  The n X M Data Matrix for a Hypothetical 

Multiple Regression or Correlation(n = 33; M = 5) 





• Notar que um aumento de 1°C na variável 1 
está associado a uma diminuição de 0,129 ml 
na variável 5 (Y), se não houver mudança nas 
demais variáveis. 



Análise  de Variância da regressão e 
correlação múltipla 

• hipótese nula: 

– todos os coeficientes de regressão parcial são 
iguais a zero 

• hipótese alternativa: 

– pelo menos um deles é diferente de zero. 



• A soma de quadrados total é uma medida da 
variabilidade total entre os valores Y 

∑(Yj - 𝑌 )²; 

• A soma de quadrados da regressão  expressa a 
variabilidade entre os valores Y que é atribuída à 
regressão 

∑(𝑌 𝑗 − 𝑌𝑗
 )². 

• A soma de quadrados residual é a variabilidade total 
entre o Y’s que permanece após ajustar a regressão 

∑(𝑌𝑗 − 𝑌 𝑗)² 







𝐹 =
𝑟𝑒𝑔𝑟𝑒𝑠𝑠𝑖𝑜𝑛 𝑀𝑆

𝑟𝑒𝑠𝑖𝑑𝑢𝑎𝑙 𝑀𝑆
 

• Assumindo que Y é dependente de cada um dos 
X’s, significa que trata-se de regressão múltipla. 

• Se nenhuma dependência está implícita, 
qualquer uma das variáveis (M = m + 1) poderia 
ser designada como Y (para propósitos 
computacionais), e, nesse caso, trata-se de 
correlação múltipla. 

• Nas duas situações pode-se testar a hipótese de 
que não há inter-relacionamento entre as 
variáveis – teste F. 

 

 





R² 

• A taxa R² é o coeficiente de determinação para a 
regressão ou correlação múltipla: 
– Coeficiente de determinação múltipla – mede a força 

do relacionamento linear 

• Regressão 
– Expressa a proporção da variabilidade total em Y que 

é atribuída à dependência de Y sobre todos os X’s. 

• Correlação 
– Expressa a variabilidade total em qualquer uma das M 

variáveis que é representada pela correlação com 
todas as outras M – 1 variáveis. 



Suposições sobre a Análise de 
Regressão Múltipla 

1. Os valores de Y vêm de uma amostra aleatória 
da população e são independentes entre si. 

2. Para qualquer combinação de valores de Xi’s na 
população, existe uma distribuição normal de Y. 
Portanto, uma distribuição normal de ɛ’s. 

3. Homogeneidade de variâncias: as variâncias dos 
valores Y para todas as combinações de X’s são 
iguais. O Quadrado Médio do Resíduo é a 
estimativa desta variância comum.  

 

 

 



Hipóteses sobre os coeficientes de 
regressão parcial 

• Se H0: β1 = β2 = ... = βm = 0 é rejeitada 

– Deve-se concluir que pelo menos um βi é 
diferente de zero e o Xi associado contribui para 
explicar Y. 

– Neste caso, cada um dos coeficientes de regressão 
parcial podem ser submetidos a um novo teste: 

𝑡 =
𝑏𝑖

𝑠𝑏𝑖

 

Testando: H0: βi = 0 



Multicolinearidade 

• Significa a correlação entre variáveis independentes. 

• Se existe correlação somente entre duas das variáveis 
independentes, denomina-se colinearidade. 

• Se as variáveis independentes X1 e X2 são altamente 
correlacionadas entre si, os coeficientes de regressão parcial 
associados a elas (b1 e b2) podem não refletir a dependência 
de Y sobre X1 ou Y sobre X2 que existe na população. 

•  As interpretações dos efeitos dos Xi’s sobre Y podem ser 
irreais ou ambíguos. 

• Os erros-padrão dos coeficientes de regressão parcial dos Xi’s 
correlacionados serão grandes (assim como o IC será amplo), 
significando que os coeficientes são imprecisos nas 
estimativas dos relacionamentos na população; 

 

 

 

 

 



Como suspeitar de multicolinearidade 

• Se existem t’s significativos mesmo sem o F 
ser significativo; 

• Se algum coeficiente de correlação entre os 
pares de Xi’s são muito altos (>0,80 ou >0,90) 

• Se R² é muito maior do que  𝑟²𝑌𝑖

𝑚
𝑖=1 , onde 

𝑟²𝑌𝑖
 representa a correlação simples entre a 

variável dependente Y e cada variável 
independente Xi. 



Coeficiente de correlação parcial 
padronizado – b’i 

• A padronização ocorre pelo desvio-padrão de 
Y (Sy) e Xi (Sxi

). 

𝑏′𝑖 = 𝑏𝑖

𝑆𝑋i

𝑆𝑌
 

• Este coeficiente é adimensional e, portanto, 
especialmente útil quando os Xi’s estão em 
diferentes unidades de medida. 



Seleção de variáveis independentes 

• Embora seja possível obter os coeficientes de 
regressão parcial para todas as variáveis 
estudadas, o desafio é concluir sobre quais delas 
têm efeito significativo sobre Y. 

• Isso é feito para simplificar a interpretação da 
equação de regressão resultante; 

• Um menor número de variáveis pode aumentar a 
precisão das estimativas de Y pelo modelo. 

• Porém, se a meta é descrever e entender 
relacionamentos biológicos, alguma cautela deve 
ser tomada com relação às regras para escolha 
das variáveis significativas. 



Procedimentos para encontrar o 
melhor ajuste de regressão múltipla 

• Fitting All Possible Equations 

• Backward Elimination of Variables 

• Forward Addition of Variables 

• Stepwise Regression 



Fitting All Possible Equations 

• Considerando o exemplo com 4 variáveis 
independentes e uma variável dependente: 

• Procedimento: 

1. Ajustar uma equação usando todos os quatro Xi’s; 

2. Ajustar as quatro possíveis equações contendo três 
das quatro variáveis independentes; 

3. Ajustar uma equação com cada uma das seis possíveis 
combinações de duas variáveis independentes;  

4. Ajustar uma regressão simples usando cada uma das 
quatro variáveis independentes. 

 



Fitting All Possible Equations 

• Após ajustar as 15 equações possíveis, pode-se 
decidir pela melhor em relação ao menor 
quadrado médio residual ou maior R² ajustado. 

• R² ajustado é útil para comprar equações que 
apresentam diferentes número de variáveis 
independentes: 

 

𝑅²𝑎 = 1 −
𝑟𝑒𝑠𝑖𝑑𝑢𝑎𝑙 𝑀𝑆

𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 𝑀𝑆
 



Dificuldades do Método 

• O número de equações possíveis é calculado 
da seguinte forma 2m – 1. 

• Como são muitas as equações fica difícil 
avaliar todas. Ex. com m = 10, haverá 210 – 1 = 
1.023 equações.  

• Como determinar se uma equação é 
significativamente melhor do que a segunda 
melhor? 



Backward Elimination of Variables 

• Este procedimento envolve eliminar as variáveis não 
significativas da regressão. 

• A hipótese H0: βi = 0 pode ser examinada para cada um 
dos m coeficientes de regressão parcial. Se todos os m 
testados são rejeitados, pode-se concluir que todos os 
Xi’s tem efeito significativo sobre Y e que nenhum deles 
deve ser retirado da análise. 

• Porém, se qualquer valor 𝑡  for menor do que o valor 
crítico (tα(2),v), onde v é GL resíduo (n – m - 1),  a 
variável independente associada ao menor t-absoluto é 
retirada do modelo e uma nova equação é ajustada 
com m-1 variáveis independentes.....   
 



Forward Addition of Variables 

• Este procedimento inicia-se com o menor modelo de 
regressão possível, com somente uma variável 
independente 

• Escolhe-se o melhor modelo de regressão simples 
avaliando o maior valor do 𝑡  para os coeficientes de 
regressão. 

• Se nenhum dos coeficientes for significativo, conclui-se que 
não há relacionamento ente Y e as variáveis 
independentes. O processo para aí. 

• Se pelo menos um coeficiente é significativo, o ajuste será 
efetuado para cada regressão que já contém o X 
selecionado e um dos outros Xi’s, escolhendo-se a equação 
com o maior 𝑡  associado com o outros X’is. 
 
 
 



Problema 

• Como o relacionamento entre as variáveis 
muda na medida em que cada variável é 
adicionada, não há garantia de que a 
importância de cada variável está relacionada 
à sequência a qual ela foi adicionada ao 
modelo de regressão. 





Stepwise Regression 

• Envolve a adição e a eliminação de variáveis 
independentes 

•  O procedimento inicia-se como no Forward, 
mas sempre que um X é adicionado, o β 
associado a cada Xi no modelo é examinado 
checando a significância do t. Se algum t é não 
significativo, a variável com o menor 𝑡  é 
eliminada. 

 



Correlação parcial 

• Quando o interesse está no relacionamento entre 
todas as M variáveis, onde nenhuma delas é 
considerada dependente das outras, usa-se o 
coeficiente de correlações parciais múltiplas, R. 

• Considerando três variáveis, o R (coeficiente de 
correlação parcial de primeira ordem),  será: 

𝑟𝑖𝑘.𝑙 

e refere-se à correlação entre as variáveis i e k, 
considerando que a variável l não muda de valor.  



Correlação parcial 

• Para quatro variáveis, o coeficiente de 
correlação parcial (segunda ordem) será: 

𝑟𝑖𝑘.𝑙𝑝 

• E expressa a correlação entre i e k mantendo-
se l e p constantes. 

• Em geral, a correlação parcial pode ser 
expressa como  

𝑟𝑖𝑘… 





Variável “Dummy” 

• É utilizada para incluir variáveis com escala 
nominal nos modelos de regressão linear 
múltiplos. 

𝑌𝑗 = 𝛼 + 𝛽1𝑋1𝑗 + 𝛽2𝑋2𝑗 + 𝛽3𝑋3𝑗 

• X3 pode ser uma variável Dummy: sexo (M ou F). 

• Y a pressão do sangue, X1 a idade, X2 o peso. 

• Neste caso, X3 = 1 para M; X3 = 0 para F. 

• Testa-se a significância de X3 em determinar a 
pressão do sangue. 



Variável “Dummy” 

• Em geral, quando L níveis de uma variável a ser 
representada por uma variável dummy, L – 1 variáveis 
dummy são requeridas para representá-la. 

• Ex. se existem três subespécies sendo testadas em um 
modelo (L = 3 subespécies), então 2 variáveis dummy 
devem ser utilizadas. Cada uma será sempre 0 ou 1 
para cada Y (0 e 0 para subespécie 1, 0 e 1 para subsp. 
2, 1 e 0 para subsp. 3). 

• Para qualquer Y, a soma dos 0 e 1 não pode exceder 1. 
Portanto, a combinação 1 e 1 não é aceita. 



Estudo Dirigido IV  

1. O volume de um cubo de 1m de aresta é 
1m³. Qual a aresta de um cubo cujo volume é 
2m³? Teste a hipótese de que o valor da 
aresta é um número racional. 

2. Defina erro padrão e número de graus de 
liberdade. 

 


