Nivel 1

1. Para construir uma estante completa...

O marceneiro possui pranchas grandes suficientes para montar 6 estantes e pranchas peque-
nas suficientes para 5, os demais materiais sao mais abundantes e suficientes para montar pelo
menos 10 estantes. Logo, o marceneiro podera fazer 5 estantes com o material disponivel.

2. Uma folha quadrada de papel foi dividida por 10 linhas retas...

Como os quadradinhos destacados sao todos idénticos, as linhas retas que dividem o quadrado
original tem que ser paralelas e igualmente espagadas. Basta, entao, observar que a area de
cada quadradinho destacado representa metade de 1/9 do quadrado original (Veja figura). A
drea de cada quadradinho é 2 cm?, pois 4 deles cobrem 8 cm?. Entdo a drea do quadrado original
é 18 vezes esses 2cm?, ou seja 36 cm?. Portanto o quadrado grande mede 6 x 6 cm.

3. Ana Julia, tia de Alfredo, vende trufas de chocolate...

(a) O prego unitario no pacote com 3 é 2,70+3 = 0,90. Para o pacote com 10 temos
10,10 =10 = 1,01 Logo a trufa custa mais quando adquirida no pacote com 10 e é mais
barata se comprada avulsa.

(b) Seja x o novo prego a ser proposto por Alfredo para a trufa avulsa. O prego unitério do
pacote com 3 deve ser 10% menor, ou seja, 0,9z. Assim o pacote com 3 deve custar
3x 0,92 =2,7x. O preco unitario para trufas em pacotes com 10 deve ser 10% menor que
em pacotes com 3, ou seja, 0,9x 0,9z =0,81x e com isso o pacote de 10 trufas passaria
a custar 10x 0,81 x = 8,1 x.

Ao vender 90 trufas nas condigoes descritas no enunciado, Ana Julia recebe 30 x 0,80
+ 30x0,90 + 30 x 1,01 = 30x2,71. Com o0s novos precos, ela passa a receber 30z
+30x09z + 30x0,81x =30x 2,71 z. E para que estas duas quantidades sejam iguais,
x, que é o novo preco da trufa avulsa, tem que ser igual a 1. Assim os precos propostos
por Alfredo sao

e 1 real cada trufa avulsa,
e R$2,70 o pacote com 3 trufas e
e R$8.,10 o pacote com 10 trufas.

4. A figura abaizo mostra parte de um extenso tabuleiro quadriculado ...

Note que a cada volta da espiral preenche-se completamente um quadrado. Além disso, cada
nova volta acrescenta duas novas linhas de quadradinhos uma acima e outra abaixo e duas novas
colunas, uma a esquerda e outra a direita. Assim, a primeira volta forma um quadrado de 2x2



quadradinhos, numerados de 1 a 4. Acrescentando-se a segunda volta completa-se um quadrado
de 4x4 quadradinhos, com a numeracao indo até 16 e assim sucessivamente. Entao os quadrados
perfeitos pares (4, 16, 36 etc.), que sdo da forma (2n)?, estarao sempre na diagonal do quarto
quadrante e serao o canto inferior direito de um quadrado de 2nx2n quadradinhos centrado no
cruzamento das linhas que dividem os quadrantes. Este é o caso das casas de ntimero 64=82 e
100=10% que, portanto, moram no 4° quadrante. Para a casa de nimero 1000, que nao é um
quadrado perfeito, podemos procurar o quadrado perfeito par mais préximo. Temos 302=900 e
322=1024. Consideremos, assim, o quadrado de 32x 32 quadradinhos, numerados de 1 a 1024.
A linha mais de baixo deste quadrado, a que contém a casa 1024, tem 32 quadradinhos. Os
que vao de 993 a 1008 ficam no 32 quadrante e o de niimero 1000 esta entre eles.
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5. Em Lisarb...

(a) Os jogos ocorrem em anos do tipo 2008 + ¢, onde ¢ é um miltiplo de 3. Anos sabéticos
sao do tipo 2009 + s = 2008 + 1 + s, onde s é um multiplo de 7. Assim, para achar o
préximo ano em que estes dois eventos coincidirao, basta procurar o menor multiplo de
sete, s, tal que s+ 1 = t seja multiplo de 3. E fcil encontrar s = 14, t = 15 e 0 ano sera
2008 + 15 = 2023. A partir dai, esses dois eventos vao coincidir a cada 21 anos, que é o
menor numero multiplo de 3 e de 7. Como as elei¢oes ocorrem em anos multiplos de 5, o
préximo ano em que elas coincidirao com os outros dois eventos serd 2023+ 2 x 21 = 2065.

(b) Os trés eventos coincidem a cada 105 anos, que é o menor nimero que é multiplode 3, 5e 7.
Como eles coincidirao em 2065, a tltima vez que eles coincidiram foi em 1960 = 2065—105.

6. Chamemos de numero escada a qualquer nimero que possa ser escrito como ...

(a) Os numeros escada com dois degraus sao da forma m + (m + 1) = 2m + 1, com m > 1,
numero natural. Logo eles sao todos os niimeros impares maiores ou iguais a 3.

(b) Os ntmeros escada com trés degraus sao da forma m+(m-+1)+(m+2) = 3m+3 = 3(m+1),
com m > 1, numero natural. Logo sao todos os miultiplos de 3 maiores ou iguais a 6.
No item (a) mostramos que os niimeros escada com dois degraus sao os {mpares maiores
que 1. Portanto, os nimeros escada que podem ser escritos tanto com dois quanto com
3 degraus sao os multiplos de 3, maiores que 6 e impares, como o 15, apresentado no
enunciado.



Nivel 2

1. Ana Julia, tia de Alfredo, vende trufas de chocolate...

Ver resolucao do problema 3 do nivel 1.

2. Pedro Pedreiro todos os dias volta do trabalho no mesmo trem...

A mulher de Pedro ganhou 20min no total. Considerando que o caminho percorrido na
ida e na volta é o mesmo, e com a mesma velocidade, ela deve ter encontrado Pedro quando
faltavam 10 minutos para ela chegar a estagao (assim ela economiza os 10 minutos que gastaria
até a estacao mais outros dez minutos para voltar ao ponto onde encontrou Pedro. Mas se
ela encontrou Pedro 10min antes do hordrio em que ambos deveriam ter chegado a estacao e
Pedro tinha chegado uma hora antes desse mesmo horario, entao pedro estava caminhando a
50 minutos.

3. Em Lisarb...

Ver resolucao do problema 5 do nivel 1.

4. A figura abaizo mostra parte de um extenso tabuleiro quadriculado ...

Ver resolucao do problema 4 do nivel 1. Note que 10000 = 1002.

5. Chamemos de niumero escada a qualquer nimero que possa ser escrito como ...

(a) Ver resolugao do problema 6 do nivel 1.

(b) Leia a resolugao do item (b) do problema 6 do nivel 1 e note que s nimeros escada com
5 degraus sao da forma m+ (m+1)+ (m+2)+ (m+3)+ (m+4) = 5m+10 = 5(m +2),
com m > 1, nimero natural. Logo sdao todos os multiplos de 5 maiores ou iguais a 15.
Destes, os que podem ser escritos com 3 degraus sao os multiplos de 3 e os que nao podem
ser escritos com 2 degraus sao os numeros pares. Portanto os nimeros que satisfazem as
condigbes pedidas no item (b) sdo os miltiplos de 30.

6. Suponha que as cidades de Andarai, Baterai e Catarai sdao situadas...

A M B

Sejam A, B e C' pontos representando as 3 cidades, respectivamente, P o local escolhido
para a central elétrica e = a distancia da central a cada uma das 3 cidades. Como o triangulo
APC' é isésceles, P é necessariamente um ponto da reta que passa por C' e pelo ponto médio
de AB. Esta reta, chamada de mediatriz de AB, é perpendicular a AB e, portanto, paralela
a dois lados do quadrado. Se M é o ponto médio de AB, entdo MC = 20km, AM = 10km,
AP = PC =z e MP = 20 — z. O triangulo AMP ¢é retangulo em M e , pelo teorema de
Pitdgoras, 2° = 10* + (20 — x)2. De onde se obtém z = 12,5km.



Nivel 3

1. Pedro Pedreiro todos os dias volta do trabalho no mesmo trem...

Ver resolucao do problema 2 do nivel 2.

2. Pares de numeros primos separados por um unico niumero inteiro...
(a) A demonstracao é simples se atentarmos para dois fatos:
i) nimeros primos, exceto o 2, sdo todos fmpares e

ii) dados 3 nimeros naturais consecutivos, necessariamente um deles é miltiplo de 3
(porque?).

Sendo assim, se n — 1 e n + 1 sd@o nimeros primos impares e diferentes de 3, entao n é
necessariamente par e divisivel por 3, logo é multiplo de 6.

(b) Em geral, se existir n tal que n — 1, n+ 1 e n + 3 s@o primos e diferentes de 3, entao pelo
demonstrado no item (a), n e n + 2 sao divisiveis por 6, o que é impossivel (porque?).
Logo a tnica maneira que resta para tentar formar um trio de primos trigémeos é que um
deles seja 3. Dai é facil verificar que o unico trio desse tipo é formado por 3, 5 e 7.

3. Em Lisarb...

(a) Os Tridicénios sao celebrados em anos do tipo 2008 + ¢, onde ¢ é um multiplo de 13. Anos
sabaticos sao do tipo 2009 4+ s = 2008 + 1 + s, onde s é um miiltiplo de 7. Assim, para
achar o proximo ano em que estes dois eventos coincidirao, basta procurar o menor s,
multiplo de sete, tal que s+ 1 =t seja miultiplo de 13. Ou, equivalentemente, o menor ¢,
miultiplo de 13 tal que s =t —1 seja multiplo de 7. Podemos facilmente listar os primeiros
6 ou 7 multiplos de 13, e verificar um a um, mas basta observar que estamos procurando
um numero s = 13k, sendo £ o menor nimero natural tal que 13k — 1 é multiplo de 7.
Como 14k é seguramente um multiplo de 7, temos que 14k — (13k — 1) = k + 1 tem
que ser multiplo de 7. O menor k com esta propriedade é k£ = 6, com o que obtemos
s=13-6 = 78 e, de fato, s — 1 = 77 é multiplo de 7. O préximo ano sabatico em que
se celebrarao os tridicénios serda 2008 + 78 = 2086. A partir dai, esses dois eventos vao
coincidir a cada 7 - 13 = 91 anos, que é o menor nimero miultiplo de 13 e de 7. Como as
elei¢oes ocorrem em anos multiplos de 5, o préoximo ano em que elas coincidirao com os
outros dois eventos serd 2086 4+ 4 x 91 = 2450.

(b) Os trés eventos coincidem a cada 455 anos, que é o menor nimero que é multiplo de 13,
5 e 7. Como eles coincidirao em 2450, eles devem ter coincidido pela tdltima vez em
1995 = 2450 — 455.

4. A figura abaizo mostra parte de um quadriculado...

Veja a resolugao do item (a) do problema 6 do nivel 1.

Procurando o quadrado par mais proximo de 2008 (podemos tomar como ponto de par-
tida 40% = 1600 e 50® = 2500), encontramos 44> = 1936 = 2008 — 72. Assim a coluna de
quadradinhos comecando em 1937 sobe, verticalmente, até 1937 4+ 44 = 1981 e entao seguem
mais 27 quadradinhos na horizontal, da direita para a esquerda para chegar ao 2008. Destes
27, 22 = 44/2 ficam no 12 quadrante e os outros 5 no 22. Portanto, a casa de nimero 2008 fica
22 linhas acima da de nimero 1 e 5 colunas a esquerda. Partindo da casa 1, é suficiente dar
5 passos na diagonal (para cima e a esquerda), seguidos de outros 17 passos na vertical para
atingir a casa 2008. Sao necessarios, portanto, 22 passos.

5. Chamemos de numero escada a qualquer nimero que possa ser escrito como ...
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(a) Veja a resolucao do item (a) do problema 6 do nivel 1.

(b) Seja s um nimero escada com primeiro degrau m e k degraus, sendo m e k inteiros positivos,
k>2 Entaos=m+(m+1)+(m+2)+..+(m+k—1)=km+(1+2+..+ k—1)=
km + @ = %k(Qm + k —1). Se k for par, entao s pode ser fatorado como

s:g(Qm—i-k:—l), (1)

onde 2m + k — 1 é impar e maior que 1. Por outro lado, se k for impar, entao k — 1 é

par e s fatora-se como
k—1
(51, @

onde k é impar e maior que 1. Portanto, todo ntiimero escada possui algum fator impar e
maior que 1 e, consequentemente, nenhuma poténcia de 2 pode ser escada. Resta saber
se todos os niimeros que nao sao escada sao poténcias de 2.

Os nimeros impares maiores que 1 sao escada, como mostrado em (a).

Se x é um numero par que nao é poténcia de 2, entdao r = np com n > 1, impar, e p
um numero par. Procurando escrever x na forma de escada, observamos que na eq.(1)
o segundo fator, que é necessariamente impar, ¢ maior que o dobro do primeiro. Ja na
eq.(2) o primeiro fator, necessariamente impar, é sempre menor que dobro do segundo.

Entao, se n > 2p podemos escrever x na forma da eq.(1) tomando k =2p e 2m+k—1 =

njm:"T“—p21eentéoxéescada.

Por outro lado, se n < 2p basta considerar a eq.(2) e fazer k =n e m + % =p=m=
p— ”T_l > 1, o que permite escrever x como um numero escada.

Portanto os niimeros que nao sao escada sao exatamente as poténcias de 2.

6. Suponha que as cidades de Andarai, Baterai e Catarai sdo situadas...

(a) Veja a resolucao do problema 6 do nivel 2.

(b) Seja Q o ponto tal que AQ + BQ +CQ ¢é o menor possivel e chamemos AQ = a, BQ = b
e CQ = c. Primeiro é facil concluir que b = a. De fato, basta observar que para qualquer
valor de a + b fixado, ) deve estar sobre uma elipse de focos A e B. Neste caso, ¢ vai ser
o menor possivel se () estiver no ponto da elipse mais proximo de C', que é o ponto onde
ela corta a mediatriz de AB.

A M B A M B
a ‘ a
b ho b
Q @ oge ot
Q
c c
C C

Se o ponto @ situa-se na mediatriz de AB, basta, entao determinar sua posi¢ao vertical.
A soma a + b+ ¢ vai ser minima quando qualquer deslocamento do ponto ), por menor



que seja, provoque um aumento no valor da soma. Dados a = b e ¢, vejamos o efeito sobre
a soma, 2a + ¢, de um pequeno deslocamento vertical do ponto (), ou seja, suponha que
desloquemos ) de uma distancia d em direcdo ao ponto C, obtendo o ponto @, e sejam
a = b e ¢ as novas distancias de Q a A, B e C, respectivamente. Entdo, se M é o ponto
médio de AB, h=MQ=20—c e h= MQ—QO—C—h+d temos

a? = 102+ h* = 10°+ (h+d)? = 10* + h? + 2dh + d
= a?+2dh + d* (3)

Se () é o ponto que minimiza a soma das distancias, entao por menor que seja d > 0
devemos ter 2a 4+ ¢ > 2a + ¢. Subtraindo ¢ de ambos os lados e dividindo por 2 temos
a>a+ g , que equivale a dizer que @ > a® + ad + % e substituindo a* da eq.(3), temos
a? + 2dh + d*> > a® + ad + % = a—2h < 3 E para que isto valha para qualquer
d > 0, por menor que seja, devemos ter a — 2h < 0. Por um argumento analogo para um
deslocamento do ponto @ em dire¢ao a M (que equivale a fazer d < 0 nas equagoes acima),
obtemos a — 2h > 0. Portanto o ponto que minimiza a soma das distancias ¢ tal que
a = 2h, o que implica que senM AQ = % = % e, como MAQ < 90°, temos M AQ = 30°.

Sendoassim,azcg)oza—% e c:20—h:20—7 Logo a+b+c=10(2 +v/3) =

37,3 km, permitindo uma reducao de aproximadamente 200 m em relagao aos 3x12,5 =
37,5km do item (a).




