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Nivel 1

1. Se um nidmero termina com zeros, estes zeros sdo chamados zeros terminais...

(a) Cada zero terminal de P corresponde a um fator de 10 = 2 - 5 e, consequentemente, um fator de 5. No caso
de P=1x2x3x4x---x10, os tnicos fatores 5 vém do 5 e do 10, logo esse nimero P possui dois zeros
terminais.

(b) Em um produto desse tipo, cada fator par fornece ao menos um fator 2 ao produto final. Ent3o, para se obter
o nimero de zeros terminais, basta contar os fatores 5, que sdo em menor niimero. No caso do produto de
todos os niimeros naturais de 1 a 2014 o nimero de fatores muiiltiplos de 5 pode ser obtido da divisdo inteira
2014 + 5 = 402 (com resto 4). Além disso, cada fator miiltiplo de 25 = 52 contribui com mais um fator
de 5 ndo contado anteriormente, ou seja, 2014 = 25 = 402 =~ 5 = 80 e sobram 14. De maneira analoga,
cada miiltiplo de 125 = 53 menor que 2014 contribui com mais um fator de 5 ainda n3o contabilizado, com
2014 = 125 = 80 ~ 5 = 16 e sobram 14. Por fim, cada miiltiplo de 625 = 5* contribui com mais um fator de
5 n3o contabilizado anteriormente e 2014 + 625 = 16 = 5 = 3 e sobram 139. Portanto, o nimero de zeros
terminais é 402 + 80 + 16 + 3 = 501.

2. Considerando o algoritmo da divisdo no conjunto dos niumeros inteiros positivos, ...

(a) O maior resto possivel na divisdo por d é d —1. Assim, 2014 = 12d+(d—-1) =13d—-1 = d=2015/13=
155.

(b) Devemos determinar os ndmeros n, inteiros positivos, tais que n = 17q + g2, onde g2 < 17, por ser o resto da
divisdo. Assim sé ha quatro possibilidades, g = 1, 2,3 ou 4. Portanto, n pode ser 18, 38, 60 ou 84.

3. Dividindo-se um quadrado maior em vdrios quadradinhos menores, considere a tarefa de pintar de preto alguns
dos quadradinhos...

(a) Para facilitar a referéncia aos diferentes quadrados, podemos nos referir ao quadrado maior como tabuleiro e
enumerar suas linhas e colunas com letras e nimeros como indica a figura a seguir. Diante disto, n3o é possivel
colorir o tabuleiro (I). Note que, como as casas Al e B1 j4 est3o pintadas de preto, as casas A2 e B2 devem
estar pintadas de branco, para termos exatamente 2 casas de cada cor neste quadrado 2 X 2, o que implica
também que as casas A3 e B3 devem ser pintadas de preto . Analogamente, como D3 e D4 ja est3o pintadas
de preto, automaticamente devemos ter C3 e C4 brancas, donde B3 e B4 devem ser pretas. Concluimos que o
quadrado 2 x 2 localizado no canto superior direito terd 3 quadrados pretos, o que nao é permitido.
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Os tabuleiros (I1) e (I11) podem ser pintados como na figura a seguir.
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Para o tabuleiro (IV) também n&o é possivel preencher os quadrados segundo a regra. Se B1 for pintado de
preto, pelo mesmo argumento usado para o tabuleiro (1), A2 e B2 devem ser brancos e A3 e B3 teriam que ser
pretos, o que conflita com A4 ja estar pintado de preto. O mesmo argumento vale para C1l, e também A2 e
A3, que n3o podem ser pintados de preto. Mantendo todos estes em branco, B2, B3 e C2 deveriam ser todos
pretos, o que viola a regra.
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(b) O tabuleiro (I) pode ser pintado exatamente de 6 maneiras:
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Para o tabuleiro 3 x 3, vamos dividir a contagem em dois casos:

1. Se tivermos pelo menos duas casas adjacentes na 12 coluna pintadas da mesma cor, ou seja em 23 — 2
casos, entdo devemos pintar a 22 coluna com as cores opostas a da 12, sen3o iriamos produzir quadrados 2x2
com mais que duas casas da mesma cor. Desta forma, o mesmo procedimento deve ser feito para pintar a 3°
coluna. Logo, quando pintamos a 12 coluna, neste caso, estamos determinando todas as outras colunas, donde
temos 23 — 2 = 6 maneiras possiveis.

2. Caso a 1?2 coluna seja pintada com cores alternadas, onde temos 2 possibilidades, a 2% coluna também deve
ser pintada com cores alternadas, ndo necessariamente opostas a da 12 coluna. O mesmo também vale para a
32 coluna. Assim, para cada coluna temos 2 possibilidades, o que nos dd 2 -2 -2 = 8 configuragcdes possiveis.

Portanto, no total, temos 6 + 8 = 14 maneiras distintas de pintar o tabuleiro 3 x 3 de modo que quaisquer
quadrados 2 x 2 tenha exatamente duas casas brancas e duas casas pretas.

4. Um grupo de homens e mulheres esta sentado em volta de uma mesa redonda...

Cada mulher a mesa tem a sua direita um homem ou uma mulher. Como 7 das mulheres tém uma mulher a
sua direita, e 12 mulheres tém um homem a sua direita, sdo 19 mulheres ao todo. Por outro lado, decorre destas
condi¢des que exatamente 7 das mulheres estdo a direita de mulheres e as outras 12 tem que estar a direita de
homens. Como esta quantidade de 12 homens (que tem mulheres a direita) é 3/4 do total, a quantidade de homens
é 16. Portanto, estdo sentados a mesa 19 + 16 = 35 pessoas.

5. No conjunto dos niimeros naturais, determine...

(@) x+(x+1)+(x+2) =24 = 3x+3=24 = 3x=21 = x =17, logo os trés nimeros sé podem ser 7, 8
e9.

(b) Se a soma é 23, os trés niimeros ndo podem ser todos maiores que 7. Portanto o menor deles é, necessariamente
menor que 8. Além disso, como o produto é 360, cada um dos trés nimeros é um divisor de 360 =8-9-5e o
menor dos nlimeros n3o pode ser 7.

Se o menor for 6, os outros dois devem somar 17 e seu produto deve ser 360/6 = 60 = 4-3-5, o que n3o é
satisfeito por nenhum dos possiveis pares de nimeros maiores ou iguais a 6 e que somam 17 (6 e 11; 7 e 10
ou8e9).

Se o menor for 5, os outros dois devem somar 18 e seu produto deve ser 360/5 = 72 = 8 - 9. Examinando os
possiveis pares, ja descartando os que nao dividem 72, encontra-se apenas o 6 e 12, que fornece o trio 5, 6 e
12.



Se o menor for 4, os outros dois devem somar 19 e seu produto deve ser 360/4 = 90 =2 -9 - 5. Examinando
os possiveis pares, ja descartando os que n3o dividem 90, encontra-se apenas o 9 e 10, que fornece o trio 4, 9
e 10.

Se o menor for 3, os outros dois devem somar 20 e seu produto deve ser 360/3 = 120 = 8- 3 - 5. Examinando
os possiveis pares, j& descartando os que ndo dividem 120, observa-se que mesmo para o 10 e 10, que tem o
maior produto, esse produto nao chega a 120.

Para as outras duas possibilidades, ou seja, o menor dos trés niimeros ser 2 ou 1, a situac3o fica ainda menos
favoravel, pois o produto dos outros dois teria que ser 180 ou 360 enquanto sua soma teria que ser 21 ou 22,
respectivamente.

Portanto, os Unicos trios cuja soma é 23 e o produto 360 sdo {4, 9, 10} e {5, 6, 12}.

6. Em qualquer quadrado, o maior circulo que se pode desenhar em seu interior ocupa, aproximadamente, 11/14 da
drea do quadrado...

A &rea de A pode ser vista como 1/4 da area que resta de um quadrado de lado 28 quando deste se retira um
circulo inscrito (o maior circulo possivel, como descrito no enunciado da quest3o), ou seja,
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Para a regido B, é conveniente dividir o quadrado da figura em quatro quadrados menores, por uma linha vertical
e outra horizontal ambas passando pelo centro do quadrado original. Assim, a drea da regido B pode ser obtida
subtraindo-se da area do quarto de circulo maior na figura (que é 11/14 de 142, como observado no célculo de A) a
area de um quadrado de lado 7 e as de dois quartos de circulo de raio 7, que podem ser obtidas como no célculo da
area A. Assim,
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