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Limite de Fungoes Reais
1.] Justifique e calcule os seguintes limites
] — . ] 3 p— .
a) ;}L}Irll[Qx 1] Resp:1 b) il_r%[fix 2z + 1] Resp: 1
c) lim [373 +1] Resp: 0 d) lim [x4 — 423 4 22 — 4] Resp: 4
z——1 T—4

e) lim [$2 —4x + 1] Resp: 1
z—0

g) lim[|z — 2>+ |2z — 1|] Resp: 2
r—1

f) lim [x?’ — 3z + 2] Resp: 2
x—0

h) lim[z|z|® + |z — 5|z] Resp: 5
z—1

2.] Dado que z satisfaz |z — 4| < 3, estimar as seguintes expressoes

a) f(z)=x+ 23324-1
Resp: f(l‘) 6]1/5, 6[
) 0= e

Resp: f(z) €]0, 171/2]
3.] Calcular os seguintes limites

x—0

. 1
a) lim xcos <3> Resp: 0
x

¢) lim(z —1)vZsen <x311> Resp: 0 d)

z—1
4.] Calcular os seguintes limites

li L
a) lim exp |z cos | —

Resp: 1

¢)  lim cos [(x —1)y/asen (xgl_ 1)}

Resp: 1

1’2

A NI |
Resp: f(z) €]1/57, 49/3]

. 1
b) ili% vz sen (ﬁ) Resp: 0
1
. 2 o .
Ilgg(a: 1) cos <:c3 n 1> Resp:

1
b) limln|vVz + x2sen () +3]
) z—0 [ v+ 33
Resp: ln(3)
1
. 3 _ -
d) z1_1>n_11 tan [(:c 1) cos <x5 n 1)]
Resp: 0




5.]

6.]

7.]

8.]

9.]

10.]

11.]

12.]

13.]

14.]

Usando a defini¢ao, mostre os seguintes limites

z—1
) lim 2° = 1
Y M R
¢) lima’+z—-1=1 d) lim 23 —2=0
z—1 r——1

Mostre que se ligl f(x) = L > 0, entao existe um intervalo I de a, que verifica f(z) > 0 para
X a

todo z € 1.
Sejam lim f(xz) = Ly e lim g(x) = L. Se Ly < Ly entdo existe um intervalo I com centro o
T—a r—a

ponto a, tal que f(x) < g(x) para todo = € I.

Usando as propriedades do limites mostre que se lim f(z) = L;, entao
Tr—a

lim [f(2)]" = L}

T—ra

Seja f uma funcao positiva, tal que lim f(z) = L. Usando as propriedades do limite, mostre
r—a

que

lim \/f(z) = VL.

T—a

Mostre que se f(z) > a para todo x €|a, [, mostre que lim f(x) > a.

T—Q
Fornega um exemplo de uma funcdo f satisfazendo f(x) > a para todo = €la, f[, tal que
lim f(z) = a.

T—Q

Encontre o maior valor de § que verifica a definicao de limite para demonstrar que

lim(3x —1) =2 quando ¢e=1.

r—1

Resp: 0 = 1/3.
Encontre o maior valor de d que verifica a definicdo de limite para demonstrar que

limz?>=0 quando ¢=2.
z—0

Resp: 0 = \/5

Seja f uma funcao definida em R\ {0} dada por

1
f(z) =sen— sempre que x #0
x

Mostre que f nao tende a limite algum quando = tende para zero.



2 Limites Laterais

1.] Seja f una fungao definida em R\ {0} definida por

flx) = % sempre que x # 0.
Mostre que f(07)=1e f(07) = —1.

2.] Seja J uma fungao definida em R definida por

onde [z] denota o maior inteiro menor ou igual a z. A fungao J é conhecida como fungao

maior inteiro.

Mostre que J(nt) =ne J(n~) =n—1. O que acontece com J(z) quando ¢ nao é um inteiro,

isto é, quais sao os valores dos limites

lim J(z) e lim J(x).

z—ct T—c~
3.] Considere f uma funcao definida em R definida por

1-—2x se x<0
flz) = 0 se x=
1+ 3z se x>0

Mostre que f(0T)=1e f(07) = 1.
4.] Seja f uma funcdo definida em |c, d[. Mostre que a seguinte equivaléncia

lim+ f(x)=L seesomentese Y{x,}, zn>c,VneN:z,—-c = f(z,) =L
T—C

5.] Seja f uma funcao definida em |b, ¢[. Mostre que a seguinte equivaléncia

lim f(z) =L seesomentese VYV {zp}, zp<c¢,VneN:z,—>c = f(z,)—L
Tr—c—

6.] Seja f uma fungao definida em R\ {0} dada por
1
f(x) =sen— sempre que x #0
x
Mostre que nenhum dos seguintes limites,

lim f(x) e lim f(x) existem
z—0t z—0~



7.] Calcular os seguintes limites

a) limy/|lz —2|—x+2
T—2
Resp: 0

8.] Calcular os seguintes limites

24
a) lim ’
r—2~ |IE — 2|

Resp: — 4

b)

3 —8

1m
r—21 |.%' — 2|

Resp: 7

9.] Verifique se existe o limite nos seguintes casos

-2
a) lim S22
T—2 ‘.%' — 2‘

Resp: Nao existe

2 —4

lim —
z—2 ‘.%' — 2‘

Resp: 86 pela direita

1—cos(iz —1
¢ lim cos(5w — 1)

T—2 r—2

Resp: 0

c)

1m
21 |33 — 2|

Resp: 4
4
x* —16
lim ————
¢ o

Resp: Nao existe

10.] Examine e justifique detalhadamente o célculo dos seguintes limites

2 —4

=2t x —2

a) lim

11.] Encontre os valores de a de tal forma que existam os limites das seguintes funcoes

3r —a

se x<1

r—2a se x>1

322 —ar+1

5z — 2a

2?2 — dax? — bz

3 — 5a

se rx<1

se z>1

se r<1

se z>1

322 —-3a se z<1

Tr2 —ar?—1

2 —3a+1

2

Ir~ — aCcos

2 —ar+2

22 —2az% 41

322 —3a+1

{
{
Q) fr) = { o
{
{
|

se x>1

se r<1

se r>1

(mz) —1 se z<1

se r>1
se r<1
se r>1

lim f(x)

rz—1

lim f(x)

rz—1

lim f(x)

rz—1

lim f(x)

rz—1

lim f(x)

rz—1

lim f(x)

rz—1

lim f(x)

rz—1



12.] Seja f: R\ {0} — R dada por

Porve os seguinte limites

a) lim f(x)=0

z—0t

onde

13.] Investigue, examine e calcule os seguintes limites

14.] Verifique se existem os seguintes limites

lim
r—2

lim

T—2

lim

r—2

lim

r—1

1

2) ag(l) 3+ 2t/

|z — 2|

T —2

2 — 44|z — 2|
3 —8

5z — 10 + |z — 2
T —2

3r—3+ |z -1
x?—1

3 Limites Infinitos

1.] Mostre utilizando defini¢ao os seguintes limites

2.] Considere a fungao f: R — R definida por

Mostre utilizando definicao os seguinte limites,

a) lim

o2

f(@) = —

T4 —

a) lim f(x) = +4o0,

z—1t

c) lim f(z)= —o0,

r——11

3.] Seja a funcdo f: R — R definida por

Mostre utilizando definicao os seguinte limites,

f@) =5

a) lim f(x)= 400,

z—0t

Resp: 39
Resp: ﬂ
Resp: ﬂ

Resp: 3

para todo

para todo

b>1

b) lim f(x)=1.

z—0~

142U/

b Mmoo
. 3rx—6+ |z —2
lim
r—2 r—2
. 2x—4+|x—2
lim
r—2 3r — 6
. 5x—15+|x—2|3
lim 5
r—3 x4 —9
. 2r—2+ 4z —1]?
lim
r—1 .1‘3 —1
b lm-r— g =
xeR\{-1, 1}.

b) lim f(x) = —o0,

Tz—1~
d) Luinr f(z) =40
z € R\ {0}.

b) lim f(x) =400

z—0~

Resp: ﬂ
Resp: ﬂ
Resp: 3

Resp: 3



4 Limites no Infinito

1.]

2.]

3.]

4]

5.]

6.]

7.]

Mostre o seguinte limite,

lim

1
— =0

T—>+00 x2

utilizando a defini¢do de limite no infinito.

Considere a fungao f: R — R definida por

Mostre os seguintes limites,

a) lim f(z)=0

T—r—+00

Seja a funcao f: R — R definida por

i) = rsn (1)

Mostre os seguintes limites,

para todo =z € R.

b)

lim f(z)=0

T—r—00

para todo z € R\ {0}

a) lm f(@)=1 b)
Considere a funcao f: R — R definida por
e/ se x#0
flz) =
0 se x=0
Mostre o seguinte limite
lim f(x)=1.

T——+00

Considere a funcao f: R — R definida por

2 +1

Mostre os seguintes limites,

a) lim f(x)=0

T—+00

para todo =z € R.

b)

lim f(z)=0

T——00

Examinar, justificar em detalhes e calcular o valor do seguinte limite

lim

224+ 3x+1

zo00 222 —x — 3

Justifique detalhadamente o calculo dos seguintes limites

a) lim In(z) ,

r—00 I




5 Limites Infinitos no Infinito
1.] Seja a funcdo f: R — R definida por f(x) = 22 para todo x € R. Mostre os limites,

a) lim f(z) =40 b) lim f(x) =400

Tr——+00 T——00

2.] Considere a fungio f: R — R definida por f(z) = —z? para todo z € R. Mostre os limites,

a) lim f(zr)=-o0 b) lim f(z)=-00

r—-+00 T——00

3.] Seja a fungdo f: R — R definida por f(z) = 2% para todo = € R. Mostre os limites,

a) lim f(z) =400 b) lim f(z)=—-00

T—r—+00 T——00

4.] Considere a funcio f: R — R definida por f(x) = —3 para todo z € R. Mostre os limites,

a) lim f(z)=-c0 b) lim f(x) =400

T—+00 T——00

5.] Considere a funcao f: R — R definida por

flz) = [+ 2 bara todo xeR
Mostre que,
a) limf(x) = +oo b)  lim_f(r) = oo

6 Formas Indeterminadas

1.] Examinar, justificar e calcular o limite das seguintes expressoes

o4t —r—1 ottt —1
a) lim b) lim
r—1 2 —1 z—>1 13 +2x—3

2.] Examinar, justificar e calcular o limite da seguinte expressao

3 _
lim u
T—8 \/E — \/§

3.] Estude, examine e calcule o seguinte limite

4/
lim f 2.
216 \/x — 4

4.] Mostrar utilizando propriedades de limites que

sen(z) 1 — cos(x)

a) lim b) lim

x—0 X xz—0 x



5.]

6.]

7.]

8.]

9.]

10.]

11.]

12.]

13.]

14.]

15.]

16.]

Justificar detalhadamente utilizando propriedades de limites e calcular

tan(x? 1
a) lim an(z”) b) lim xsen <> .
z—0 T z—0 X
Mostre os seguintes limites utilizando propriedades
2 1 — cos(22? + 2
a) lim xcos v . b) lim cos(2a” + x)
z—0 224z z—0 z2 4 3z
Mostre que
n__ ,n n _n 1
a) lim a——_— b) lim Vo= Va = .
rx—=a I — Q Tx—a €T —a nna”’1
Mostre que para d # 0 se verifica,
. sen(ax?® +bx) b . 1—cos(ax? + bx)
lim ————— = — b) 1 =0.
2) 250 cr? + dx d ) 250 cx? + dz

Seja f uma funcao limitada e lim g(z) = 0. Mostre que lim f(z)g(z) =0
r—a

r—ra

Mostre que se lir% f(z) =1 entao existe um intervalo de = 0 onde a fungao serd maior que
T—

1/2.

1
Mostre que existe um intervalo contendo z = 0 tal que |ze®| < 3
Encontre o maior intervalo contendo x = 1 onde
1 2—1
|f(z) — 2| < 7 Dbaraa fungao  f(z) = ’ T
T —

Justifique detalhadamente a demonstragao dos seguintes limites

a) m}umm)l/z b) lim

Justifique detalhadamente a demonstracao dos seguintes limites

a) lim [1 + sen(z)]<'® b) lim sen[m(z —1)]

z—0 z—0 xT

Calcular e justificar o seguinte limite

lim[1 + tan(z)]/*

z—0

Utilizando propriedades calcule o seguinte limite

lim sen(2z) t3an2(5:r)
z—0 X



7 Exercicios de Revisao

1.]

2.]
3.]

4

5.]

6.]

7.]

8.]

9.]

10.]

Se os limites lim f(z) e lim g(z) nao existem, podem
Tr—cC Tr—cC

lim[f(x) +g(z)] e lUm[f(x)g(z)] existir

Tr—C r—cC

Se os limites lim[f(x) + g(z)] e lim f(z) ambos existem, serd que existe o limite lim g(z)?
Tr—cC T—cC Tr—cC

Se os limites lim f(x) e im[f(z)g(x)] ambos existem, serd que existe o limite lim g(z)?
Tr—cC Tr—cC T—cC

Prove a igualdade de limites
lim f(z) = lim f(z —c)

z—0

Seja f uma fungao definida em R dada por

0 se x éirracional
f(z) =

1 se x éracional

Mostre que liLn f(x) nao existe para qualquer ¢ € R.
X C
Seja f uma funcao em R definida por

x se x éirracional

- se x ¢éracional
Mostre que lim f(z) = 0 e que lim f(z) ndo existe se ¢ # 0.
z—0 z—0

Sejam os limites lim f(x) = L e lim g(z) = M, entdo mostre que
Tr—cC Tr—cC

a) lim[f(z) +g(a)] = L+ M b) lim[f(x)g(x)] = LM

T—C Tr—C

Sejam os limites lim f(x) = 400 e lim g(z) = 400, entdo mostre que
Tr—cC Tr—cC

a) lim[f(z) +g(z)] = +00 b)  lim[f(z)g(z)] = 400

T—C Tr—cC

Sejam os limites lim f(x) = 0 e lim g(z) = M, entdo mostre que
Tr—cC T—C

lim [f (2)g(z)] = 0.

Tr—C

Mostre as seguintes identidades

a) lim f(z)= lim f(-x) b lim f(lal) = lim f(x)

z—07F z—0~



11.] Seja p: R — R um polinémio ndo constante, isto é

n

p(av):Zakxk com ap,#0, neN zelR
k=0

Mostre que, se n é par entao
a) lim p(zr)= lim p(r) =+oco sempre que a, >0
T—r+00 T——00

b) lim p(z) = lim p(zr)=—oc0 sempre que a, <0

T—>+00 T—r—00
Se n é impar entao
a) lim p(z)=4cc e lim p(z) =—o0 sempre que a, >0
T—r+00 T—r—00

b) lim p(z)=-0c0 e lim p(x) =400 sempre que a, <0
T—+00 r——00

12.] Seja a fungao real f: R — R definida por f(x) = xsenz. Mostre que para todo ¢ € R, existe

uma sequéncia {x,} C R que satisfaz

lim z, =400 e lim f(x,) =c
n—oo n—oo

10



