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1 Derivabilidade num Intervalo Aberto
1.] Considere a fungao f definida em R por f(x) = z para todo z € R. Mostre que f é derivavel em R e
que f’ é uma fungao definida em R plea correspondéncia f/(x) = 1 para todo R.
2.] Seja C' qualquer nimero fixado e f uma fungao definida em R por f(x) = C para todo = € R. Mostre
que f é derivéavel para todo € R e f' é uma funcao definida em R por f/(z) = 0 para todo = € R.
3.] Seja n € N fixado e seja f uma fungao definida em R por f(z) = 2™ para todo x € R. Mostre que f’
existe para todo = € R.
4.] Seja f uma fungao definida em R por f(z) = |z| para todo € R. Mostre que Rf’(0) # Lf'(0).
5.] Seja f uma funcao definida em R pela correpondéncia
0 se x<0
flz) =
z se x>0
Mostre que Rf’(0) # Lf’(0) e f é derivavel em qualquer outro ponto.
6.] Seja f uma funcao definida em R pela correspondéncia
9 1
x°sen— se x#0
flz) = T
0 se x=0
Mostre que f/(0) existe e seu valor é zero. Que acontece com f'(z) quando x # 07
7.] Seja f definida em R pela correspondéncia f(x) = |z| para todo = € R. Mostre que f é derivdvel em
todos os pontos excepto em x = 0. Também, mostre que Rf'(0) =1 e Lf'(0) = —1.
8.] Seja f definida em R pela correspondéncia

f(z)=|z—1]+]x+1 paratodo z€R

Mostre que f nao é derivavel nos pontos © = —1 e z = 1 e é derivdvel nos outros pontos.



9.] Seja f definida em R pela correspondéncia
fx)=|z—=2|+|z|+|z+2| paratodo z€eR
Mostre que f nao é derivavel nos pontos z = —2, x = 0 e x = 2 e é derivavel nos outros pontos.

10.] Seja f uma fungao definida em R pela correpondéncia

0 se x<0
f(z) =

r se x>0

Mostre que f nao é derivavel em x = 0 e é derivavel em qualquer outro ponto.

11.] Seja f uma fungao definida em R pela correspondéncia
e~ _ ol/x

flz) = R VERRVE
0 se =0

se x#0

Mostre que f nao é derivdavel em z =0 e que Rf’(0) =1 e Lf'(0) = —1.

12.] Seja f uma funcdo com dominio D e seja g uma fungao definida em D por g(z) = zf(x) para todo

x € D. Mostre que se f é continua em x = 0 entao g é derivavel em x = 0.

2 Derivabilidade e Continuidade

1.] Seja f definida em um intervalo I. Se f é derivdvel num ponto zp € I. Mostre que f continua em x.
2.] Fornega um exemplo de forma que a reciproca do exercicio anterior nao é vélida.
3.] Seja f uma funcao definida em R pela correspondéncia

1
x’sen— se x#0
x

0 se x=0

Mostre que f’ é continua em R porém nao é derivavel em x = 0.
4.] Mostre que a fungao f definida em R pela correspondéncia

1

xsen— se x#0
x

0 se z=0

é derivavel em R porém nao é continua em z = 0.

3 Algebra de Derivadas

1.] Se a fungdo f é derivdvel num ponto zg. Mostre que para cada ntmero real k, a funcao kf também é

derivavel em xq e

(kf) (z0) = kf'(x0)



2.] Sejam f e g duas fungoes definidas sobre um intervalo I. Se f e g s@o derivaveis em xg € I. Mostre que
f+ g é derivavel em z¢ e

(f 4+ 9)(z0) = f'(x0) + ¢’ (x0).

3.] Sejam f e g duas fungdes definidas sobre um intervalo I. Se f e g sdo derivaveis em z¢ € I. Mostre que

fg é derivavel em xg e

(f9) (x0) = f'(x0)g(wo) + f(x0)g' (x0)

4.] Seja f uma fungao derivavel num ponto x e considere f(zg) # 0. Mostre que a fungao 1/f também é

derivavel em x( e
~ f'(=o)
[f (20)]?

5.] Sejam f e g fungoes definidas sobre um intervalo I. Se f e g sao derivaveis em xg € I e se g(zg) # 0.

(1/£) (zo) =

Mostre que f/g é derivdvel em z e

f'(z0)g(w0) — f(20)g'(x0)

(f/9) (o) = eI

6.] Sejam f e g fungdes tal que a imagem de f esta contida no dominio de g. Se f é derivdvel em zg e g é

derivavel em f(xg). Mostre que g o f é derivdvel em xg, e
(g0 f)(z0) = g'(f(20)) - f'(w0)-
7.] Se f e g sao duas fungoes tendo o mesmo dominio D e se f + g é derivavel em xy € D, é necessario que
f e g sejam ambas derivaveis em 7

8.] Se f e g s@o duas fungdes tendo o mesmo dominio D e se fg é derivavel em xy € D, é necessdrio que f

e g sejam ambas derivaveis em xg?
9.] Se a fungao f é derivavel em x(, entao mostre que |f| é derivivel em z, sempre que f(zg) # 0.

10.] Mostre com um exemplo que se f(zg) = 0, entdo f pode ser derivavel em z¢ e | f| pode nao ser derivavel

em xg.

4 Derivadas da Funcao Inversa e Resultado de Darboux

1.] Seja f uma fungao continua e bijetora definida num intervalo I e seja f derivdvel em xy com f(xg) # 0.

Entao, mostre que a inversa da funcao f é derivavel em f(zg) e sua derivada em f(xg) é dada por
1/f'(o)-

2.] Seja f definida e derivével em [a, b]. Se f'(a)f'(b) < 0, entdo mostre que existe um niimero real C' entre

a e b tal que f'(C) = 0. (Este resultado é conhecido como o Teorema de Darboux)

3.] Seja f definida e derivavel em [a, b], e se K é qualquer nimero real entre f'(a) e f'(b), entdo mostre

que existe um nimero real C entre a e b tal que f'(C) = K.
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4.] Se f é definida e derivdavel num intervalo, mostre que a imagem de f’ é um intervalo.

5.] Seja f definida e derivdvel em [a, b], f(a) = f(b) =0 e f'(a) e f/(b) do mesmo sinal, entdo mostre que

f deve-se anular ao menos uma vez em |a, b|.

Sugestao. Como se faz na prova do Torema de Darboux, primeiro mostre que para alguns hy e hg > 0

os valores f(a+ h1) e f(b— ha) tem sinais opostos.

6.] Se f é derivédvel em [a, b], f(a) = f(b) =0 e f(x) # 0 para qualquer x €]a, b], entdo mostre que f'(a) e

1/ (b) devem ser de sinais opostos.

7.] Se f e g sao duas fungoes tendo o mesmo dominio D, se f e g sdo derivaveis em xg € D e se f(xo) # g(zo),

entao prove que cada uma das fungées max{f, g} e min{f, g} é derivdavel em zy. O que acontece se

f(zo) = g(x0)?



