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Funcoes Continuas

1.] Mostre: A fungao definida f no intervalo I C R é continua em p se somente se para toda sequéncia

{pn} C I a qual converge a p, temos

lim f(pn) = f(p)-

n—oo

2.] Utilize a caracterizacao de continuidade por sequéncias para mostrar as seguintes afirmagoes

Seja ¢ um numero real qualquer e considere a fungao f definida em R por f(z) = ¢ para todo

x € R. Mostre que f é continua em R.
Seja f uma funcao definida em R por f(x) = x para todo x € R. Mostre que f é continua em R
Seja f uma funcio definida em R por f(z) = 22 para todo € R. Mostre que f é continua em R
Seja f uma fungao definida em R por
1 se =z éracional
—1 se x éirracional
Mostre que f é descontinua em cada ponto de R.

Seja f uma funcao definida em [—1, 1] pela correspondéncia

x se x éracional
f(z) =

0 se x éirracional
Mostre que f é continua unicamente em z = 0.

Seja f uma funcao definida em |0, 1] pela férmula

se x é irracional

0

fle)=1q1
I e x:]z; p, ¢ >0, inteiros e (p, q) =1
q q

Mostre que f é continua em cada ponto irracional e descontinua em cada ponto racional.

Seja f uma fungao definida em [0, oo pela férmula

n

f(z) = lim

im para todo = > 0
n—o0 x



3.

4]

5.]

6.]

7.]

8.]

9.]

e pode facilmente escrita na seguinte forma

0 se 0<zx<«l1
f(x) =

1 se ax>1
Mostre que f é continua em todos os pontos excepto em x = 1.

(h) Seja f uma funcdo definida em R pela férmula, f(x) = |z| para todo x € R. Mostre que f é

continua em R.

(i) Seja f uma fungao definida em [0, oco[ pela férmula
f(z) = [z] = fungdo maior inteiro, para todo x>0

Mostre que a funcao f nao é continua em x =1, 2, 3, ... e é continua em qualquer outro ponto.

(j) Se f é continua em z, e k ¢ uma constante qualquer, entdo kf é continua em x,. Pode considerar

separadamente os casos k =0 e k # 0.
(k) Se f e g sdo continuas em z,, 0 mesmo acontece com fg.

Mostre: A fungao f definida em R é continua em R se e somente se para cada conjunto aberto G C R,

a imagem inversa f~!(G) é um conjunto aberto em R.

Mostre: A funcgao f definida em R é continua em R se e somente se para cada conjunto fechado F' C R,

a imagem inversa f~!(F) é um conjunto fechado em R.
Demonstre as seguintes afirmacoes

(a) Se as fungoes f e g sdo continuas em x,, entdo f — g é continua em x,

-, , -1 .
(b) Se a fungao g é continua em z, e g(z,) # 0, entdo — é continua em z,.
g
(c) Se as fungoes f e g s@o continuas em z, e g(x,) # 0, entao f é continua em x,.
g

Se a fungao f é continua em x( e tlintl g(t) = xo e tp é um ponto de acumulacdo do dominio de f o g,
—to

entao, mostre que

lim (f o g)(t) = f(x0)-

t—to

Se a fungao g é continua em z, e a fungao f é continua em g(z,), entao a fungao fog é continua em x,,.

Mostre: Se a fungao f é uma fungao continua em x, e com a < f(x,) < b, entdo existe um nimero
6 > 0 tal que

a< f(x) <b paratodoz e D(f) satisfazendo |z — z,| <.

Mostre: Se f é uma funcdo continua em x, e f(z,) > 0 (f(z,) < 0), entdo existe um nimero 6 > 0 tal
que

f(z) >0 (f(z) <0)sempre que z¢€ D(f) satisfazendo |z — z,| <.
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10.] Demonstre que se f(z) = x'/°, entdo é continua em zero.

11.] Demostre que se f(z) = x para x > 0 e nao esta definida para = < 0, entdo f é continua em zero.

12.] Suponha que se f é uma fungao cujo dominio consiste dos nimeros inteiros, Z. Demostre que f é

continua em cada ponto de seu dominio.

Sugestao: Neste caso, o que acontece na definicao quando se escolhe § < 17

13.] Mostre que a fungao cosseno é continua no intervalo | — oo, oof.
14.] Mostre que as seguintes fungdes sao continuas no intervalo | — oo, oo
a) f(x)=sen(Az + B) b) f(x)=sen(cosx)
15.] Mostre que a fungao f definida por
xrsen — se x#0
flz) = x
0 se x=
é continua em | — oo, col.
16.] E a fungdo f definida por
t
anr se x#0
flx) = 5"
0 se =0

continua em | — /2, 7/2[?

17.] Encontre os pontos (se houver) onde a funcao f nao é continua se

18.]

19.]

a) f(z)=cotgz

) T+ 3
- = d -T2
o) f@) = s osan ) @)=
0 se z€]—o0,0]
22—-2 se x€]-o00, 3
e) flx)= f) flx)=9q = se x€]0,1]
2e+1 se x €3, o0f
1 se zell, o]
Mostre que a funcao f definida por
senz 20
flx) =
1 se =
é continua em | — oo, col.
Mostre que
senah
im =a
h—0
~ . sen ah , - . .

Sugestao: Escreva a funcao, para h # 0 como L = f(ah) onde f é a funcao definida no exercicio
anterior.

b) flz)=2"—2®+1




20.] Seja f uma funcao definida en R por f(x) = [z] onde [z] denota a fun¢ao maior inteiro nao excedendo

x. Mostre que f é descontinua nos pontos x = 0, =1, +2,... e é continua nos outros pontos.

21.] Seja f func@o definida em R pela lei de correspondéncia f(x) = x — [z] para todo z € R. Estude a
continuidade de f nos pontos x =0, £1, £2,...

22.] Estude a continuidade em xz = 0 para a fungdo f em cada um do seguintes casos

2
sen 3x se 140 sen 2 e 240
a) f(z)= x b) f(z)= sen bx
1 se =0 1 se x=0
1 1
sen— se z#0 rsen— se x#0
o flz)= x d) flz) = T
1 se =0 0 sex =0
23.] Mostre que a fungao f definida em R pela correspondéncia
6l/z _ e—l/:c
fa) = x SyZap se x#0
0 se =0
¢é continua para todo x € R
24.] Mostre que a fungao f definida em R por
x
—_ 0
f@y=d Txar * 7
0 se x=0
é continua em x = 0.
25.] Examine a continuidade da fungao f no seguintes casos,
e se x#£0 e/ ge x#£0
a) flz) = b) f(z)=
0 se =0 0 se x =
el/z el/x _ efl/x
—FF— se x#0 —— se x#0
c) flx)=4{ 1+el/* 7 d) flx)={ el/rtel/m 7
0 se =0 0 se =0
2 Tipos de Descontinuidades
1.] Seja f uma fungao definida em R por
senz 20
flz) = x

0 se x=0

Mostre que nao ¢é continua em x = 0. Classifique o tipo de descontinuidade.

2.] Seja f uma funcao definida em R por
el/z _ o1/
flz)={ el/r4el/e
1 se =0

se x#0

Mostre que nao ¢é continua em x = 0. Classifique o tipo de descontinuidade.
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3.] Seja f uma funcao definida em R por

el/x
f(x): m Se x;é()
0 se x=0

Mostre que nao ¢é continua em x = 0. Classifique o tipo de descontinuidade.
4.] Seja f uma fungao definida em R por

1 se x>0
flx) = -1 se x<0

0 se x=0

Mostre que nao é continua em x = 0. Classifique o tipo de descontinuidade.

5.] Seja f uma funcao definida em R por

1
sen— se x#0
x

fz) =

0 se x=0

Mostre que nao ¢é continua em x = 0. Classifique o tipo de descontinuidade.

6.] Seja f uma funcao definida em [0, 1] pela lei de correspondéncia f(z) = [1 — 2] onde [z] denota a funcio

maior inteiro e pode ser escrita da forma

o) = 0 se x#0

1 se zz=0

Mostre que nao ¢é continua em x = 0. Classifique o tipo de descontinuidade.
7.] Seja a fungao f definida por

flx)==x quando —-1<z<1

flx+2) = f(x) para todo z€R

Mostre que os tnicos pontos de descontinuidade sdo da forma x = 2m + 1, onde m € Z.

3 Funcgoes Continuas em um Intervalo

1.] Mostre que toda funcao f definida e continua num intervalo fechado é limitada superiormente. Isto é,

se f é continua em I = [a, ], entao existe um ndimero real 4 tal que

f(z) <Y paratodo =ze€l

2.] Mostre que se f é continua em [a, b, entao é limitada inferiormente em [a, b].

3.] Mostre que se f é continua em [a, b], entao é limitada em [a, b].



4]

5.]

6.]

7.]

8.]

Seja a fungao f definida no intervalo I =0, 1] pela lei de correspondéncia f(x) = 1/x para todo z € I.

Qual a razao de que nao seja limitada superiormente.

Mostre que toda funcao definida e continua num intervalo fechado atinge seu supremo. Isto é, se f é
continua sobre un intervalo fechado I = [a, b] e se 4l o supremo de f em I, entao existe um ponto xg € I,

tal que f(zo) = 4L

Mostre que toda funcado definida e continua num intervalo fechado atinge seu infimo. Isto é, se f é
continua sobre un intervalo fechado I = [a, b] e se £ o infimo de f em I, entao existe um ponto xg € I,

tal que f(zo) = £.

Considere as seguintes funcoes f e g definidas por

1

a) f(x):x7 VwE[O, 1[ b) g(‘r):mv

VzrelR

Qual a razao de nao existir um ponto no dominio D(f) no qual f alcange seu supremo. De maneira

similar, qual razao de nao existir um ponto em D(g) no qual g alcange seu infimo.

Para cada um dos enunciados a seguir, forneca uma prova ou um contra-exemplo que justifique a sua

resposta,

(a) Sejam f e g fungoes definidas num intervalo I. Se a soma f + g é continua em p € I, entao é

necessario que f e g ambas sejam continuas em p?

(b) Seja a fungao f definida no intervalo I, e seja |f| continua no ponto p € I. Pode f falhar de ser
continua em p?

Sugestao: Considere a fungao f definida em R por f(z) =1sex € Qe f(z) = —-1se z € R\ Q.

(¢) Sejam f e g fungoes definidas num intervalo I. Se o produto fg é continuo em p € I, entao devem
f e g ser sempre continuas em p?
(d) Seja f definida em R por
sen(z+1/x) se x#0
flx) =

0 se x=

Mostre que f é continua excepto em x = 0.

(e) Mostre, considerando a funcao f definida em [0, oo[ por

T se 0<x<l1

f(:l:)z x—1

X

se x>1
que uma funcao limitada pode nao alcancar seu supremo em qualquer ponto de seu dominio.

(f) Mostre que uma fungdo continua limitada em R pode alcancar seu supremo porém pode nao

alcancar seu infimo.

(g) Fornega um exemplo de uma funcao continua limitada em R a qual atinge seu infimo porém nao

sSeu supremao.



(h) Fornega um exemplo de uma funcao continua limitada em um intervalo a qual néo atinge nem seu

infimo e nem seu supremo.

9.] Seja f continua em [a, b] e seja {z,} uma sequéncia convergente onde a < x, < b para todo n € N.
Entao,

lim f(z,) = f(lim x,).

n—oo n—oo

4 Teorema do Valor Intermediario
1.] Se a funcao f é continua em [a, b] e seja x( tal que a < zg < b. Mostre que
(i) f(a) < 0 implica que existe um ndmero dy > 0 tal que
f(z) <0 paratodo =z € [a, a+ dol.
(i) f(zo) < 0 implica que existe um ndimero dy > 0 tal que
f(z) <0 paratodo =z €|xg— do, xo + dol.
(iii) f(b) < 0 implica que existe um numero Jp > 0 tal que
f(z) <0 paratodo x €]b— o, b].
2.] Se a fungao f é continua em [a, b] e seja g tal que a < z¢ < b. Mostre que
(i) f(a) > 0 implica que existe um nimero dy > 0 tal que
f(z) >0 paratodo =z € [a, a+ dol.
(ii) f(zo) > 0 implica que existe um ndimero dy > 0 tal que
f(z) >0 paratodo =z €|xg— do, xo+ dol.
(iii) f(b) > 0 implica que existe um numero Jdy > 0 tal que
f(z) >0 paratodo x €]b— o, b].

3.] Se a funcdo f é continua em [a, b] e f(a) < 0 < f(b). Mostre que existe um ponto z €]a, b[ tal que

fw) = 0.

4.] Se a func@o f é continua em [a, b] e f(a) > 0 > f(b). Mostre que existe um ponto = €]a, b tal que
f(z)=0.

5.] Se a funcao f é continua em [a, b] e f(a)f(b) < 0. Mostre que existe um ponto x €la, b| tal que f(x) = 0.

6.] Se a fungao f é continua em [a, b] e ¢ é qualquer nimero real entre f(a) e f(b). Mostre que existe

um numero real x €la, b[ tal que f(x) = c¢. (Este resultado é conhecido como o Teorema do valor

Intermediario)



7.] Se a fungado f é continua em [a, b] e ¢ é qualquer nimero real entre sup [f] e inf [f]. Mostre que existe

um ndmero real x €Ja, b] tal que f(z) = c.
8.] Mostre que a imagem de um intervalo fechado sob uma funcao continua é também um intervalo fechado.
9.] Considere a fungao f definida por,

se xz€R\{0
Fa) = € R\ {0}

se =0
Porque razao a imagem de f nao é um intervalo?

10.] A fungao f é continua no intervalo [0, 1] e suponha que assume unicamente valores racionais em todo

o intervalo. Se f(z) =1/3 quando =z = 1/2, prove que f(x) = 1/2 em qualquer outro valor.

11.] Sejam f e g funcdes continuas sobre o intervalo I, seja f(z) # 0 para qualquer x € I e seja f2(z) = g*(x)

para todo x € I. Prove que f(x) = g(z) para todo = € I ou f(z) = —g(z) para todo x € I.

12.] Quantas funcdes continuas existem em R as quais satisfazem f2(z) = 22 para todo z € R? Esbocar o

grafico de todas essas fungoes.

13.] Investigue e discuta a natureza da descontinuidade da fungao f definida por

log(2 -z
f(xz) = lim 0p(2+ ) — v senw em x=]1.
n—00 1+ xr2n

Mostre que f(0) e f(7/2) diferem em sinal e justifique ainda porque f nao se anula no intervalo [0, 7/2].
14.] Demonstre que todo nimero real positivo v possui uma raiz ciibica.
3

15.] Demonstre que se v é um numero real, positivo ou nao, entao existe um numero real ¢, tal que ¢® = v.

16.] Dado um inteiro positivo v e um inteiro n, demonstre que hd um nimero positivo ¢, tal que ¢" = v.

5 Continuidade Uniforme
1.] Mostre que as seguintes fungdes definidas por
2 ].
a) f(z)=x° paratodo z€R b) g¢g(xr) =sen— paratodo x>0
x
nao sao uniformemente continuas.
2.] E a funcdo f(z) = 22 uniformente continua em |0, 2[?
3.] E a funcdo f definida por f(x) = 2* uniformemente continua em ]0, 3[?
4.] E a funcio f(z) = 1/z uniformente continua em |0, 2[?

5.] Mostre que se a funcdo f é uniformemente continua num intervalo I entao ela é continua em I.



6.]

7.]
8.]

9.]

10.]

11.]

12.]

13.]

14.]

15.]
16.]
17.]

18.]

Mostre que se a fungdo f é continua no intervalo fechado e limitado I = [a, b], entdo f é uniformente

continua em [.
Mostre que a fungao identidade f(z) = x é uniformemente continua em R
Mostre que a funcao f(z) = 1/z é uniformemente continua em [b, co| onde b > 0.

Seja a fungao f(z) = 1/x. Em quais dos seguintes intervalos f é uniformemente continua?

a) 10, 1] b) ]0, oof c) 1, 2] d) [1, oo

Mostre que se existe um nimero positivo M tal que, para cada z e y em X,
[f (@) = fy)| < M|z —y]
entao f é uniformemente continua em X.

As seguinte funcgoes f sdo uniformemente continuas sobre os conjuntos X dados. Para € > 0, encontre

um numero especifico § > 0 tal que para todo x € X

|f(z) — f(y)l <e sempre que y €|z -4, z+J[NX.

a) flz)=2% X=[0,2] b) f(z)=va; X=[2,4]

Mostre que se I C X e f é uniformemente continua em X entao f é uniformemente continua em 1.

Se as funcgoes f e g sdo uniformemente continuas sobre um conjunto X mostre que f+ g é uniformemente

continua em X.

Cada uma das seguintes funcoes é uniformemente continua no intervalo dado. Em cada caso, explique

que teoremas ou propriedades se utilizam. Se nenhuma delas se utiliza, demosntre a continuidade

uniforme.
a) f(z)=2% em [-1,1] b) f(z)=|z|] em [-1,1]
c) fle)=xz em ]-—o0, o0 d) fle)=lz[ em ]J—1,1]
e) flx)=z em [0,1]

Demostre que toda funcdo continua em [a, b] é limitada em [a, b].

Mostre que toda funcdo uniformemente continua num dominio limitado é limitada.
Seja a fungao definida por f(z) = 1/(1 + 2?). Serd f uniformemente continua em toda a reta real?

Suponha que f é qualquer fungao cujo dominio é o conjunto dos inteiros, Z. Demostre que f é unifor-

mente continua. Sugestao: Tentar § = 1/3.



19.] Suponha que f é uniformemente continua em seu dominio Q. Mostre que f é continua em (.

20.] Em cada um dos seguintes exercicios, mostre que a funcao f é uniformemente continua. Em cada caso

encontre uma expressao para o § dependendo do e dado.

a) f(z)=2> em [-1,1] b) f(z)=2? em [1,4]
¢) flx)=2> em [0, 3] d) f(x)=2®> em ]0,1]
e) f(x)=+x em [0,1] f) flz)=+vx em [1,3].

21.] Mostre que a funcao f em cada dos seguintes exercicios é continua, porém nao é uniformemente continua,

1
2) fl@)=—= em 0, 1] b) fl@)=2® em [L o]
x
1
c) f(z)=sen— em |0, 2]
x
22.] Mostre que se f é uma funcdo continua num semi-eixo = < ¢, com limite L finito para x — 400, entao

f € uniformemente continua. Propriedade semelhante é vélida para o caso z < ¢ e limite M finito com

Tr — —0Q.

23.] Diz-se que uma fungao f satisfaz a condi¢do de Lipschitz num intervalo I se existe uma constante 7 tal
que

[f(x) = f(Y)| <nlz —y| paratodo =z, yel.

Mostre que toda funcao que satisfaz a condicao de Lipschitz é uniformemente continua, porém nao é

valida a reciproca.

24.] diz-se que uma funcao f é semi-continua superiormente num ponto z, (de acumulagao de seu dominio)

se, dado qualquer € > 0 existe um nimero § > 0 tal que
reD e xz€lrg—9, xo+| = f(z) < f(zo) + ¢

e é semi-continua inferiormente num ponto xg, (de acumulacao de seu dominio se, dado qualquer € > 0

existe um ntmero § > 0 tal que
x€D e xz€lrg—9, xo+I] = f(z) > f(zo) —¢

Mostre que uma fungao semi-continua superiormente (inferiormente) num intervalo fechado I assume

valor maximo (minimo).

25.] Mostre que a funcdo f definida em R\ {0} pela correspondéncia f(z) = x/|z| é continua em seu dominio

e nao é uniformemente continua nesse dominio.

10



