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CAPITULO 1
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Se@o 1.1 ¢ Minicursos

MC11 - Uso do Maxima como Ferramenta no Ciclo Basico
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MC2 - Um Estudo Introdutério sobre Automorfismos Coprimos emagds Finitos

Jhone Caldeira, Fernando Soares Coutinho & Aline de Souza(UFG)

Resumo

SejamG um grupo finito ep um automorfismo dé;. Denotamos @entralizadorde o em

G, ou subgrupo de pontos fixos geemG, porCe(¢) = {x € G : x¥ = z}. SeCq(p) = 1,
dizemos que & livre de pontos fixasO automorfisma & ditocoprimoquando sua ordem

é coprima com a ordem do grupo, istd|&|, |¢|) = 1. E bem conhecido que a estrutura
de um grupo finito esta intimamente relacionada com prdades dos subgrupos de pontos
fixos de automorfismos do grupo. Autores reconhecidos obtiveesultados interessantes
a partir desta relacao. Um importante resultado nestidseafirma que sé&; admite um
automorfismo livre de pontos fixos de ordem primantaoG € nilpotente (Thompson) e,
além disso, a classe de nilpoténcia@é@ limitada por uma fungcao que depende apenas de
p (Higman). Muitos estudos vem sendo realizados a fim de obteysresultados, princi-
palmente via abordagens de centralizadores e automorfisoposnos. Neste mini curso,
desejamos apresentar de forma introdutoria problemaslatwos e discutir particularmente
a acao de’-automorfismos em-grupos finitos.

Conceitos Fundamentais

O Conceito de Grupo

Definicao 1.1.

1. Um conjuntoG' com uma opergio biraria - & dito um grupo se:

(i) aoperagoé associativa, isté: (z-y)-z=xz-(y- z), paratodost, y, z € G,

(i) emG existe um elementg chamado identidade, tal que- 1 = 1 - x = z, para todo
xr € G,

AnaisdaSemanalo IME/UFG - ISSN2317-5591 - 3-




Jhone Caldeira, Fernando S. Coutinho & Aline S. Lima ) ) ) .
Um Estudo Introdutbrio sobre Automorfismos Coprimos empBsuFinitos

(i) para cadar € G, existe um elementp € G, chamado inverso de, tal quez - y =

y-x=1.

Subgrupos

Definicdo 1.2. Um subconjuntd? # () de um grupa= & dito um subgrupo dé€ sex € H
implicaz™! € Hex,y € H implicazy € H.

Notacao: H < G.

Proposicgao 1.3. SeX & um subconjunto de um grugg enfio existe um menor subgrupo
H de contendaX, istoé,seX C SeS < GenBoH < S.

Demonstrag@o.
- Ha subgrupos dé' contendaX .

De fato,G < G e G O X. DefinamosH como a intersecao de todos os
subgrupos dé’ que contéemX. Assim, H & subgrupo dé/ e X C H.

- Agora, seS < Ge X C S, entaoS & um dos subgrupos d& que se
intersectam para formai. Portanto,H < S e, assim,HH & o menor subgrupo dé con-
tendoX. |

Definicdo 1.4. Se X & um subconjunto de um grug®, enéio o0 menor subgrupo d&
contendaX é chamado subgrupo gerado par.

Notacdo: (X).

Note que:

0 X)= ) s
S<G,XCS

(i) Sex = {a}, entdo(X) = (a) & o subgrupo ciclico gerado per
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(iii) Em geral,(X) & o conjunto de todos os elementos da forma

ot at, v e X, g, =%x1, k>0. (1.1)
SejaS o conjunto de todos os elementos desta forma. Claranse@teubgrupo
deGeX C S. Portanto(X) C S. Mas & 6bvio que&s C (X).

Proposicgido 1.5.SeH e K sao subgrupos de um grupge, enio H K € um subgrupo dé&
se, e somente sf, e K permutam. Neste castl K = (H, K) = KH.

Demonstragio. E um bom exercicio mostrar quék < G se, e somente sé{ K = K H.
Agora, supondd? K subgrupo, temos queg{, K) < HK. Jaainclusadi K C (H, K)
segue deX.1). Assim,HK = (H, K). Veja:

- Sejar € (H, K). Entaoz & da formaz§* - - xj] ondes; = +1,z;, € HUK.

Um elemento dé{ K & da formay;' ...y:", ondes; = £1 ey, & produto de elementos
de H ou deK ou da formahk.

- (H,K) < HK.

- Sejar € HK. Logoz & da forma(h;k;)* - - - (hsks)®, ondes; = £1. Claramente,
HK < (H,K).

Subgrupos Normais
Definicdo 1.6. Um subconjuntd < G é dito normal segHg~ ' = H, paratodog € G.

Notacdo: H <G eHY =g 'Hg.

Proposicgdo 1.7.SeH & um subgrupo dé&, enfio S0 equivalentes:

() gH = Hg, paratodog € G.
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(i) g'Hg = H, paratodog € G.

(iii) g~'hg € H, paratodosy € Gehc H.

Subgrupos Totalmente Invariantes e Subgrupos Caractésticos

Definicao 1.8.

(i) Um subgrupaH de um grupd= é dito totalmente invariante ed se H* < H, para
todoa € EndG.

(i) H é dito caracterstico emG se H* < H, para todoa € AutG.

Notacdo: H charG.

Observages.

(i) Como a conjugacao por um elemento fixadoc G, g — ¢* = a'ga, € um
automorfismo dé&-, segue que todo subgrupo caracteristicecdiem particular nor-
mal emG.

(i) Z(G) char@.

De fato, sex € AutG e sex € Z(G) temos que:
rg =gxr,¥g € G = z2%¢% = g2 Vg e G = z° € Z(G),
poisG“ = G (g“ percorre todo o grup6).

(i) Em geral,Z(G) nao é totalmente invariante.

(Por exemplo, o centro d&, x Z, nao é totalmente invariante.)

(iv) Um subgrupo normali deG nao & necessariamente caracteristico.

Proposicao 1.9. SejaA < AutG e sejaH um subgrupad-invariante deGG. Ento:
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() Paracadac € A, arestrido o, € um automorfismo d e a aplicagoa — «y, &
um homomorfismo dé emAutH.

(i) SeH < G, ento a aplica@o

a: G/H — G/H
Hr +— (Hzx)*= H(x%),

parax € G, € um automorfismo e a aplicag« — @ &€ um homomorfismo déem
Aut G/H.

(i) Ng(H)eCq(H) sao A-invariantes.
Observages.

- @ & chamado automorfismo d& H induzido pora.

- Se K & o nlcleo do homomorfismo dé em AutH, entdaoA/K & isomorfo a um
subgrupo dedutH.

- SeH < @, entdo podemos tratar como um grupo de automorfismos @¢ H .

Ideia da Demonstrago:

H A-invariante:H* < H, paratoday € A

0] - a: G — G homomorfismo bijetor
- @ = o, a: H— H homomorfismo bijetor
- @: A— AutH €& homomorfismo
o 0= Q)
— () = afad
De fato,
— (a)? = aqag, ondeajas - H — H

h —— ho1e2
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— afay =i az,ondea; : H— H eas: H— H
h — h* h — h®2

Assim, b1 %2 = (ho1)%2 = (h*)* = (h™)*? = h*1o2,

(i) - HQG
-a:G/H— G/H
Hz— (Hz)® = H(z%)
o€ Aut G/H
- @ @ homomorfismo;
(Hz)(Hy)|* = [H(zy)]* = H(zy)™ = H(z"y*) = H(z")H (y*) = (Hx)*(Hy)*
- @ e injetiva;
H(z*) = H(y*) = (z*)'y* € H = (2 'y)* € H = H* («y,, € automorfismo
deH) = (z7'y)* = h*, h € H = 7'y = h (ainjetiva)= 27y € H =
Hxr = Hy.
- @ € sobrejetiva;
DadoHy € G/H, comoa € AutG, exitex € G tal quex® = y. Assim,
(Hz)® = H(z*) = Hy.
- p: A— Aut G/H &homomorfismo
a—
— (a)? = afaf
De fato,
— (ap)¥ = aqap, ondeaja; : G/H — G/H
(Hx)™%2 — Hg™2 = H(g™)*2
— ofay =a;ag,ondea; : G/H— G/H ea;:G/H — G/H
(Hx)** — Hx™ (Hx)*? — Hx*

Assim,(Hz)™ @ = (Hz*)® = H(2*)* = (Hz)"°2,

(iii) Partel — DenotemosVg(H) ={g € G: H? < H} por N.
. (Hg)a _ Hga, pOiS(Hg)a — (g—ng)a — (gfl)aHa a (ga)lega _ chx.
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. Sejama € Aeg e N. Temos:HY" = (HY)* < H* < H = ¢ € N.

Parte2 — Denotemos’(H) = {g € G: hY = h,Yh € H} porC.

Sejag € C. Assim,gh = hg, paratodd: € H. Sea € A, entao(gh)* = (hg)%,
donde,g*h® = h“g“. Por serll A-invariante, a restricao|,, € AutH e, assim,
H = H*. Logo,g“h’ = h'¢g*, paratoddy’ € H. Portantog® € C.

Proposicao 1.10.

(i) “Totalmente invariante” e “caracterstico” sao relages transitivas (isto@o vale para
“normal”).

(i) SeHcharKeK <G,enBoH < (.

Demonstrag@o.

() - SejamH, K < G e suponha qué/ & totalmente invariante el e K € totalmente

invariante enty. Assim,

Htot.inv. K = H* < H, Va € EndK,

Ktot.inv. G = KPP <K, VB3 € EndG.

Mas 5 € EndG e K totalmente invariante e implica quefs|x € EndK. Assim,
H? = HPlx < [. Dai, H & totalmente invariante ef.

- SejamH, K < (G e suponha qué/ charK e K charG. Temos:

HcharK = H* < H, Va € AutK,

K charG = KP < K, VB € AutG.
Masj € AutG e K charG implicaques|x € AutK. Assim,H? = Hlx < H. Dai,

H charG.

(i) Temos:
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HcharK = H* < H, Va € AutK,

K<dG = K< K, VgeaG.

Sabemos que a conjugacao por um elemento fixad@ deixa K invariante e € um
automorfismo dd{. Definamos

v: G — AutK
g — 131 K — K

r — 29,

Assim,H? = H™ < H. PortantoH < .

Comutadores

SejamG um grupo ey, xa, ..., Ty, y € G.
Definicao 1.11.
(i) O comutador der; ez, & dado poffzy, zo] = 27 a5 'z 2y = 27 272,
(i) Definimos um comutador simples de pesp 1 recursivamente da seguinte forma:
[21] = 21
(1, xn] = ([T, -+, Tnea], Tl
Notacdo: [z,,y| = [z, v, ..., y] (n cOpias dey).
Proposicgio 1.12.SeGG € um grupo ex, y, z,t € G, enfo:
() [z,y] = [y, 2]
(i) [x,y] =1 se, e somente sey = yz;
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(i) [z, y]* = [2%, 7];

V) [y, 2] = [, 2" [y, 2] = [, 2][[2, 2], y][y, =];
V) [z, 2] = [, 2]z, y]" = [z, 2] [z, y][[x, ], 2];
Vi) [y~ = ([w,y) )7

vil) [y = ([z 91" )7

Wiil) [z, y]z = 2[2*, y7);

(X) [o¥, 2] = [, 2]z, y, 2];

(x) 292, 1] = [2¥, )" A2, 2, 1];

(x0) [z, y,2] = [, y] 7 [z, y]%

(xii) Identidade de Hall-Witt{z, y=!, 2]¥[y, 271, z)*[z, 27, y]* = 1.

Subgrupos Comutadores

- Dados dois subconjuntd$ e K de um grupds, denotamos pol, K| o subgrupo de
gerado pelo conjunto
{[h,k] : h e H k € K},

ou seja,
[H,K] = ([h,k] :h e H ke K).

- Também definimos
HY =(h* =k™'hk:he HkeK).
- Propriedade [H, K| = [K, H|.

Proposicao 1.13.SejamX, Y subconjuntos €/ um subgrupo de um grup@. Eno:

(a) XM= <X7 [Xv H]),
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(b) [X, H]" = [X, HJ;

(c) SeH = (Y), enBo[X, H] = [X,Y]".
Demonstrago.

(@) Segue de” = x|z, h).

(b) O subgrupd X, H]" & gerado por todokr, 7,2, ondex € X, hy,hy, € H. Como
[z, hy]h2 © [z, ho) ", hihs], temos qudz, hy]"2 € [X, H]. Assim, [X, H <
(X, H].

O fato[ X, H] < [X, H]" & obvio.

(c) Por (b), [X, H] = [X,H]. Logo, basta mostrar que,h] € [X,Y], para todos
x € X, h € H (pois[X, Y| < [X, HT = [X, H)).

Podemos escrevér= y;' ...y,*, ondey; € Y e¢; = £1. Temos:
ey () € [X, Y], dondelr, h] € [X, Y] sek = 1

- Sejak > 1 etomeh’ = yi*...y," . Entdo:
2, h] = [, W] 2 [, e, WP

um produto que pertencel &, Y| por indugdo sobré.

Coroléario 1.14. SejamX, Y subconjuntosH e K subgrupos de um grupo. 3= (X) e
K = (Y),enBo[H, K] = [ X, Y]HE,

Demonstragio. Da proposicao anterior, segue qug Y]7X = [, X|HE = [V, H|X =

[H,Y)S = [H, K. u

Lema 1.15(Lema dos Trés SubgruposyejamX, Y, Z subgrupos de um grup@ tais que
(XY, Z]=[Y,Z,X]=1. Enfo[Z, X, Y] = 1.
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Demonstraggo. SuponhdX,Y, 7] = [V, Z,X]| = 1. Paratodos € X,y € Y,z € Z,
temos quéz,y 1, 2] = [y, 271, 2] = 1. Pela Identidade de Witt, segue duez~!,y] = 1.
Mas|[Z, X, Y] & gerado pelo conjunto de todos os comutadores da formay|, comx €
X,y €Y ez e Z. Também é gerado por todpsz~!,y] e, portanto[Z, X, Y] = 1.

Acoes

Sabemos, pelo Teorema de Cayley, que todo grupo & isomarfogrupo de permutacoes.
Para isto, se associa a cada elemgnie um grupa’ a permutacag, € Sg definida por
fy(z) = gz, para todor € G.

G — SG
g — f:G—=G,

ondeS € o conjunto das bijecdes deemG.

Acao de um Grupo Sobre um Conjunto

Definicao 1.16.SejamG um grupo eM um conjunto. Dizemos que age emM/ via a se
existe um homomorfismo: G — Sy;.

Exemplo 1.17.Na demonstracao do Teorema de Cayléyge em si mesmo.

Exemplo 1.18.Sejal” um espaco vetorial de dimens@asobre um corpds e seja{vy, vo, ..., v, }
uma base d&. Como todo elemento € V pode ser escrito de modo Gnico como combinagao

n
v = E kivs,
i=1

k; € K,1 <1i < n, podemos definir uma ag¢ao do grufpemV da seguinte forma: dado

linear

a € S, definimosf, : V. — V por

n fa n
<Z k’ﬂ}i> = Z k?ﬂ)z‘a .
i=1 i=1
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Comof, aplica a baséuvy, vs, ..., v, } sobre a basévia, voa, ..., v,q }, SEQUE qUE

fa € bijetora, dond¢,, € Sy e, ainda,

€& homomorfismo. De fato, sejam 5 € S,,. Temos:

n Jals n Is n
) () ()
i=1 i=1 i=1

n fap n n
<Z ki%) = (Z kz‘%’uﬂ) = <Z kiv(z’a)ﬂ> .
i=1 i=1 i=1

Acao entre Grupos

Definicao 1.19.

() SejamG e L grupos. Uma ago deG emL € um homomorfismp : G — AutL.

(i) Uma ago é dita fiel se o seudrtleoé trivial.
Exemplo 1.20.A acao dada no Teorema de Cayley é fiel.
Exemplo 1.21(Um grupoG agindo sobre si mesmo)

SejamG um grupo ex € (. Denoter, : G — G a aplicagao que levaem
g° = x~1gr. Sabemos que, & um automorfismo interno d&. A colecao de todos estes

automorfismos internos de formam um subgrupo, denotadanG. Temos:

e aaplicacao
p: G — AutG
xr = T
& uma agao d&' emd, poisT,, = 7,7,.
e se considerarmos
p: G — InnG
r o= T,

temos um epimorfismo.
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o kerop={x e G: 1, =id} = Z(G). ASSim,% ~ InnG.

Exemplo 1.22(Um grupoG agindo sobre seus subgrupos normais)
SejamG um grupo,z € G, N < G. Denotes, : N — N a aplicacao que leva

n e Nemn® =z 'nz € N. E facil ver ques, & um automorfismo d&/ (o, € AutN).
Temos:

e a aplicacao
p: G — AutN
xr = Oy

€ uma acao d& em .

o kerp={x € G:0, =1id} = Cs(N). Assim,
AutN.

_G é isomorfo a um subgrupo de
Ca(N)
Exemplo 1.23(Produto Semidireto de Grupos)

Consideremos dois grupa@se L e sejap : G — Autl uma acao dé; em L.
Se considerarmos o0 conjunto dos pares ordenados

GxL={(g,l): g€ G,le L}

poderemos definir um produto e x L que depende da a¢cdo

(ghll)(gQ)lQ) - (91927l1l§g1)791792 S Ga l17l2 c L

Comisso( x L & um grupo, onde o elemento identidadé & ) e o inverso do
elementd(g, 1) & (g~L, 1" "), pois:

(gvl)(lv 1) = (g ' 17l lsog) = (gvl 1) = (gal)
(17 1)(gal) = (1 9, L lcpl) = (gal)

(9. 0(g 1) = (g9 10 )y = (g9 U = (1,1)

1 -1 e 1

Yo )= (g0 Y = (g (T = (1),

(g7

Este & gproduto semidiretale G e L, denotado po€ x L.
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Exemplo 1.24(Produto Direto de Grupos)

No caso em que a a¢goe trivial, o produto semidireto &, na verdade, o produto
diretoG x L, pois temos qué?s = [, para todog) € G,l € L e, assim{gi,l1)(g2,1l2) =
(9192, l152)-

Exemplo 1.25(Zy X Zs3).

Consideremos; = (g) e L = (l) dois grupos ciclicos de ordem 2 e 3, respecti-
vamente. Logo{Z ~ Z, e L ~ Zs. Sabendo que — =~ ' define um automorfismo de,
consideremos a acao induzida

p: G — AutL
g = g L — L

r = ¥ =gl

Temos definido um produto semidiréteox Zs; = {(1,1), (1,1), (1,171, (9, 1), (9,1), (g,171)}.

e 7, X Z3 Nao € isomorfo &g, pois nao é abeliano:
(9, 1)(g,17") = (99, 1177") = (1,0)
(9,179, 1) = (gg, I "1%7) = (1,171).
e Restaqué,, x Zs ~ S;.

Exemplo 1.26(Produtos Semidiretos Externos e Internos)

(i) No caso em que consideram@se L dois grupos e uma acae : G — AutL, ao
definirmos em' x L o produto(g, 11)(gs2,l2) = (9192, 115°"), diremos ques x L
o produto semidireto externentreGG e L associado &.

(i) Agora consideremo& grupo,H < GeN <G, taisques = HN e HNN = 1. Neste
caso,G é ditoproduto semidireto internde N e H,G = N x HouG = H x N.

- Definindo um produto emy = HV:
(hl, nl)(hQ,ng) = hlhgnlngl ec HN (H age SObI’GN).

AnaisdaSemanalo IME/UFG - ISSN2317-5591 - 16 -




Jhone Caldeira, Fernando S. Coutinho & Aline S. Lima ) ) ) o
Um Estudo Introdutbrio sobre Automorfismos Coprimos empgBsuFinitos

(i) Podemos fazer o mesmo considerard@rupo, H, N < G tais queH age sobreV
via .

Usandon” para denotan?:, temos que:

- €@ possivel identificaff com{h-1:he€ H}eNcom{l-n:n € N}

- ambos sao subgrupos dee o segundo & normal e, sendo que o primeiro

nao necessariamente &€ normal @m

Extensdes de Grupos

Defini¢do 1.27.SejamG um grupo eN < G. Suponha quéV ~ B eG/N ~ A. Eno
dizemos qué& & uma exter# deB por A.

Observamos qud nao necessariamente & subgrupd-de

Exemplo 1.28.Sejam A e B grupos ciclicos de ordem 2. Vamos obter duas extensdes
distintas de3 por A.

(i) Consideremod{ = {1, a,b,ab} o grupo de Klein. Temos:
|K| =4 e K nao é ciclico.
N = (a) = {1,a} & tal que|N| = 2, dondeN ~ B, N < K,
ciclicoeK/N ~ A. Logo K é extensao d& por A.

K/N|=2, K/N &

Observe que enk existe H = (b) = {1,b} tal que|H|= 2 e assimH ~ K/N ~
A, HN N = 1. Portanto, K = (a)(b).

(i) Consideremos’, o grupo ciclico de ordent: C,; = {1, ¢, %, ¢3}.

Temos: N = {1,¢’} o subgrupo d&”, cuja ordem &. N & ciclico, logoN ~ B.
Ainda, N < Cy, |Cy/N| = 2, dondeC/N ~ A. Logo C, & uma extensao dB por
A.

Observe que e, nao existe outro subgrupo de ord@raléem deN. Assim, nao ha
um subgrupd? # N tal queH seja isomorfo &.
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Definicao 1.29.Um extendo G de B por A & dita split seG coném um subgrupa,
isomorfo aA tal queG = BAge BN Ay = 1.

Exemplo 1.30.

1. K & uma exter@ split deC;, por C; e C, ndo é extendo split deC, por Cs.

2. Se(G & o produto semidireto intern@ = N x H, enfio G & extendo split de/N por
H.

p-grupos

Sejap um primo.

Definicao 1.31.Um p-grupoé um grupo cuja order@ uma poéncia dep.

Relembremos algumas propriedades especigisgtapos finitos.
Teorema 1.32.Sejam(z ump-grupo finito eN um subgrupo normaldo trivial deG. Enfo

NN Z(G) # 1. Em particular, o centro de umr-grupo finitoé réo trivial.

Demonstraggo. Como N & normal emG, G age sobreV por conjugacao. Temos que
lorbg(n)| = |G : Cg(n)|, paratodon € N. SendoG um p-grupo, o comprimento de cada
orbita € uma poténcia ge Ainda, as Orbitas de compriment@orrespondem aos elementos
de N que comutam com todos os elementogasto &,N N Z(G). ComoN é a uniao

disjunta de suas oOrbitas, segue que
NI = NN Z(@)]+ ) [orba(ni)],
onde 0s1; Sa0 0s representantes das Orbitas de comprimento maiar qu

Portanto, médule, temos:
INNZ(G)| =0 (modp),

eassimN N Z(G) # 1. [
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Corolario 1.33. SejaGG ump-grupo finito. En&io todo subgrupo normal d& de ordeny &
central emG.

Teorema 1.34(A Condi¢ao do Normalizador)SejaG ump-grupo finito. SeH < G, en&o
H < Ng(H).
Demonstra@@o. Usaremos inducao sobfé&|.

Se|G| = p, entdo o resultado & dbvio. Suponhan@s> p. SeZ(G) nao esta
contido emH, entdoH < HZ(G) < Ng(H) e o resultado segue.

Agora assumamos qu&(G) < H. ComoZ(G) # 1, pela hipotese de indugao,
H/Z(G) < Ngjz)(H/Z(G)) = No(H)/Z(G) e, consequentementd, < No(H). W

Corolério 1.35. SejaG ump-grupo finito. SeV/ &€ um subgrupo maximal d&, entio M &
normalemG e |G : M| = p.

Definicao 1.36(Subgrupo de Frattini)Para um grupoG, a interse@o de todos os seus
subgrupos maximais chamada subgrupo de Frattini dee & denotada po®(G).

No caso em qué&' ndo possui subgrupo maximal, definimb&~) = G.

Observa@o.

Como aimagem de um subgrupo maximal sob um automorfismbétambéem
um subgrupo maximafp(G) & um subgrupo caracteristico @e

Definicdo 1.37.Um elementg € G & um rdo-gerador deiz se sempre qué& = (X, g),
ondeX & um subconjunto d&, tivermosG = (X).

Teorema 1.38(Frattini). Em qualquer grupd-, o subgrupo de Fratting igual ao conjunto
de raio-geradores dé-.

Demonstrago.

(i) ®(G) C {Nao-Geradores de )G

Caso 1 G nao possui subgrupos maximais e, assity) = G.
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Sejamg € G e X um subconjunto dé& tais que podemos supor qU&, g) = G, mas
(X) #G.

Consideremos todos os subgrupogteontendaX e nao contendg. A uniao destes

nao contény. Pelo Lema de Zorn, ha um subgrupo maximahesse sentido.

Agora, seM < H < GG, entdaog € H e H = G, dondeM & maximal em, o que é

uma contradicao.

Caso 2 G admite subgrupos maximais.

Sejamg € ¢(G) e sejaX C G tal queG = (X, g). Suponhamos queX) < G. Entao
g ¢ (X) e, pelo Lema de Zorn, existe um subgrupo maxitdaém G no sentido de

conter(X) e ndo contey.
Agora, seM < H < G, entdaog € H e H = G. Consequentementé/ & maximal
em(, dondeg € M. Isto € uma contradi¢cdo. LogX) = G e g & nao-gerador.
(i) {Nao-Geradores del& ¢(G)
Caso 1 ¢(G) = G e ainclusao & bbhvia.

Caso 2 Sejag € G tal que qualquetX C G com (X,g) = G = (X) = G.
Suponhamos que ¢ ®(G). Entéo existél/ subgrupo maximal dé& tal queg ¢ M.
AssimM # (M, g).

Agora,M < G = (M, g) = G e, por hipbtese, segue qu&/) = GG. Logog € M, o
que & uma contradi¢do. Portangos ¢(G).

Veremos que para umgrupo finito dez, o subgrupo de Frattini determina o

namero minimal de geradores de

Definicao 1.39.Um grupo abeliand~ é dito abeliano elementar se existe um primtl

gue todo elemento d& nao trivial tem ordemnp.

Teorema 1.40(Teorema da Base de Burnsid&ejaGG ump-grupo finito.
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(1) G/®(G) & ump-grupo abeliano elementar e, consequentemente, podestercamo

um espaco vetorial sobie,.

(17) O conjunto{gi, g2, - -.,g-} &€ um conjunto minimal de geradores @dese, e somente
se {1 ®(G), 2P(G), ..., 9.P(G)} € umabase d&'/P(G).

(7i7) O numero mininal- de geradores do grup6 coincide com a dime@® deG/®(G)

como uniF,-espaco vetorial. Em outras palavrgs; : ®(G)| = p'.

O Argumento de Frattini

Teorema 1.41.SeH & um subgrupo normal finito de um grupbe P & ump-subgrupo de
Sylow deH, enBlo G = N (P)H.

Demonstra@o. Sejag € G. EntaoP? < H e PY € ump-subgrupo de Sylow d&. Assim,

P9 = P", paraalgunh € H, pelos Teoremas de Sylow.

Consequentemente,

g 'Pg=h"'Ph& Pgh ' =gh™'P & gh™' € Ng(P) & g € No(P)H.

Observa@o.

A demonstracao deste resultado & uma argumentacdo uilizada e &€ conhe-
cida comoArgumento de FrattiniUma aplicacdo & mostrar qd€ () & nilpotente quando

G é finito.

Proposicdo 1.42.SejamG um grupo finito eP um p-subgrupo de Sylow d€'. SejaH
subgrupo de&7 contendaVg(P). Enio H = N (H).

Demonstraggo. Como H contémN¢(P), temos queP < H. Sejaxr € Ng(H). Entdo
P® < H. Logo, existeh € H tal queP" = P*. Assim,zh~! € Ng(P) C H. Dai,
rh™' € H = x € H. PortantoNg(H) C H.
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AinclusdoH C Ng(H) é bbhvia. [

Aplicagao.

SejaG um grupo finito. SeP & ump-subgrupo de Sylow d&' e H = Ng(P),
entdaoH = N¢(H).

Series Normais, Subnormais, Abelianas, Centrais e Subgruso

Subnormais

SejaGG um grupo.

Definicao 1.43.Uma cadeia de subgrupds< H; < Hy < --- < H,, = G € chamadaérie
de comprimenta.
Uma <rie & dita subnormal sé/; < H, ., para todo.

Uma <rie & dita normal seH; < GG, para todo:.

Os grupos quocientel;, ;/H; sdo chamados fatores.

Definicao 1.44.Um subgrupadH é dito subnormal en’, denotadoH <1 <1 G, se H ocorre
em alguma&rie subnormal dé&-.

No caso em que todos os fatores éaa subnormal &o simples, el& chamada

série de compos#Hp.

O conhecido Teorema de Jordan-Holder afirma que em um gropo dual-
quer duas séries de composicao tém o mesmo comprimdritama bijecao entre os dois

conjuntos de fatores em pares isomorfos.

Definicao 1.45.Uma €riel < H; < H, < --- < H,, = @ é dita abeliana se seus fatores
s4o abelianos, ist&, seH,,,/H; & abeliano, para todo.

Uma rie & dita central sé4; <« G e H;,1/H; < Z(G/H;), para todo.

(Ou equivalentementé; 1, G| < H;, para todoi.)
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p’-Automorfismos dep-Grupos

Preliminares

SejamP um grupo eA um subgrupo delut(P).

o G ={(p,x) € Ax P} com aoperacao

(6, 2)(,y) = (%, 2%y)
& um grupo cuja identidade(&,, 1) e o inverso dég, =) & (¢, (1) ).

e (G pode ser visto como o produto semidiretordeor A.

e Definindo o homomorfismo injetar: A — G por ¢’ = (¢, 1p), para todap € A,
podemos considerat como um subgrupo dé€’, identificando cada € A com o
elementq ¢, 1p) € G.

e Da mesma forma, definindo o homomorfismo injetor? — G pora’ = (14, z),
para todar € P, podemos considerd como um subgrupo dé, identificando cada
x € Pcomo elementdl,, z) € G.

e Com esta identificacad? & um subgrupo normal dg, G = PAePNA =1. A
normalidade dé° emG segue de:

@) (a2)@Wy) = (7L ()Y ) (a2)@Wy) = @YY 2)(,y)

- (1A>?/71$?/)

y~lzy € P, para quaisquer,y € P.

e Como o comutadofr, ¢| = [(x7 )¢ tz]¢ = 27 12?, comz € P, ¢ € A, definimos o
subgrupdP, A] = ([x,¢] : x € P,p € A) = (z7'a? : 2 € P, ¢ € A).

e [P, A] € um subgrupo normal-invariante deP.
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Definicdo 1.46.Sejaw um conjunto de iimeros primos. Dizemos que é 7m-grupo se a
ordem de’ € dividvel somente por primos em O conjunto de primos complementar &
denotado porr'.

SejaA ump’-grupo de automorfismos de yrgrupo abeliand. Consideremos
|A| = n. TomemosP com a operacao adicao.

e Sex € P, existek € Z satisfazenddkp)z = 0. Como(n,p) = 1, temos que
(n, kp) = 1. Logo, existemu, b € Z tais quean + bkp = 1. Entdor = (an + bkp)x =
anx. Assim, para cada € P existea € 7Z tal queanz = x. Desta forma, definimos

1
—xz=axr € P.
n

e Comisso, a fun¢ad : P — P dada por

f%;w&

PcA

€ um endomorfismo dB. De fato, para quaisquet y € P, temos

(x+y) = ig:x+y E:x—+ §:¢—47+y

pEA " sea " sea

p’-Automorfismos dep-Grupos Abelianos

Teorema 1.47.SejaA ump’-grupo de automorfismos de um grupo abelidhdEn&o, temos

P = Cp(A) x [P, A

Demonstrago. Se|A| = n, consideremos o endomorfismo Hed : P — P, dado por

_lz 0

n
PcA

Por simplicidade, escrevereméscom a operacao aditiva. Conay e /¢ per-
correm todaA, assim com® faz emA, segue-se

0¥ =y? =0, (1.2)
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para toda) em A. Alem disso,
2 1 1 o 1
02 _ (L 0 _ * 00 _ Lo 0y _ 8.
x —(an) an n(n:c) x’;
= peA
entaod & idempotente. Agora sejath= C,(A) e C; = (P)’. Sex € P, temos(z?)? = 2
para todap em A, por (1.2). Assim,C; C C.

Reciprocamente, see (', entao
1 1 1
0 _ ¢ _ _ _
r = — T = — = — =
peA peA

dondezr = 2% € (.

Agora sejal = [P, Al e H; = {x — 2’ : x € P}. Comof & um endomorfismo
e P é abeliano/,; & um subgrupo d&. Além disso,r = 2% + (x — 2%) paraz € P, assim
P = C + H,. Poroutro lado, se € C N H,, temosz = 2’ ex = y — y? para algumy € P,
portanto,? = (y — ?) <= (2?)? =y — ¢’ «— 2% = 0, poish € idempotente. Segue que
r=0eP =C®H,. Alem disso,H, & o nlicleo d@. De fato, para — 2’ € H, temos que
(r —2%)? = 292% = 0 e, assimH, C ker{0}. Por outro lado, se € Ker{6}, entaor’ = 0
e, portantog = = — 2¥ € H;.

Finalmente, por definicad] & gerado pelos elementes: + 2%,z € P, ¢ € A.
Mas(—z +2?)? = —2% + (2%)? = —2% + 2¢ = 0, 0 que implicaH C H,. Reciprocamente,

1 . .
parar € P, temosr — 2° = =Y "(z — 2%)] € H pois cadar — 2 € H. AssimH, C H,
n

peA
portantoH, = H. EntaoP = C & H. [ |

Definicdo 1.48.SeG & ump-grupo, denotaremos pde;(G) o subgrupo de&~ gerado por
todos os seus elementos de ordem dividipidtsto &,

Q(G) = (z € G : |z| dividep).
Teorema 1.49.Se A & ump’-grupo de automorfismos de ysgrupo abelianoP que age

trivialmente ent); (P), enflo A = 1.

Demonstra@o. Pelo teorema anterioR = C x H, ondeC = Cp(A) e H = [P, A]. Por
hipbtese(; (P) C Cp(A) = C, entac); (P) C Q;(C). De fato, basta observar que

UW(P)=(xecP:lz|=p), C={zeP:2°=un0¢c A}
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NW(C)=(r € P:a’=uz,lz|=p ¢ c A.

Por outro lado$, (P) = Q4(C) x Q,(H), portanto©2;(H) = 1 e, consequen-
temente = 1. Assim, P = C e A age trivialmente en®, isto &, para todos emP e ¢
em A, temosz® = . E, comoA & um grupo de automorfismos @ temosA = 1, como
queriamos. [ |

p'- Automorfismos dep-Grupos

Estamos interessados em relacionar as a¢cdgsaleomorfismos de umrgrupo P com sua
acao induzida em certos subgrupos e fatoreB de

Definicdo 1.50.SejaA um subgrupo delut(G) e seja
G=Gy2G;2---2G, =1

uma €rie normal dei7. Dizemos qued estabiliza a &rie dadase cada’s; & A-invariante e

A age trivialmente em cada fate¥; _,/G;,1 < i < n.

Como consequéncia imediata da definicao acima, temos:

Lema 1.51.Um subgrupaA de Aut(G) estabiliza a érie normal
G=G2G 222G, =1

deG se, e somente sd,normaliza cadas; e [G;, A] C G;41,0 <i<n-—1.
Demonstrag@o.

(=) Suponhamos qué estabiliza a série dada. Entao c@¢a A-invariante eA estabiliza
cada fatoiGG;/G;1,0 <i <n — 1.

e Sejalr, ¢] C [G;, A]l. Temos quéz, ¢| = z12¢ C G;, poisG; € A-invariante.
Assim, A normaliza cadd-;.
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e ComoA age trivialmente em cada fatof; /G, 1,0 <i <n —1,
(xGZ-+1)¢ =z2Gi & x¢Gi+1 =z2Gi & x1x? e G, Ve € Gy, ¢ € A.

Por outro lado, tomemadg;, ¢] C [G;, A]. Temos qudz,¢] = z~'z?. Logo,
[Gi7 A] g GiJrl-

(<) Suponhamos qué normaliza cad&’; e [G;, A] C G;11,0<i<n—1.

e ComoA normalizaG;, [G;, A] C Gy, isto &,(x 2% : v € G;,¢ € A) C G;.

Assim,G; € A-invariante.

e Tomemogz, ¢] C [G;, A]l. Como[G;, A] C G441, temos
x lg? € Gz‘+1 = ZL‘¢GZ‘+1 = ZL‘GZ'_H = (ZL‘G@+1)¢ = xGi-{-l-
Assim, A age trivialmente em cada fatof; /G .

Portanto,A estabiliza a série normal.

Teorema 1.52.SejaA ump’-grupo de automorfismos gegrupo P que estabiliza alguma
série normal deP. Enio A = 1.

Demonstra@o. SejaP = Py O P, O --- 2 P, = 1 uma série normal d& estabilizada

por A.
Usaremos indugao sobrepara mostrar qud = 1.

Sen = 0, entdoP = 1 e sendoA um subgrupo delut(P), segue qued =
1. Vamos assumir que > 1 e que o resultado é valido para— 1. A induz um grupo
de automorfismos d&, e estabiliza a série normal, 1 < ¢ < n de P;, e assimA age
trivialmente empP; por inducao. Além disso, comé estabiliza a série normal de, A age
trivialmente emP/ P, isto &,[ P, A] C P,. Portantofz, ¢] € P, paraz € P,¢ € A. Assim,
v 2% = 2,z € P, implicaz?® = xz, 2 € P,. Comog age trivialmente en®,;, segue que

2 = (22)? = (22)? = (2)(2?) = (2%)2 = (v2)z = 22>
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e concluimos indutivamente qué = xz* para toda. Em particular, vale para= m, onde
m = |¢|, e segue que = 2" = xz™. Portantoz™ = 1. Mas(m,p) = 1, poisA & um
p/-grupo. Coma: &€ ump-elemento, segue que= 1. Assim,z? = x para todar € P e
¢ € A e entdao podemos concluir que= 1. [ |

Coroléario 1.53. Se um subgrupo dé de Aut(P), P ump-grupo, estabiliza a&rie normal
de P, enfio A € ump-subgrupo.

Demonstra@o. Pelo teoremad nao possup’-automorfismos nao-triviais e entao & um
p-grupo. ]

Exemplo 1.54.SejaK = {1,a,b,ab : a®* = b* = (ab)> = 1} 0 2-grupo Grupo deKlein,
que tem ordem.

Os automorfismos dE sio:

oy a a 9 a — a Q3 a — b
b —— b b —— ab b — a
ab ab ab — b ab —— ab

as: a —> b as: a —> ab oag: a +—— ab
b —— ab b — a b — b
ab — a ab — b ab — a.

Além disso,H, = {1}, Hy, = {1,a}, Hs = {1,b}, H, = {1,ab}, Hs; = {K} S0 0s
subgrupos dex'.

Se tomarmos, por exemplo, are normal dek: K > H; > H,. Temos que
A ={aq, a6} € 02-subgrupo dosiut(K') que estabiliza esteesie.

De fato, K, H; e H, sao claramented-invariantes. Aém dissoA age trivial-
mente enf{; (poisag levab emb) e emK /Hy = {H3, aHs, bHs, abH3} pois[K, H3] C Hs.
Istoé,z 'z € Hj, para qualquer: € K.
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Teorema 1.55.Se A & ump’-grupo de automorfismos de ysgrupo P, enéo P = C'H,
ondeC = Cp(A) e H = [P, A]. Em particular, sed C &(P)enfio A = 1.

Demonstrago. ¢ Consideremos primeiro o caso em giieC Z(P).

Paragp € A, definamos a aplicacde, : P — P poraz® = z 2%,z € P.
Paraz,y € P, temos que(zy)® = (zy) (zy)? = y Haz12?)y? = (a7 12?)y 1y?,
poisz~'z? € H C Z(P). Assim (zy)* = z*¢y*¢ e, desta formag, € um endomorfismo
de P, para cadap € A. O nlcleo dex, € precisament€’p(¢). De fato, ker{a,} =
{reP .z =1={xeP:ax2?=1}={r € P: a2 =z} = Cp(¢). Como
H C Z(P), ay levaP em um grupo abeliano, entdd = [P, P| esta contido no nicleo de
a,. Portanto,P’ C Cp(¢) paratodop € A, isto &,P' C C = Cp(A).

SejamP = P/P',C = C5(A),eH = [P, A]. ComoP & abelianoP = C x H,
pelo teoremaX.1.7. E claro queH é a imagem dé/ em P. PortantoP = C, H, ondeC,
denota a imagem inversa deem P. Mas A age trivialmente en®'(pois P’ C Cp(A)) e
C, logo A estabiliza a série normal; O P’ O 1 e pelo teoremal(1.9 segue qued age
trivialmente em;. Assim,C; C CeP = CH.

o Assuma agora qué nao esteja contido etd(P), comH # 1.

Sabemos qué/ < P e, assimK = HN Z(P) # 1, poisP & ump-grupo. Aléem
disso, K & A-invariante poisH & A-invariante. Definamo® = (x € P : [z, 4] C K).

Claramente” C D, poisC = Cp(A) ={r e P: a2’ =z} ={r e P: o129 =1C
K} CD.

TomemosP = P/K e coloquemos novamenté = C5(A), H = [P, A]. Se
x € D, por definicdor—'2¢ € K, para todop € A e, entdogK = 2K?® = (zK)?
de modo querK € C para todor € D. Reciprocamente, seK € C, por defini¢ao,
(2K)? = 2K <= 12°K = 2K <= r '2* € K, para todop € A, isto implica que
[z, A] C K. PortantoC' & aimagem dé em P. Alem disso,H & aimagem dél em P.

SendoK # 1, |P < |P| e, assim, usando inducao sobrePd, obtemosP =
C H. LogoP = DH. Se[r,A] C K paratodar € P, entaoH C K C Z(P), o que
contradiz a hipotese dH nao estar contido n@(P). EntdoD C P. Além disso,D é

A-invariante, poisk’ e C' sdoA-invariantes. Portanto, por inducao, e do fato que D,
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obtemosD = C[D, A]. Como[D,A] C H, temos queP® = DH = C[D,A]H = CH.
Portanto,P = CH.

Finalmente, séf C &(P) temosP = C®(P), portantoP = C que implica que

Teorema 1.56.Se A &€ ump’-grupo de automorfismos gegrupo P, enfio
[P, A, A] = [P, A].

Em particular, sg P, A, A] = 1,enB0 A = 1.

Demonstrago. SejamH = [P, A|, H, = [H,A] = [P, A, Al eC = Cp(A). EntdoH, H,
e C saoA-invariantes.

Aplicando o teorema anteriol 65 a P e aH, temosP = CH e H = (H N
C)H,. Logo P = CH,. Portanto, para € P, podemos escrever = yz, comy € C
ez € Hy, entdor ! (2?) = 271y y?2% = 27ty lyz? = 2712¢ para todop € A. Mas
» 712 ¢ Hy, poisz € H, e H, & A-invariante. LogoH, 2 H. Por outro ladoH, =
[H,A] C [P, A] = H, portantoH; = H.

Finalmente, séf/; = 1, entaoH = 1 e A age trivialmente en®. Logo,A=1. R

Teorema 1.57.SejaP um p-grupo e A ump’-subgrupo dedut(P). SeH & um subgrupo
normal eA-invariante deP, enéo Cr (A) @ aimagem d€'p(A) em£L.

Demonstrag@o. SejaP = P/H e K = C5(A) e sejaK a imagem inversa d& em P.
Claramente(C'p(A) C K. Portanto, & suficiente mostrar gile= HCx(A). Mas comoA
centralizak(, segue qués & A-invariante €K, A] C H. ContudoK = [K, A]JCk(A) pelo
Teoremal.55 e K = HCk(A), como queriamos. [

AnaisdaSemanalo IME/UFG - ISSN2317-5591 - 30-




Jhone Caldeira, Fernando S. Coutinho & Aline S. Lima ) ) ) o
Um Estudo Introdutbrio sobre Automorfismos Coprimos empgBsuFinitos

A Influ éncia dos Automorfismos Coprimos em Grupos

Finitos

Como citado na introdugcdo e averiguado no segundo dapiteste texto,
automorfismos coprimos exercem grande influéncia na estrute grupos finitos. Para
exemplificar tal influéncia abrimos mao de um pequeno aga@dmiistorico de resultados
de varios matematicos importantes envolvendo cenaddies de automorfismos coprimos
em grupos finitos.

Em 1902 Burnside provou em seu livro [1] que um grdp@admitindo um au-
tomorfismo de ordem 2 livre de pontos fixos € abeliano. Este foimeiro resultado signi-
ficante, de que temos registro, sobre o fato da existencaaienorfismos livres de pontos
fixos implicar em conclusdes substanciais em relacaorapog Burnside também anali-
Sou 0 caso em que o automorfismo & de ordem 3 e provou que pal gniecessariamente

nilpotente de classe no maximo 2.

Passados mais de cinquenta anos das descobertas de Buensi#h7 e 1959,
dois resultados se destacam, relativos a grupos admitudonarfismos de ordem prima
arbitraria livre de pontos fixos, devidos a Higman [4] e fipson [14].

Higman mostrou que existe uma fung@@) dependendo somente deal que
todo grupo nilpotente admitindo um automorfismo livre detpsriixos de ordem prima
é nilpotente de classe no maxim¢p). E Thompson por sua vez mostrou que todo grupo
admitindo um automorfismo livre de pontos fixos de ordem p@nmépotente. Esses dois
resultados juntos formam o Teorema de Higman-Thompsondigugue todo grupo finito
admitindo um automorfismo livre de pontos fixos de ordem pgirdailpotente de classe no
maximoh(p), ondeh(p) &€ uma funcdo apenas gde

A partir da década de 60 houve o interesse de se buscaasukemelhantes
para 0 caso em que a ordem do automorfismo nao fosse um npnmam Como exemplo,
em 1971 Ward [17] provou em que geé um grupo abeliano elementar de ordehagindo
sobre ump’-grupoG finito tal queC;(a) € nilpotente para cadaem A#, entaoG é nil-
potente. No mesmo ano, temos outro resultado de Ward [18f émmostrado que s& é
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um grupo abeliano elementar de ordghmagindo sobre ump’-grupo solavel finito e tal que
o0 grupo derivado d€';(a) & nilpotente para cadaem A#, entdo o grupo derivado de é
nilpotente. Ja em 1992, Shumyatsky [7], generaliza odteeis de Ward, mostrando que
0s mesmos sao validos na classe dos grupos soluveispes.

Observamos que se um grugopossui automorfismos coprimos é natural estu-
dar as propriedades satisfeitas pelos centralizadoresslastomorfismos e averiguar se as
mesmas sao satisfeitas pelo gripgoois em algumas situacdes o grupo € gerado por esses
centralizadores: sef@ um grupo admitindo uma acao de um grupoSe A € abeliano nao
ciclico e a ordem del & coprima com a ordem d&, entao

G = <Cg(a) ac A#> .
A demonstracao desse fato pode ser encontrado em [3].6.2.1

Mais um exemplo da influéncia dos centralizadores de aufisnms de ordem
coprima de um grup6: na estrutura dé& & dado por Khukhro e Shumyatsky [9]: s& um
primo, e um inteiro positivo e4 um p-grupo abeliano elementar de ordefagindo sobre
um p’-grupo finitoG, assuma que o expoente dg(a) divide e para todaz € A#. Entao, o
expoente dé& é limitado por uma funcao dependendo somenteae Lembramos que um
grupoG temexpoenten, sex™ = 1 para todar € G. Denotamos o expoente de um grupo
G porexp(G). Mais tarde, Guralnick e Shumyatsky [19] mostraram qué sem ordeny?

e 0 expoente do subgrupo derivadg(a)’ divide e para todaz € A#, entao o expoente de
G’ € limitado por uma funcao que dependecdep somente.

Outra situacao & quando os subgrupos de pontos fixofazatis uma lei posi-
tiva. SejaF' o grupo livre sobreX = {z;,z5,...}. Uma palavra positiva emX & qualquer
elemento nao trivial dé” nao envolvendo os inversos dos Uma lei positiva de um grupo
G € umaidentidade ndao trivial da forma= v, ondeu, v S0 palavras positivas efy valida
para toda substituica® — G. O maximo dos comprimentos dee v € chamado de grau
da leiu = v. Um exemplo facil de lei positiva@® = 1, ondee < 1 & um inteiro positivo.
Assim, grupos de expoente finito, e em particular grupooBngatisfazem uma lei positiva.
Outro exemplo & dado por grupos abelianos que satisfazenpaditivary = yx.

Neste contexto, de grupos satisfazendo uma lei positivasaptamos mais um
exemplo da influéncia dos subgrupos de pontos fixos na estrdd grupaz. SejaA um
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p-grupo abeliano elementar agindo sobre plrgrupo finitoG. Shumyatsky [11] mostrou
que se a ordem dd € p* e supondo qué€';(a) satisfaz uma lei positiva de gray para
todoa € A*, entaoG satisfaz uma lei positiva de grau limitado por uma fung@eeshdendo
somente de en. Sob as mesmas hipoteses, Shumyatsky [12] mostrou quereptéedade
vale para o subgrupo derivad8 de G, isto &, sed tem ordeny* e C(a)’ satisfaz uma lei
positiva de graw para todar € A%, entdol’ satisfaz uma lei positiva de grau limitado por
uma funcao dependendo somenteickep.

Uma pequena melhora desses dois Gltimos resultados pdeliicha e Shumyatsky
[13], considera um primo eA ump-grupo abeliano elementar de ordpfragindo sobre um
p'-grupo finitoG. Assuma quéCc(a), Cs (b)) satisfaz uma lei positiva de graupara todos
a,b € A%. Entao,G satisfaz uma lei positiva de grau limitado por uma func@peshdendo
somente dex e p.

Uma ferramenta efetiva que se apresenta de grande ajudéudo €gs proble-
mas propostos neste trabalho € a teoria de algebras dAd.@mnstru¢cdes associando a um
grupo um anel de Lie foram introduzidas nos anos 30 no cantexProblema Restrito de
Burnside. Nao & nosso objetivo aqui apresentar taisdg@sncaberia outro minicurso. Em
caso de interesse em estudar o assunto, aléem das bibbegigdidos aqui, podemos oferecer
mais textos e livros sobre as técnicas de Lie e a influére@automorfismos coprimos em

grupos e algebras de Lie.
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MCS5 - Brincando com Graficos de Fun¢des Usando o GeoGebra
Tania Carvalho(FACIP-UFU), Rosingela Maria da SilvqUFG) &

Flavio Raimundo de SoufB-G-GO)
1 - Introducao

O primeiro matematico a usar o termo “funcao” praticataer sentido em que
é usado hoje foi Leibniz (Gottfriend Wilhelm Leibniz(1644.716)). Mas, a notagao mo-
derna para funcao que usamos até hoje se deve a LeonarlZ0i7 - 1783). Assim, pode-
se dizer com justica que Euler fez pela analise de Newtoeileniz o que Euclides fizera
pela Geometria de Eudoxo e Teaetetus, ou o que Viete fiz&aalgebra de al-Khowarzmi
e Cardano.

No Ensino Médio ja vimos varios esbocos de graficos dedes, em particular,
os graficos de fungdes tais como: Func¢des Polinonfrais¢cdes Racionais; Funcdes Expo-
nenciais e Logaritmicas e Fun¢des Trigonométricasa& com estas que trabalhamos neste

minicurso.

Estamos interessados em, a partir destes conhecimerdds|y@idos, condu-
zir 0 aluno a entender o comportamento dos diversos tiposrd®és quando introduzidas
modificacdes em sua equacao, que nao alterem a su#ictas® (afim, quadratica, raci-
onal, etc.). Assim, para cada classe de funcao seradeefimha “funcao inicial’e a partir
desta, com o auxilio deoftware GeoGebra, serdo realizados estudos sobre agdesidesta
funcdo. O GeoGebra é usoftware de Geometria Dinamica que vem sendo amplamente di
fundido em estudos de Geometrdgebra e Calculo; e por meio de construcdes interativas
de figuras e objetos, que podem ser modificados em tempo ugdiaaa compreensao dos
conceitos pela visualizagao e percepcao dinamicguogwiedades algébricas inerentes as
construgcdes geométricas. Pretendemos utilizafovare como uma ferramenta para desper-
tar no aluno o interesse pela busca do conhecimento materpat meio da experimentacao
e da investigacao.

Para cada classe de funcdes citadas acima, iniciarenes$uas com o grafico
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de uma funcadg = f(z) (“funcdo inicial”) e, a partir desta, obteremos novoafgpos das
seguintes funcgoes:

g(x) =kf(zx), h(z)=[f(z)+k e q(z)= flz+k),
ondek € R.

As fungdesy, h e g obtidas acima sao vistas (dependendo da fufgaoomo
sendo a rotacao e/ou translacao da fungée f(x). Desejamos apresentar ao leitor, de
forma prazerosa e divertida, alguns aspectos geométigados ao conceito de funcao;
despertando seu interesse e criando condi¢cOes paraejpessa se aprofundar nesse belo
tema.

2 - Objetivos

O principal objetivo desse minicurso & apresentar um estledfuncdes sem
o formalismo dos cursos de graduacao, transformandoes¢sdo num assunto divertido.
Utilizamos o0 GeoGebra como ferramenta auxiliar, no intdédevar o aluno a conhecer as
potencialidades dessoftware para atividades que envolvam aspectos geows®&icomo
estimulo a busca de estudos mais aprofundados e formaandeito de funcao.

3 - Resultados

Iniciamos formalizando a definicao do tema principal désdibalho: Funcoes.

Definicao 1: SejaX C R um subconjunto de niumeros reais. DefininMaosgo
comdoninio X, como sendo a correspondéngigue atribui a cada valar € X um e um
sO valor de uma variavelemRR, indicada por

fi XCR — R

T — y= f(x).

O conjuntoR da definicao acima é ditcontradoninio da funcaof e aimagem
da funcao & o subconjunto @kedada por

Im(f) = {f(x); x € X}.
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Ja ograficode f & o subconjunto d& x R = R? expresso por
Gr(f) ={(z, f(z));z € X}

Como ja mencionado anteriormente, tratamos neste mguale algumas funcdes
polinomiais, fungdes racionais, fungdes exponesgciabgaritmicas e Trigonométricas. A
funcao inicialf(x) sera representada sempre na cor azul e as demais fumg@esraelho.

1 - Funcao Afim

Chama-séuncdo afima toda funcao dada pela equacao
f(z) = mx +n,
ondem en sao valores reais® # 0. Quandon = 0, a funcao recebe o nome fgo
linear.

Considere o caso particular da funcao afim onde= 2 e n = 0, ou seja,
f(z) = x. Assim, O que sucedera caso facam@s) = kf(x) e h(z) = f(x) + k, onde
k € R?

Figura 1.1.1: Figura 1.1.2: Figura 1.1.3:

Observe nas Figurag.@.7), (1.1.2 e (1.1.3, respectivamente, os graficos fle
g e h obtidos com o auxilio do software GeoGebra considerand.

Note que a funcag &€ uma rotacao no sentido anti-horario da “funcaoiafig
(Figura (.1.2) e a fungadch &€ uma translagao vertical de duas unidades para cimadde ca
um dos pontos da fun¢gb(Figura (.1.2).
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Observe que funcég(z) = f(z + k) = f(x) + mk. De fato,
flx+k)=m(z+k)+n = max+mk+n = (mz+n)+ mk.

parak = 2 temos o grafico da Figurd (1.4.

Por outro lado, tomandea(z) = g(z) + k, obtemos uma rotagcdo no sentido anti-
horario da funcgao iniciaf (x) e uma translagao horizontal da fungfe), para a esquerda,
conforme podemos observar na Figutdl(5, onde usamos k=2.

Figura 1.1.4: Figura 1.1.5:

2 - Funcao Quadratica

Chamamosuncgdo quadaticaa toda funcao dada pelo trindmio dbgrau
f(z) = ax® +bx + ¢,

ondeaq, b e c s&o valores reaise+ 0.

Iniciamos com o caso particular de uma funcao quadraiickec = 1,0 =0 e
c =0, ou seja,f(z) = 2. Fagamos 0 mesmo questionamento feito para fungao afipueO
sucedera caso facamg&r) = kf(z), h(z) = f(z) + k eq(xz) = f(z + k), ondek € R?

Nas FigurasX.1.6,(1.1.7,(1.1.8 e (1.1.9 podemos visualizar os graficos das
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funcdesf, g, h e g respectivamente. Os graficos foram obtidos com o auxdisaftware

GeoGebra, onde consideramios- 2.

L)

Figura 1.1.6: Figura 1.1.7: Figura 1.1.8: Figura 1.1.9:

Note que a funcag nao & uma rotacao, como no caso da funcao afim! O que
sucedeu foi que a “abertura”da parabola diminuiu, istddie¥ > 1. Ou seja, o que ma-
tematicamente chamamos dencavidadeda parabola, diminuiu (Figurd (1.7)). Agora,
caso0 < k < 1, a concavidade aumentara. Ja o grafica éobtido da “fungao inicialf
por meio de uma translacao vertical para cima, de duasadeg(Figural.1.8). E, por
fim, o grafico de; € obtido def transladando horizontalmente o mesmo, duas unidades para
esquerda (Figural(1.9). Mas, 0 que acontecera se tomarmos um valor negativogara
constante: da funcaog(xz) = kf(x)? Observe a Figural(1.10, onde usamog = —1.
Vemos que a “funcao inicial” foi refletida com relagéo ao eixOx, isto &, inverteu-se a

concavidade da funcat

A pergunta que fica &: “Como fica o caso geral da funcao @tiad?”"Ou seja,
caso tenhamog(x) = az? + bx + ¢, onde todos os coeficientesb e c sdo nao-nulos, o que

acontece?
A resposta é simples!!

Com auxilio de conhecimentos algébricos (completameet@uadrado per-
feito), podemos reescrever como sendo uma combinacao da funcdes e r, da seguinte

forma:
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).

g(x

Figura 1.1.10:
, b
p(r) = a(z” + ax) +c
b b? v?
2
= p(z) =a(x +2%x+@—@)+0
b v v?
2
= p(z) =a(x +2%x+@)—£+c
b v? 4ac — b?
— 2 _ - -
= p(x) = a(x +22ax+ 4@2)+ 1
b, dac— b
= pla) = ale + o) + 20

De onde vemos qug € uma combinagao das funcdgsh e r, dada pela ex-
pressao:

b 4ac — b?
m(x) = /{?1<I’ + k2)2 + kg, Ondekl =aq, ky = % Ekg = CLCT

Como exemplo, tomg(z) = 3z% + 12z + 14. Esta fungdo pode ser escrita da
seguinte forma:

p(z) = 3(x +2)* + 2.

O gréafico desta fungao & dado na Figura (1.
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Figura 1.1.11:

Estamos agora interessados em obter a inversa da fifiigiie= 2. Sabemos
do Ensino Médio que uma funcao possui inversa, apenasulmstervalos onde a mesma é
estritamente crescente ou estrimamente decrescente.

Assim, observando o grafico de vemos que esta nao possui inversa em todo
seu dominio, apenas nos intervalesx, 0] ou [0, +o0).

Aqui, trabalharemos apenas com o caso ande{0, +oo). Neste caso, a inversa
de f(z) = x* &€ dada por(z) = /.

Desejamos fazer as mesmas consideracoes feitas pargassafim e quadratica,
para a funcae(z) = \/x. Para continuar com as mesmas notacoes, facamos- f(z) =
v/z. Pergunta-se: O que sucedera com o gréafic,@asog(x) = kf(z), h(z) = f(z) + k
eq(z) = f(z+k)?

Aresposta para esta questao pode ser facilmente resparimidrvando os graficos
def, g, h e q respectivamente, para o case- 2.

Figura 1.1.12: Figura 1.1.13: Figura 1.1.14: Figura 1.1.15:
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Conclui-se, observando os graficos, que: a fungd@m relacdo a funcag,
afastou-se mais do eixOx (Figura (L.1.13), a fungaoh foi transladada horizontalmente
para cima duas unidades (Figufal(.19) e o grafico de; foi transladado duas unidades
para a esquerda (Figura.1.15).
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3 - Funcao Racional

Chama-sdungdo racionala toda funcao dada pgi(z) = M, ondep er sao

, : r(z)
polindmios.
Convém observar que o dominio de uma funcao racionaséboonjunto dos

nimeros reais ondgx) # 0.

Neste minicurso vamos particularizar nossos estudos agenfuncoes racio-
nais ondep(x) & constante e(z) & um polindmio de primeiro grau. Mais particularmente,
trabalharemos com a fun¢dtz) = é cujo dominio & o subconjunto de@ dado por
{z € R;x # 0}.

Questionamos 0 que acontece com o graficof deaso seja considerado as
variagoes
g(x) = kf(2), h(x) = f(z) + k eq(z) = f(z +k)?

Novamente, com auxilio do GeoGebra, esbocamos os ggalied, g, h e r
respectivamente, para o case- 2.

Figura 1.1.16: Figura 1.1.17: Figura 1.1.18: Figura 1.1.19:

Observa-se que os pontos georrespondentes A sao transladados vertical-
mente para cima quando > 0 e verticalmente para baixo quando< 0, com valor de
deslocamento igual a imagem dedo referido ponto (Figural(1.19). O grafico deh foi
transladado verticalmente para cima duas unidades cogacetefuncaq (Figura (L.1.18).
Ja o grafico de fica transladado duas unidades para esquerda com relagféafeo def

(Figura .1.19).
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Observa@o: Casok < 0, o grafico da funcag sera refletido com relagao ao
eixoOx. Veja a Figura1.1.20, onde usamos = —2.

Figura 1.1.20:

4 - Funcao Exponencial

Denominamogungdo exponenciah toda funcao dada pgi(z) = a®, onde o
valor realq satisfaz as seguintes condicdess 0 ea # 1.

Observa@o: A funcao exponencial &€ crescente quamnds 1 e & decrescente
caso
0<a<l.

Particularizamos esta funcao ao caso emaee, onde € &onstante de Euler
ou sejag = 2, 72.... Assim sendo, a funcao a considerar a partir deste morégfiito = e*.

Pergunta: O acontecera com o grafico decaso seja considerado suas variacdes
g(x) =kf(x),h(z) = f(z)+ keq(x) = flx + k)?

A resposta vem por meio do GeoGebra, que nos auxilia a esbsgpéaficos de
f, g, h e q respectivamente, para o case- 2. abaixo.
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()

..................

Figura 1.1.21: Figura 1.1.22: Figura 1.1.23: Figura 1.1.24:

Vemos que as imagens dos pontos correspondentes do grafjamh relacao
aos pontos d¢ sao o dobro das imagens dgFigura (1.1.29). As imagens dos pontos
correspondentes do grafico lecom relacao aos pontos geesdo translados verticalmente
para cima duas unidades (Figuial(.23). Ja o grafico de tem 0 mesmo comportamento da
funcaog, basta verificar que(z) = e**? pode ser escrita da seguinte forgia) = ¢? - €%,
donde vemos quk = ¢? (Figura (1.1.29).

Observa@o: Casok < 0, o grafico da funcag sera refletido com relagao ao
eixo Oy. Veja a Figural.1.25, onde usamok = —2.

g(x) com k>0 2;1

Figura 1.1.25:

5 - Funcao Logaritmica

Chama-sduncao logaftmicaa toda funcdo dada pgf(z) = log, =, onde a
constante real satisfaz as seguintes condigbes> 0 ea # 1.
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Observag@o: A funcao logaritmica é crescente quando- 1 e é decrescente
quandd) < a < 1.

Trabalhamos a partir de agora as variagdes da furi¢ap = log,, =, a qual
denotamos simplesmente goy(z). Mais uma vez avaliaremos 0s seguintes cagos) =
kf(x), h(x) = f(x) + keq(z) = f(z + k). Novamente aqui plotamos os graficosfde,
h e q respectivamente, para o case- 2,.

Figura 1.1.26: Figura 1.1.27: Figura 1.1.28: Figura 1.1.29:

Observa-se que as imagens dos pontos correspondenteafao gie g com
relacao aos pontos désao o dobro das imagens dgFigura (L.1.27). As imagens dos
pontos correspondentes do graficoidmm relacao aos pontos desao translados (vertical-
mente) duas unidades para cima (Figurd 298). E por fim, o grafico de foi transladado
duas unidades horizontalmente para a esquerda comoaagaafico d¢ (Figura (L.1.29).

Observa@o: Casok < 0, o grafico da funcag sera refletido com relagao ao
eixo Ox. Veja a Figura1.1.30, onde usamos = —2.

6 - Funcgbes Trigononetricas

Nesta secao trabalhamos apenas duas funcgdes trigomnces, as funcdes seno
e cosseno. Mas, convém observar que o tratamento pararas furtcdes trigopnométricas &

0 mesmo. Assim sendo, incentivamos o leitor a fazé-lo coxeocecio.
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2 g(x) com k=2

g(x) com k=-2

Figura 1.1.30:

6.1 - Fungdo Seno

Ja sabemos que o dominio da fungcao seno sao todosvadatis, ou seja, con-
siderandof (z) = sen z tem-se quéD(f) = R e que aimagem ém(f) = [—1,1].

Estamos interessados em verificar o comportamento da8dang) = kf(x),
h(z) = f(z)+keq(x) = f(x+s). Aseguir plotamos os graficos dleg, heq parak = 2 e
s = m/2, representados pelas Figurasl(3J), (1.1.32, (1.1.33, (1.1.39 e respectivamente.

¥

Figura 1.1.31: Figura 1.1.32: Figura 1.1.33: Figura 1.1.34:

Observando os graficos verificamos que o intervalo da imatgefungao va-
riou de[—1, 1] para]—2, 2], ou seja, a funcag sofreu uma dilatacdo em sua imagem (Figura
(1.1.39). O grafico deh € o mesmo grafico d¢ so que transladado duas unidades verti-
calmente para cima (Figurd.(.33). Ja o grafico de também & o mesmo qug sb que

transladadcg radianos para a esquerda (Figutdl(39).
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Observag@o: Convém aqui observar que para o case g a fungdog(z) =

sen (z + g) se tornay(z) = cos z. Basta lembrarmos do seno de arco duplo, isto &,
sen (a + b) = sen acos b+ sen bcos a,

pondoa =z eb= g
6.2 - Fung@o Cosseno

Para a funcao cosseno, temf3e) = cos z. Sabemos qu®(f) = R e que a
imagem &'m(f) = [—1, 1].

De maneira analoga a fungcao seno, estamos interessadesrificar o compor-
tamento das fun¢begz) = kf(z), h(z) = f(z) + k eq(z) = f(z + k). A seguir plotamos
os graficos def, g, hegparaocaséd =2es = g Os graficos estao representados nas
Figuras (.1.35, (1.1.36,(1.1.3%,(1.1.39 e respectivamente.

3
h
(x) 2
2
9(x) -
e, JOTE a0 W |
0 B R 0 ‘. 5 4
1 o 1 2 3% 24" 3 T2 3
, .. : . .

f(x)

()

Figural.1.35  Figuall.36:  Figural137:  '9urall.38

Vemos que o intervalo da imagem da fungaeariou de[—1, 1] para[—2, 2], ou
seja, a funcag sofreu uma dilatacao em sua imagem (Figurd.89). O grafico deh €
o mesmo grafico d¢ s6 que transladado duas unidades para cima, verticalriéigtea
(1.1.3%). Ja o grafico dg também & o mesmo qug sb que transladad% radianos para a
esquerda (Figural(1.39).

Observa@o: Caso tenhamos em mente o cosseno do arco duplo, ou seja,

cos (a + b) = cos acos b — sen asen b,
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colocandar =z eb = g a funcaoy toma a seguinte formgx) = —sen z.
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MC7 - Cadeias de Markov e Aplicacdes

Valdivino Vargas dnior (UFG)

Resumo

Uma Cadeia de Markov & um tipo especial de processo efitxgsie possui a chamada
propriedade markoviana. Um processo estocastico tenpai@dade markoviana se os esta-
dos anteriores do processo sao irrelevantes para a poadios estados seguintes, desde que
o estado atual seja conhecido. Os primeiros resultadosegtea processos foram obtidos
por Andrey Markov em 1906. Nos Gltimos anos, Cadeias de Maidm sido amplamente
estudadas e utilizadas nas mais variadas areas do commcims aplicacdes mais basicas
encontradas em livros introdutérios incluem probabdiea associadas jogos, evolucao de
populacoes e resultados sobre teoria de filas. Em ge@nana-se aplicacdoes de Cadeias
de Markov em modelos epidémicos, processos de migragéajos sobre o DNA, modelos
de gerenciamento de recursos, modelos para processosisi@od@codelo para difusao de

informacao, dentre outros.

Neste trabalho apresentamos conceitos elementares deddeMarkov e di-
versas aplicacdes do uso de seus conceitos. Considepaoidemas envolvendo passeios

aleatorios, processos de ramificagao, teoria de filas etc

Introdug ao

Um processo estocastico representa um sistema na qualdmestida ao longo do tempo
de forma aleatoria. Podemos pensar um processo estacésino uma familia de variaveis
aleatoérias indexadas por elementague pertencem a um determinado conjufitanuitas
vezes interpretados como o tempo.7Sé discreto temos um processo estocastico a tempo
discreto. S€" & continuo temos um processo estocastico a tempo contRepresentamos
um processo estocastico pX, }cr. As variaveisX; possuem possiveis valores num con-
junto £X chamado conjunto de estados ou espaco de estados. Esteepadatinuo ou dis-
creto. Quandd\; = i diz-se que 0 processo esta no estado instante de tempio Quando
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temos um processo a tempo discreto, & comum utilizar g@o{ac,, n = 0,1,2,--- } para
processo estocastico. Nesse caso, usamos a notagém lugar dex;.

Exemplo 1.58.(Jogo de Azar) Considere a seguinte sit@iafipogtica. Um jogador entra
em um cassino comreais em dinheiro para “tentar a sorte”. Admita que ele paipia de
um jogo que consiste de apostas independentes. Em cada aposiado hones@®langado,
se sai a facémpari ele recebé reais. Caso saia a face parele perdej reais. Defina como
X; a variavel a aleabria que representa o ganho do jogador nésima jogada. Neste caso,
o capital acumulado pelo jogador, digam8s, € dado por

Sp="5+» Xin>1
=1
ondesS, = k. Nesse caso, 0 proces§s,, },~o & um processo estastico a tempo discreto
com espaco de estados discreto.

Exemplo 1.59.(Fila M/M/1)

Suponha que clientes chegam a uma eéstaie servico com uiimnico servidor {inico aten-
dente) de acordo com um processo de Poisson deXtaiu seja, 0 tempo entre sucessivas
chegadas &o variaveis aleabrias exponenciais independentes coéd'rai. Na chegada,
cada cliente sex atendido imediatamente se o servidor estiver livre. Casdrario,ele vai
para uma fila de espera. Quando o servidor termina de servimecliente, o cliente deixa
o sistema e o f@ximo cliente na fila, se existe algum, entra para o ser atimdDs tempos
sucessivos de servicas considerados vasiveis aleabrias exponencialmente distrililas

e independentes corréniiaﬁ. Tal sistema conhecido como sistema de fila M/M/1. Se cha-
marmos deX (¢) o nimero de clientes no sistema no instartemos um processo eséstico

a tempo corihuo com espaco de estados discreto.

Exemplo 1.60. (Atividade seguradora)
O modelo dhssico do risco na atividade seguraddaim processo

Ult) =u+ct —S(t),

ondeU(t) & o capital da seguradora no instantéreserva de risco) e &€ uma constante que
representa o @mio por unidade de tempo, de forma quesed o prémio que recebeu a
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seguradora & o instante. u & a reserva inicial da seguradora.%(t) representa o valor
total das indeniza@es aé o instante t,

Xt
St) =YY,
n=1
onde{Y,},>1 & uma segéncia de varveis aleabrias rio negativas que representam os
valores das indenizées individuais que deve pagar a seguradora ante a @uia de
sinistros e{ X, };>o & um processo de Poisson horéngo das ocoéncias das indenizées

até o instante. O processq U, }:>, & um processo estastico a tempo coiriuo com espaco
de estados cofriuo.

Uma Cadeia de Markov & um tipo especial de processo efitmcgse possui a
chamada propriedade markoviana. Um processo estocéatica propriedade markoviana
se o0s estados anteriores do processo sao irrelevantes pegdicao dos estados seguintes,
desde que o estado atual seja conhecido. Os primeirosa@ssifbara estes processos foram
obtidos por Andrey Markov em 1906.

Nos ultimos anos, Cadeias de Markov tem sido amplamenidasas e utiliza-
das nas mais variadas areas do conhecimento. As a@gagais basicas encontradas em
livros introdutérios incluem probabilidades associg@da®s, evolu¢cao de populacdes e re-
sultados sobre teoria de filas. Em geral, encontra-se gpksade Cadeias de Markov em
modelos epidémicos, processos de migracao, estudos sdBNA, modelos de gerencia-
mento de recursos, modelos para processos de decisadprpadedifusao de informacao,
dentre outros.

No exemplo da fila M/M/1 temos um processo markoviano a tengpdircuo.
O primeiro M significa que o processo de chegada & markovfaaisson) e o segundo é
devido ao servico de distribuicdo ser exponencial (m&dno). O nimero 1 se refere ao
fato de haver um Unico servidor. Neste texto, considerasegpenas Cadeias de Markov a
tempo discreto, isto &, cadeias com conjuhte: {0,1,2,3,---}.

Definicao

Seja o processo estocasti€d’,,,n = 0,1,2,---} em tempo discreto. Supomos que as

variaveisX, assumem valores num conjurficfinito ou infinito enumeravel.
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Definicao 1.61. X,, € cadeia de Markov a tempo discreto se
P(XnJrl - ,]|Xn = Z.7)(1171 = Z.nfh e 7X1 - iluXO - ZO) = P(XnJrl = ,]|Xn - Z) - Pz',j

para qualquer escolha dos estadps, i,, 1, - - , 1, io € todo instante..

Em uma Cadeia de Markov, o simbaly, (probabilidade de passar de i para
j em um passo) € usado para representar a probabilidadéi¢moral) de que, dado que o
sistema esteja no estaflem certo momento, venha a estar no estado instante de tempo
seguinte. Em geral, a3 ; sao chamadas probabilidades de transicao da CadeiartteWa
De fato, podemos pensé&y ; como a probabilidade de ocorrer uma transicao do estpa@

0 estadg.

A definicao dada diz que numa Cadeia de Markov a chance @egso estar no
instanten + 1 no estadg depende somente do estado do processo no instaiste €, inde-
pende de toda a histbria passada do processo (estadds, - - - , X,,_1). Esta propriedade
chama-se propriedade markoviana.

Exemplo 1.62.(Jogo de Azar) Suponha um jogo no qual em cada apos&pecie um real
com probabilidadd — p ou ganha um real com probabilidage Suponha ainda que véc
decide parar de jogar se a sua fortuna atingir N reais e se @liagir O reais o cassino &o
deixa voé jogar mais. SejaX,, o capital que voe tem depois de apostas. Claramente
€ o capital corrente e o resultado do@imo sorteio que &o determinar a sua fortuna
depois da aposta seguinte. Qualquer que tenha sido a éaoldg sua fortuna no passado
(ou seja, os valores d&,, |, X,, -, ..., Xy), para prever o poximo estadoy,, 1, & suficiente
conhecer a sua fortuna no present&,). De fato, seX,, = i, com0 < i < N, enfio

independentemente dos valoigs.., 7,1, temos
P(Xn+1 = Z + 1|Xn = i,Xn_l = Z.n—la ...,XQ = ZQ) =p

pois isso significa que se se ®oganhar a aposta + 1, a sua fortuna vai ser acrescentada

em um real e portanté suficiente conhecer o valor da sua fortuna no presente. HEia ca

aposta a sua fortuna somente po@l@umentar ou diminuir em um real com uma chance
gue réo depende dolnmero de apostas que \@tez. Em outras palavras, a probabilidade

condicional deste exempl@a depende de.
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Teoria Elementar

Matriz de Transi¢ao

Considere uma Cadeia de Markov com espaco de est@des {i,, i, --}. As proba-
bilidades de transicao podem ser representadas atavéma matriz chamada matriz de
transicao:

Piyio b P
Pil,io pil,il PZ

0,81 0,12

1,82

Pn

Pin,io Pin,il Pl'n,iQ

Claramente, uma matriz de transi¢ao satisfaz:

1. P,; >0

Exemplo 1.63.No exemplo do jogo de azar 8&= 4 ep = 0,4 temos

o 0 06 0 04

Proposicao 1.64. Suponha uma Cadeia de Markov com distriaignicial 7o e matriz de
transicgo P = (P, ;)i jer. Sejami, ..., i, € E. Temos:

P(Xl = Z.17)(2 = 19, ---aXn =iy | Xo = iO) - Pio,ilph,iz B

In—1,in
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Equacbes de Chapman-Kolmogorov

As equacdes de Chapman-Kolmogorov possibilitam o téfdel probabilidades de transicao
emn passos. Estas equacdes dizem que as probabilidadessiedmde: passos podem
ser obtidas, recursivamente, a partir das probabilidagésdsicao de uma etapa. Temos:

Pi(,?m) _ Z gfz)Pé?) para todos:,m > 0, etodosi,j € £
kel
Assim, se a matriz de ordemé P™ = (Pi(j)) entao P ™ = p™ ptm Por indugao,

podemos escreve?™) = P,

Portanto, para uma Cadeia de Markov com espaco de estadosi,, iq, - }
as probabilidades de transicao erpassos podem ser representadas através da matriz

pn

10,20

P P

10,21 10,2

n 7 n
11,%0 le,Zl 21,22

n n n
n,20 n,1 in,12

ondeP;; = P(Xoiy = ix| X = 75).

Exemplo 1.65.(Mobilidade Social) Conside a histia de \arias gera@es de uma faitia

gue ao longo do tempo tem somente um filho. Neste modelo sjnaptebservago da
classe social (alta, gdia ou baixa) da faitia para cada gera@o permitiria descrever sua
evolu@o social ao longo do tempo. Se tivermos uma sociedade ctanparsfanilias deste
tipo, podemos escolher ao acaso umaitene para cada gerago n chamar deX,, a uma
guantidade que valér3 se a farilia for de classe alta, 2 se ela for de classédia e 1 se

for de classe baixa. Desta forma, cadg sera uma varavel aleabria e a sua evolugo ao
longo do tempo, permiti tirar conclues sobre as mudangas na estrutura da sociedade.
Suponha que o processg, € uma Cadeia de Markov com espaco de estddes{1, 2, 3}
cujas mudancas de classe sociaBestladas pela seguinte matriz de trargsig

0,70 0,20 0,10
P=1| 0,30 0,50 0,20
0,20 0,40 0,40
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a) Suponha que a falra comeca na classe @dia (estado 2) na gerag 0. Qual a proba-
bilidade que a gera@o 1 ascenda classe alta (estado 3) e a gefax2 desca para a baixa
(estado 1)?

Solucao:

P(X;1=3Xo=1|X0=2)=P(Xo=1|X1=3)P(X;=3|X0=2)=P3.P5,
=0,2.0,2=0,04
b) Suponha de novo que a fdim comeca na classe&dia (estado 2) na gerap 0. Qual a

probabilidade que a gerd&p 2 desca para a classe baixa (estado 1)?
Solugdo:

NE

3
P(Xo=1]Xg=2)=) P(X1=kXo=1|Xo=2)=) Py P>
k=1

e
Il

1

0,3.0,740,5.0,3+4+0,2.0,2=0,4

Distribuic &o Inicial
Definicao 1.66.Sejar, uma distribui@o de probabilidades no conjunto satisfazendo:

1. mo(i) > 0 paratodoi € F,
2. ZjeE Wo(i) =1

Dizemos quer, € a distribuio inicial da cadeia se para todoc E temosP(X, = i) =
mo(7). Em outras palavras, a distribué inicial de uma cadeié a fun@o de probabilidade
do seu estado iniciak.

Note que
P(X,=k)=> m(i)Py

1€l
Proposi¢ao 1.67.Suponha uma Cadeia de Markov com distriaignicial 7o e matriz de
transi@o P = (P, ;) jer. Sejami, ..., i, € E. Temos:

In—1,in

P(XO — Z.07X1 = ila Xy = iQa ~-~7Xn = Zn) = WO(iO)Pio,ilPihb P
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Exemplo 1.68.Considere uma Cadeia de Markov com espaco de estAdes{1,2,3} e
matriz de transigo dada por

clw Wi Nl
S =
O Wik =

[N

Suponha que a distribup inicial da cadeigé dada porry = (0,3 0,3 0,4).
a) CalculeP (X, =2, X; =3, Xo =1).

b) CalculeP (X, = 2).

Solugao:

a)P(X,=2,X, =3,Xg=1) =m(1)Pr3.P5, = 0,3.0,25.0,4 = 0,03

b) P(Xy =2) = Y0 mo(i) P = mo(1) P73 + mo(2) PS5 + mo(3) P35

Mas
> 11 1. 12 9
P1(22) = Zpl,kpk,Q =P Pio+ PioPos+PisPso=—-~+—-0+—--=—
ot 24747 45 40
3
21 12 9
P2(22) = ZP2,kPk,2 - P2,1P1,2 + P272P2,2 -+ P2,3P372 =——-4+00+-.—- = —
< 34 35 30
’ 31 2 2 3
P:)%) :ZP3,kPk,2:P3,1P1,2+P3,2P2,2+P3,3P3,2: =+ -0+0-=—
< 545 520
Logo
9 9 3 87
P(Xo=2)=03.—4+03.—4+04.— = — =0.2175.
(X2 =2) 20 77230 70490 T d00
Em geral, para uma Cadeia de Markov com espaco de ediado§i;, is, - - - , iy}
se

P(n)=[P(X,=14) P(X,=13) - P(X, =1i)]

€ um vetor contendo as marginais &g entao

P(n) = P(0).P"

P(O) = [P(XO = Zl) P(XO = ZQ) e P(XO = Zk)] = [Wo(il) Wo(ig) s Wo(lk)]
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Distribui¢ ao Assinbtica

Definicdo 1.69. A distribuiggo 7., sefa a distribuigo assinbtica da cadeia{ X,, },>o se

satisfazer

lim P/, = m.(j) paratodo je E.

n— o0

Exemplo 1.70.Telefone sem fio

(Problema extr&do da prova da VI OLIMRADA IBEROAMERICANA DE MATEATICA
UNIVERSIRRIA, realizada em 8 DE NOVEMBRO DE 2003frMs criancas esto brin-
cando de telefone sem fio. A crian€g sussurra tés palavras para a criancéd’; , que
sussurra 0 que ouviu para a criangg, e assim por diante @&uma mensagem chegar
criancaC,, . Cada uma das &s palavras tem exatamente umaigea’errada (por exem-
plo, as palavras rago e raf0 $50 "gémeas”poi£ muito &cil confundi-las). Cada crianca

(i41) tem probabilidad% de ouvir corretamente o que a criangéalou, terr% de probabili-

»n 1
6

de trocar a segunda paIavra?de probabilidade de trocar a terceira palavra (e portanto

dade de trocar a primeira palavra dita pela crian¢pela sua "ggmea”, = de probabilidade
nunca troca mais de uma palavra). Note que numa troca a mensggpde ser acidental-
mente corrigida. Calcule a probabilidade de que a criad¢aouca exatamente a mensagem
original. Qualé o valor dessa probabilidade quando— oo ?

Solucao:

Sejama, b, c as ties palavras &, b, ¢ suas @meas. Constimos uma cadeia de Markov
com espaco de estadés= {a;,i = 1,2,3---8}, ondea; = (a,b,c),as = (a,b,c),a3 =
(a,b,c),as = (a,b,c),as = (a,b,¢),as = (a,b,¢),ar = (a,b,c) eas = (a,b,c). Dai temos

a seguinte matriz de transio:

[a]
]

O o= N
(@) O ol N O
) O o= NI= ol
e} S O W= o= O ol
(@n) O ol
=) O o=
o O o O O
O ol ol O o O

O Ol NI O

[a) [a] O o= o=
o O o=
O ol NI~ o=

O o=
D= N= =
N[—= O

[N
[N
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Para obtermos a resposta do problema em ciesalculamos a matri?™. NestaP™ (1,1) =
P(X, = a | Xo = a1) representa a probabilidade pedida. Realizanddtrualo, temos:

1 1 /1\" 1/2\""!
P(Xn:a1|Xo=a1>:§+§(g) *1(%) |

Observe que no limite,

1
Too(a1) = lim P(X, =a; | Xo=a1) = 3

n—oo

Distribui¢ &ao Invariante

Definicao 1.71.Toda distribui@o = serd chamada de distribuép invariante da cadeia

{X, }n>0 Se satisfazer

> w(i)P;,; = w(j), paratodo je E.

1€l

Observe que, s& é finito podemos obter a distribuicao invariante resoticeo

sistema

TP =7 X
Zz‘eEﬂ-(i) =1

Proposicgao 1.72.Para um distribui@o invariante &0 \alidas as afirmages:
i) Paratodoj € £ en > 1temos que

> w (@) P = x(j).

1€l

i) Ser & a distribuigo inicial da Cadeia erdto para todon > 1, temos que

Intuitivamente falando, se a cadeia comeca com a dist@bunvariante entao a
distribuicao em todos os instantes sera a mesma (dane de distribui¢cao invariante).

Proposiggo 1.73.Seja{ X, },,>o uma Cadeia de Markov com matriz de trargg¢” e com
distribuicdo assinbticar,,. Entao 7., € alnica distribui@o invariante da cadeia.
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Exemplo 1.74.Considere uma Cadeia de Markov com a seguinte matriz deig&os

i)

I

—_
(@) O N
(@n) O N

Nesse caso, a distriblég invariante existe e corresponde a

O limite de P" quandon — oo n&o existe poi?" ! = P e P?* = P2, dessa maneirado

existe distribuigo assinbtica.

Exemplo 1.75.(Cadeia de Ehrenfest)

Suponha que o total de bolas contidas em duas utn&s A cada instante de tempo
pegamos uma bola da primeira urna e a colocamos na segund&ewsrsa. Seja, a
guantidade de bolas na primeira urna. Claramentg,& uma cadeia de Markov com espaco
de estado€’ = {0, 1, 2,3} e matriz de transi&o

—_
S

o O Wi
O whn O )
— O Wi
O we O O

Nesse caso, a distriblg invariante existe e corresponde a

Note quer ~ Binomial (3,1).

Classificag@o dos estados de uma Cadeia de Markov

Definicao 1.76.(Estado acessel)

Um estadoj € acestvel a partir do estada, se existex > 0 tal que P, >0. Em outras
palavras, se for po$egel atingir o estadg partindo do estade, en&o j é dito aceswel a
partir de i. Admitimos que, qualquer estatlé acess/el a partir dele pbprio.
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Definicao 1.77.(Estados comun#&veis)

Dizemos que dois estados se comunicam caso cada um foieetespartir do outro. A
relacdo de comunicap no espaco de estadésuma relaéo de equiva@ncia. De fato, ela
satisfaz as seguintes condes:

i) (Reflexiva) Qualquer estadase comunica com ele mesnio i), poisPY; = 1.

i) (Simétrica) Se o estado se comunica com 0 estago o estadoj se comunica com 0
estada: (i <> j) = (j > 1) .

iii) (Transitiva) Se o estade se comunica com o estagp e o estadgi comunica com 0

estadok, entio o estada comunica com o estado (i <» j)e(j <> k) = (i < k) .

Definicao 1.78.(Estado @&o essencial)
Um estada € FE & rio essencial se existe um instante j € F tais queP;’; >0 e P} =0
para todom natural. Caso contrio, temos um estado essencial.

Definicao 1.79.(Estado recorrente e transiente)

Sejaf; a probabilidade de que iniciando no estafla cadeia de Marko\X,, volte a este
estado. Erfio f; = P(existe n> O tal que X,,=i | X = 7).

Sef; =1 o estadce chamado recorrenteqjsef; < 1 o estada chamado transiente.

Proposicgao 1.80.0 estada é

n)

recorrente s& > | PZ(Z =o00e

transiente s§_ | PZ.S?) < 0.

Definicao 1.81.(Estado absorvente)
Um estada & absorvente se uma vez adentrado nele, a cadeia jamaisa, tsde,
1,sej=i

Fij=
0, caso contario

Em particular, todo estado absorvente & recorrente.

Definicdo 1.82.Um conjunto de estados de uma Cadeia de Markov formam umseclas
se quaisquer dois estados desse conjunto se comuniqueraisgugr dois estados comu-
nicaveis de cadeia pertencem a mesma classe. Desse modoseleasclasses para uma
Cadeia de Markov, efb elas &o disjuntas (; N C, = () ou identicas (' = C5).
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Exemplo 1.83.Considere uma Cadeia de Markov com espaco de estadod 1,2, 3,4, 5}
e matriz de transigo dada por

1 0 0 0 0
1100 0
P=loo e
00222
00t L3

O estadol é absorvente? € transiente,l, 3,4 e 5 sAo recorrentes. Temos@&s classes:
C, = {1},02 = {2} 603 = {3,4,5}

Definicao 1.84.Cadeia Irredutvel

Uma Cadeia de Markox,, € irreduivel se todos os estados formam apenas uma classe.

Definicao 1.85.Periodo de um estado
Um estada tem pefodod se PZ.(Z.") = 0 se e somente se ndo se divided. Um estadce
chamado apefidico sed = 1.

Exemplo 1.86.Considere uma Cadeia de Markov com espaco de estAdes1,2,3} e a

seguinte matriz de transiQ:

i)

Il

—_
o O N
(@») O N

Nesse caso, 0s estadn? e 3 tem pefodo?2.

Definicao 1.87.SejaT; o tempo de retorno do estado Se o estado & recorrente, erdto
eleé chamado recorrente positivo,s€lB oco. Um estadee ergodico se for apdodico e
recorrente positivo.

Teorema 1.88.Teorema Asico de convei@ncia
Se uma Cadeia de Markgw, },,~o com distribui@o invarianter for irredutivel e aperddica
enfio 7 sera a sua distribui@o assinbtica.

Exemplo 1.89.No exemplo do Telefone sem fio pdderos ter obtido a distribuép as-
sintdtica simplesmente calculando a distrib@iginvariante. A marginak(i),: € F da
distribuicdo invariante para uma Cadeia de Markov a tempo discreto petenterpretada
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ainda como a propo@o do tempo que 0 processo permanece no estaéssim, no pro-
blema do Telefone sem fio pode-se dizer que para uma quaetgfadde de criancas(
grande) a proporgo de criancas que ouvem exatamente a mensagem oré;j%nal

Passeios Aledirios

Apresentamos agora um dos processos markovianos maisdfgpathamado passeio aleatorio.
Estes sao a formalizacao matematica de uma trajeieiama particula, digamos) a partir

de uma sequéncia de passos dados de forma aleatorias&s\@eas do conhecimento como
estatistica, economia, computacao, eletricidaddpg@ quimica, dentre outras fazem uso
de resultados oriundos desse majestoso modelo.

Definicao 1.90.SejamX, Xs, - - - variaveis aleabrias independentes e identicamente dis-
tribuidas tal que B X; |[< co. Sejag=Ce

Sn:SQ—FiXZ,nZ 1.

i=1

O processd S,,,n > 0} & chamado Passeio Aléato.
Observe que nesse caso,
P = P(Sn-H :j|sn = Z) = P(Xn-H =] _i)-

Exemplo 1.91.SejamX;, X5, - - - variaveis aleabrias independentes e identicamente dis-
tribuidas tal que

PX;=1)=peP(X;=-1)=1-p=q.

Temos um passeio alégio simples. Se &m disso, p = qtemos um passeio atedt simples

simétrico.
Para um passeio aleatorio simples:

P(Spir =i+ 1S, =i) = P(Xps1 = 1) =p=1— P(Sps =i —1|S, = i).
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O problema da ruina do jogador

Considere a seguinte situacao hipotética. Um jogadiva&m um cassino comreais em
dinheiro para “tentar a sorte”. Admita que ele participa nejogo que consiste de apostas
independentes. Em cada aposta ele recebe um real em casoridee/caso contrario perde
um real. A chance de vitbria em cada aposteeeconsequentemente de derrbta p = q.
Admita que os recursos do cassino sao ilimitados, istoénais sorte que o jogador tenha,
nao consegue “quebrar a banca”. Suponha que ele jogueniud@iente, apenas parando
em caso de ficar sem dinheiro. Uma questao interessanteeeé gaal € a probabilidade
do jogador em algum momento ficar sem dinheiro. Nesta dicgna capital acumulado
pelo jogador ao longo das apostas pode ser visto como umipassatorio. Nesse caso, a
variavel aleatoria Xrepresenta o ganho do jogador na i-ésima jogada. Vamogangsie
mesmo estando em um*“cassino justo”(istp &; 0.5), com probabilidade 1, o jogador fica
sem dinheiro em algum momento. Este problema é conhecido cgina do jogador.

Demonstrago. Sejah; = P;(acertar 0). Entaé & a solugao minimal nao negativa de

ho =1
1 1 :
h; = §h2‘+1 + éhi_l para i=1,2,...

Essa relacao de recorréncia tem solugao geral

Mas arestrica0 < h; < 1for¢ca B =0. Assimj; = 0 para toda e temos entao o resultado

desejado. O

Processos de Ramificap

Outro grupo de processos markovianos importantes & o dosgsos de ramificacao. Estes
foram inicialmente estudados por Galton e Watson. O olgetia investigar o problema da
extincao de sobrenomes, ou seja, analisar a ocorréa@atoth¢ao do nome da familia.

Atualmente, podemos encontrar aplicacoes de processtmrdficacao em di-

versas areas do conhecimento incluindo Fisica, BioJddgalicina, Economia e Computacao.
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Definicdo 1.92.Considere uma Cadeia de Markdx,, },,~o comX, =k e

Xn—l

Xn:Z;Zi

onde asZ; sao variaveis aleabrias independentes e identicamente distidlas. { X, },,~0 &

chamado processo de ramificex

Podemos pensaX, como o numero de individuos iniciais na populacao. Bodo
os descendentes destes individuos formam a primeiradgeeaseu nimero & denotado por
X;. Em geral,X,, € o tamanho da n-ésima geracao. Na definicao acimegpresenta o
numero de descendentes do i-ésimo individuo da geragal.

Pi,j :P(Xn+1 :J|Xn :i> =P <ZZT :]>
r=1

Proposicgdo 1.93.Suponha queX, = 1. Entdo E[X,,] = p", ondeu & o rumero nédio de

descendentes por indduo.

Demonstrago.
BIX,) = E[B[X, | Xoa]] = pE[Xyo] = pE[E[X, | Xooo]] = pE[X, o) = - = pi".
O
Note que:

Seu < 1: E[X,,] converge para zero.
Seu =1: E[X,] &€ constante e igual a 1.
Seu > 1: E[X,,] diverge para infinito.

Sejar a probabilidade de extingao de um processo de ramificas@® &,
m = P(X,, = 0 para algum n).

Teorema 1.94.Suponhaque P(; =0) >0e P(X; =0) + P(X; = 1) < 1. Ento
i) 7 & 0 menor imero positivo satisfazendo

T = ijP(Xl =)

J
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ou seja, 0 menor iMmero inteiro positivo satisfazendo= Gy, (z), ondeGy, & a fun@o
geradora de probabilidade d¥;.
i) 7= 1 se e somente se< 1.

Conclusao

Pesquisas Recentes

Como ja foi mencionado, processos markovianos estadwdos em estudos nas mais va-
riadas areas do conhecimento. A titulo de exemplo apr@®smos dois problemas que tem
sido amplamente estudados recentemente e que fazem usmdegms markovianos.

Problema 1
Suponha que inicialmente um Gnico elemento de uma pogolpgssui uma informacao.
Este repassa a informacao para uma quantidade aled¢bviainhos e depois deixa de fazer
isso. Cada individuo ao receber a informacao repetenesseno processo. Aqui algumas
perguntas surgem: Que propor¢ao da populagao tomaconénto da informacao ? Qual
€ a velocidade com que a informacao se espalha ? Se a pap@anfinita existe probabili-
dade deste processo ocorrer indefinidamente sempre dgistigum individuo transmitindo

a informagao ?

Problema 2
Considere um modelo para estudo da disseminacao de efnmuedes de computadores.
Imagine uma sequéncia de computadores ligados em redendtimnie inicial um Gnico
computador & infectado por um virus o qual se moviment@i@mente na rede infectando
computadores pelo caminho. Quando um ou mais virus chegam @@mputador, este é
infectado por um novo virus que inicia a mesma dinamica o@mentos. Ao ser infectado
cada computador ativa um antivirus que ira matar qualgjues que ali saltar futuramente.
Neste modelo algumas perguntas surgem: Numa populagadndmitos computadores,
existe probabilidade de infinitos computadadores sereectafilos? O que ocorre se criar-
mos um virus forte capaz de sobreviver a um grande nimerordputadores com antivirus?

Numa populacao finita, qual proporcao de computadeiatectada pelo virus?
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MC10 - Sistemas Dinamicos Suaves X Sistemas Dinamicos Ddscmst uma Introducao

Bruno Freitas & Durval Tonor{UFG)

Resumo

O objetivo desse minicurso & apresentar, de maneira awintuitiva, a alunos de graduacao
com o conhecimento minimo em E.D.O. um paralelo entre aatet@issica de sistemas
dinamicos suave e arecente, e ainda em constru¢a@ teosistemas dinamicos descontinu-
0s. Tentaremos fazer com que os espectadores sinta appisdiferencas entre essas duas
teorias e principalmente, tentar responder a pergunta: &é® estudar sistemas dinamicos

descontinuos?”

Na primeira parte do minicurso trataremos de alguns refsdtalassicos so-
bre sistemas de equac0des diferenciais suaves. Comegmestudando sistemas lineares de
equacoes diferenciais ordinarias do tipo

T = Ax (1.1.3)
T
Ondex:(xl,...,xn)GR”’AEMn(R)ei:Z—jZ (%,,%) :

Mostraremos que a solu¢ao do sistema lingak.§ com condicao iniciak(0) = x, &€ dada

por z(t) = e?txy, ondeet* € M, (R) que pode ser calculada em termos dos autovalores e
autovetores da matriz. Daremos o comportamento das solugdesldeH em funcao dos
autovalores e autovetores da mattizFaremos algumas ilustracdes &h

Consideremos o sistema de E.D.O.’s:
@ = f(z) (1.1.4)

ondef : £ — R™ & uma funcao nao-linearfe & um subconjunto aberto @&. Mostraremos
gue considerando algumas condicdes sobre a fufgagistema nao-lineal (1.4 tem uma
Unica solucao passando por cada pante £. Em geral, ndo € possivel resolver o sistema
(1.1.4, porém, realizamos o estudo qualitativo da solu¢cao demo. Para este estudo, a-
presentaremos o teorema de Hartman-Grobman, que mostragisnhanca de um ponto
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de equilibrio hiperboélica;, o sistema nao-lineal (1.4 tA’m a mesma estrutura qualitativa
do sistema lineat = Az, ondeA = D f(xy). Ainda com o objetivo de fazer o estudo
qualitativo da solucao e obtermos o maximo possivehttgmacdes acerca da dinamica do
sistema {.1.4), apresentaremos o teorema da Variedade Estavel. Pavaesagferéncias
para a primeira parte do curso veja [L] e [S].

Na segunda metade do curso apresentaremos alguns aspectaemnte teoria
de sistemas dinamicos descontinuos. Teoria essa quelteumt crescente desenvolvimento
devido em grande parte a sua aplicabilidade em outros rdmo#&ncia, como engenharia,
biologia, fisica, entre outros, para maiores referénega [T2]. Apresentaremos a definicao
de sistemas descontinuos seguindo a convencao esidbgler Filippov em [F].

Afim de ilustrarmos a riqueza da dinamica nesse contextgsideremos espe-
cificamente uma familia de campos descontinuoskéne faremos um estudo detalhado
descrevendo alguns aspectos patologicos de sua dinamica

Por fim, abordaremos alguns pontos chaves da teoria conimlielstde estrutu-
ral e estabilidade assintbtica e de Lyapunov em sistens®dinuos.

Introdug ao

Neste minicurso abordamos alguns aspectos qualitativesragfricos da teoria de sistemas
dinamicos descontinuos. Esta teoria tem tido nos UHiemms um grande avanco devido a
diversos fatores: a estreita relacao com outros ramokedaia como a estabelecer de forma

consistente definicbes e convencoes.

Nos Ultimos anos, muitos autores contribuiram para ordedamento e ama-
durecimento do estudo de sistemas Filippov, veja por ex@ffpK] e para mais referéncias
[T2].

O ponto base para o estudo de sistemas descontinuos ensdonegs foi o tra-
balho [S-T1] de J. Sotomayor e M. A. Teixeira que considenayzss de vetores definidos em
variedades com bordo, denotado goNeste trabalho, seguindo o programa de Thom-Sma-
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le, estao caracterizados os conjuntos de campos estmgunia estaveis,,, 3, relativos a

X, X1, respectivamente, ondg = x — X,. Contudo o estudo da estabilidade para sistemas
descontinuos exige que consideremos além dos ingredientontrados em variedades com
bordo outros provenientes da dinamica dos camp@sy’, como por exemplo aplicagao de
primeiro retorno associada, campo deslizante, entre guttmmando esse estudo uma fonte
proficua de fendbmenos interessantes. Veja [J,Ku-R-@]egemplo.

Consideraremos a dinamica de cada um dos ingredientel/igiogono campo
descontinuo: aplicagao de primeiro retorno, campoiziesk, dinamica dos campos suave
X eY e otipo de contato entr¥, Y e a variedade de descontinuidade.

Introduziremos também os conceitos de estabilidadetastiypara sistemas des-
continuos. Assim como no caso suave, esse &€ um dos temasefeaantes na teoria qua-
litativa, visto que nos fornece nao so6 informagdes s@bdinamica de um sistema concreto

como também a dinamica de todos os sistemas proximos a ele

Estudaremos também os conceitos de estabilidade agsangbestabilidade de
Lyapunov, respectivamente, para sistemas descontichasyados de A-estabilidade e a
L-estabilidade, respectivamente. Os conceitos de A e dbdsgtade dizem que pequenas
mudangas na condic¢ao inicial nao alteram a dinamicsistema.

Sistemas Diramicos Suave

Exponencial de Operadores

Comecaremos estudando sistemas lineares de equafgesciais ordinarias do tipo

i = Ax (1.1.5)

ondez = ( )ER"AEM(R)e‘—d_x— ) %T
r = (x1,...,27, , n t=— =\ g

solucdes del(.1.5 devemos antes definir a exponencial de um operador line&™ — R",

. Para estudar

e & necessario definir o conceito de condérgsia no espacd (R™) dos operadores lineares
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deR". Utilizaremos a norna de um operadopor

onde|z| = /2?2 + ... + 2,

1T} = mazp<.|T(2)]

Senddl’, S € L(R™), temos:

a)|Tl =0elT

|=0<T=0

b) [[KT[| = |K[|[T]| para ke R.

C) 15+ Tl < [IS1 + [17']-

Definicdo 1.95.Uma seqgéncia de operadores linearés, € L(R™) converge para um

operador linearT” € L(R™) comk — oo se para toda > 0 existe umN tal que para

k> N, HT—TkH < €.

Lema 1.96.ParaS,T € L(R") ex € R",

a)|T () < [|T||=|

LS| < TS

T < IT°[I*.

Teorema 1.97.Dado7” € L(R"™) ety > 0, a <rie

> Tkik
k!

k=0

é absolutamente e uniformemente convergente para|tp&ot,.

Demonstrago. Seja||T|| =

kik

a. Segue do lema acima que p#ia< t,

THE T ot
| St < S

o
a1 . . L.
Masz k—'o = ¢ Segue assim pelo teste de Weierstrass que a série
k=0

k!

k=0

é absolutamente e uniformemente convergente |plarat,. O
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Deste modo, a exponencial do operador linE#&r definido por

Como estamos interessados nas solu¢des do problema
T = Ax

ondex = (zy,...,z,) € R"JA € M,(R), assumimos que atransformacao linéae re-
presentada pela matriz com respeito a base canodnica @b e definimos a exponencial

et

Definicao 1.98.SejaA uma matrizn x n. Ento parat € R, definimos

OO k1k
RS
K

k=0

Para qualquer matriz x n A, eA* € uma matriz: x n que pode ser calculada
em termos dos autovalores e autovetored de

Proposicio 1.99.SeP e T sdo transformades lineares sobr&™ e S = PTP~!, enfo

¢S = peT p1,

Demonstrago. Da definicao de® temos que:

S _ g ~ (PTP ) —~ (D) 1 o
e = lim,— o Z B Plim,,_ Z TP = Pe' P
k=0

k=0

Na seguinte proposicao tratamos de matrizes2.

Proposicgao 1.100.Consideremos as matrizes

A0 Al a —b
A= , B= e C=
0 u 0 A b a
Entdo:
et 0 1 ¢ cos(bt) —sen(bt
SAt P =M e Ot — pat (bt) (bt)
0 et 01 sen(bt)  cos(bt)
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O fato especial de se saber determinar a exponencial dagesata proposi¢ao
anterior € o teorema seguinte:

Teorema 1.101.(Forma carbnica de Jordar2 x 2) Dependendo dos autovalorase \, de
A, ocorre exatamente um dos seguintes casos de classes dalAtngdia de semelhanca de

matrizes:

MO
1) Se)\, \; SA0 reais e\; # Ay, enfio A ~ ! , sendo as colunas da
0 X

matriz de conjugado linear dadas por quaisquer autovetores associados atmvalores);
e \o;
2)Se\; =\, = \éreale
A0

a) dimNuc(A — A) =2,enB0 A ~ :
0 A

Al
b) dimNuc(A\l — A) = 1, enB0 A ~ , sendo as colunas da matriz
0 A

de conjugago linear dadas por qualquer vetar fora do autoespacdVuc(A — A) e 0
autovetorv = Au — \u de A associado ao autoveto.

3)Se\, — a+bie — a—bi,coma,b € Reb £ 0, enfio A ~ [ b oa }
sendo as colunas da matriz de conjugadinear dadas pelas partes real e imagiia de
gualquer autovetor complexo deassociado ao autovaloy;.

Por simplicidade enunciamos a versao da forma canonidardan para matri-
zes2 x 2. Observamos que temos a versao para matrizes:.
Teoria de Sistemas Lineares

SejaA uma matrizn x n. Consideremos novamente o problema de valor inicial

T = Ax x(0) = xo. (1.1.6)

. . d
Lema 1.102.SejaA uma matrizz x n, enéo Ee""f = Ae?t
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Teorema 1.103.(Teorema Fundamental para Sistemas Lineares) 8ajana matrizn x n.
Entdo para um dada, € R" o problema de valor inicial

T = Ax z(0) = xg

tem umainica solu@o dada porz(t) = e?tx,.

Demonstrago. Pelo lema, se(t) = ez, entdo

2 (t) = %emxo = Aexy = Ax(t).

Temos também que(0) = Iz, = z,. Portantar(t) = ez, € uma solugao. Para observar

que esta é a Unica solucao, sefs) uma solu¢ao qualquer do problema de valor inicial acima
e seja

y(t) = e Ma(t).

Logo, pelo lema acima e pelo fato de que) seja solucao do problema, temos:
Y (t) = —Ae Ma(t) + e Ml (t) = —Ae Ma(t) + e M Az(t) = 0

para todat € R. Portantoy(t) & constante. Em = 0 temos quey(t) = z, € assim so
podemos tex(t) = eAlxy. O
Sistemas lineares enik?

Consideremos o problema = Az ondez € R? e A & uma matri2 x 2. Pela forma

canonica de Jordan, basta estudar o problema

T = Bx
ondeB = P~ AP, & daforma
A0 Al a —b
B = ,0u B = , ou B=
0 u 0 A b a

De fato,e* = PeP'P~!. Para sistemas eR’ temos a seguinte classificacao:
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Teorema 1.104.Sejad = det(A) eT = tr(A) e consideremos o sistema linear

i = Az. (1.1.7)

a) Sed < 0 ento (1.1.7) tem uma sela na origem.

b) Sed > 0 eT? — 4d > 0 enfio (1.1.7) tem um 1 na origem;é eshvel se
T < 0 einstavel seT” > 0.

c)Sed > 0, 7% —4d < 0 eT # 0, enfio (1.1.7) tem um foco na origem; ele
estivel sel’ < 0 e instvel sel” > 0.

d)Sed > 0eT = 0 en&o(1.1.7) tem um centro na origem.

Notemos que o polindmio caracteristicod@& dado pop(A\) = \? — tr(A)\ +
det(A) ondetr(A) = A\ + Xg edet(A) = A\ e €
_tr(a) £ Vir(A)2 — ddet(A)
B 2

Ai

Sistemas i@o Lineares

Consideremos o sistema de equacoes lineares do tipo

i = f(x) (1.1.8)
ondef : F — R" ondeFE & um subconjunto aberto d&y'.
Definicdo 1.105.Suponha qug¢ € C(FE). Ento z(t) € uma solugo da equago (1.1.8
sobre um intervald sez(t) é diferencavel sobrel e paratodot € I, x(t) € E ed/(t) =
f(z(t)). Dadox, € E, z(t) & solu@o do problema de valor inicial

&= flx)  x(to) = o
sobre um intervald set, € I, z(ty) = xo € z(t) € uma solugo da equago diferencial

(1.1.8) sobre o intervald.

Teorema 1.106.(Teorema Fundamental de Exastcia e Unicidade) Sej& um aberto de
R" contendar, e assuma qu¢ € C'(E). Enfio existe umu > 0 tal que o problema de
valor inicial

= f(z)  x(to) =m0

possui umdinica solu@o x(t) sobre o intervald—a, a].
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Linearizacao

Estudaremos o comportamento das solugdes do probiemaf(z). Vamos mostrar que
em certas condicdes o comportamento do sistema naa linea f(x) em um ponto de
gauilibrioz, & qualitativamente determinado pelo sistema Az, ondeA = D f(x).

Definicdo 1.107.Um pontox, € R™ & chamado um ponto de edbilio, ou ponto citico
dei = f(x) sef(zo) = 0. Um ponto de eqiibrio =, € chamado um ponto de edbilio
hiperbblico se nenhum dos autovalores da mattif (z,) tem parte real zero. O sistema
& = Az ondeA = D f(x,) & chamado linearizéip dei = f(z) emx.

Definicdo 1.108.Um ponto de equiibrio z, dez = f(x) & chamado de atrator se todos
autovalores da matrid f(x,) tem parte real negativa; ele chamado de repulsor se todos
autovalores deD f (z,) tem parte real positiva; elé chamado de sela 98 f(z,) tem pelo
menos um autovalor com parte real positiva e pelo menos uncoomparte real negativa.

Aqui temos um importante teorema devido a Hartman-Grobmamapstra que
na vizinhanga de um ponto de equilibrio hiperbdligpo sistema nao linear

&= f(z)
tem a mesma estrutura qualitativa que o sistema lineardz, ondeA = D f(z).

Ainda com o objetivo de estudar qualitativamente o probléma f(x), temos
o teorema da variedade estavel, que mostra que na vizialtgaam ponto de equilibrio
hiperbblicoz,, o sistema nao lineat = f(z) tem variedades estavel e instaele U
tangentes emy, nos subespacos estavel e instdvéle £V do sistema linearizadd = Ax,
ondeA = D f(xy).

Sistemas Diramicos Desconnuos

Campos Definidos em Variedades com Bordo

ConsideremosV uma variedade compacta™ orientavel de dimensao trés com fronteira

ON. Denotemos pox 0 espaco de todos os germes de campos de vetores deClasse
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(R3,0) com a topologia’”, onder & grande o suficiente para nossos propositos. Por simpli-
cidade vamos consideraf mergulhada em uma variedade tridimensialaem fronteira.

Definicao 1.109.Dois campos de vetorege Z sio ditosgerme equivalentese eles coin-
cidem em uma vizinhanc@a vazia deV.

As classes de equivaléncia para esta relacao de eguoeoralSao chamados de
germes de campos de vetoresPodemos definir analogamente germes de fungdes. Um
campo de vetoreX em N € por definicao um representante da classe de camposates/et
tangentes &, definidos emv. Sejagx 0 fluxo do representant& dos campos de vetores
definidos em um conjunt®(X) = {(z,t) € N xR : ¢t € Ix }, ondely & o intervalo
maximal aberto com extremagx) e 5(z) contendd (¢ x (0, z) = =) parao quabx (¢, x) €
N, paratoda € Iy. Podemos tefi(z), 5(x) infinito e o fluxo¢x ndo depende da particular
escolha do representante da classe de campos.

A orbitay(z) de X passando par € N é por definicao a imagem de pela
curva integrabx (., z) : t — ¢x(t,x). Orbitas sao orientadas pela orientaczo induzida por
essa aplicacao via orientagcao positivalge

O estudo qualitativo de uma equacao diferencial cons@tdescricao geomeé-
trica de seu espaco de orbitds.entdo natural perguntar-se quando & que dois espacos de
orbitas ttm a mesma descri¢ao, ou seja, correspondatzetsermos uma relagcao de equi-
valéncia entre equacoes diferenciais. Uma relaca@qdé/aléncia que exprime a estrutura
geomeétrica das Orbitas & a equivaléncia topologica.

Definicdo 1.110.Dois campos de vetores,Y em N sdo ditostopologicamente equiva-
lentesse existe um homeomorfistho N — N levandoorbitas deX emo6rbitas deY’,
preservando a orientdp, istoé, dadop € N ed > 0, existes > (0 tal que0 < t < § en&o

h(¢x(t,p)) = ¢y (', h(p)) paraalgumd < ¢’ < e.

Dizemos qué & uma equivdncia topobgica entreX e Y. Desta forma, defi-
nimos uma relago de equivancia emy”.

Um relacao mais forte & a conjugacao entre os fluxos dogpos de veto-
res. Dois camposy e Y saotopologicamente conjugadosse existir uma equivaléncia
topolbgica que preserva o parametristo &,h(¢x (t,p)) = ¢y (t, h(p)) paratodp € N e
teR.
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Definicao 1.111.Dizemos queX € x" & estruturalmente estel emy” se existe uma
vizinhangaB C x" de X tal que paratodd” € B & conjugado aX.

Notacao: Vamos denotar a fronteira da variedade compactpor M, a qual
sera uma subvariedade compacta\de

Observa@o 1.112.Suponhamos qu&/ coném a origem €& dada implicitamente pela
imagem inversg —'(0), ondef : (R",0) — (R,0) & o germe de uma aplicag C* que

possui) como valor regular.

Denotemos poE,(3) o conjunto dos elementos ept3) satisfazendo as seguin-
tes condicoes:

(1) (X.f)(0) # 0 (0 & ponto regular d&(). Neste casd( é transversal &/ emo;
(2) (X.f)(0)=0e(X2f)(0)=X.(VX.f) # 0 (0 &um ponto de dobra d¥);

() (X.f)(0) = 0,(X%f)(0) = 0 e (X>f)(0) # 0e o conjunto{df(0), d(X.f)(0),
d(X2.f)(0)} & linearmente independente& um ponto de clspide dé€);

N
ANz =

Regular Dobra Clspide

Figura 1.1.39: A classE(3) de campos em variedades com bordo.

SejaSx = {z € N; f(z) = (X.f)(x) = 0} o conjunto das\/ —singularidades
de X € x(n+ 1). Genericamente temos que todas as dobras constituem uomtmaperto

e denso d&'x.

Teorema 1.113.Um campaX € x(3) & estruturalmente eitel se e somente se

(1) X(p) # 0, paratodop € S,

(2) Paratoda definigo local f de S emp, uma das seguintes condigsé satisfeita:
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(b.1) Caso regular:(X.f)(p) # 0;
(b.2) Caso dobraiX.f)(p) =0e(X2f)(p) #0;

(b.3) Caso dispide: (X.f)(p) = 0 = (X2.f)(p), (X3.f)(p) # 0 e o conjunto de
vetores{df (p), d(X.f)(p),d(X?.F)(p)} & linearmente independente;

Além disso, fixandg (u, v, w) = w, as formas normais dos campos de vetores

emX(3) sdo dadas por:

(1) Caso regular:X (u,v,w) = (0,0,1);
(2) Caso dobra:X (u,v,w) = (1,0, u);

(3) Caso dispide: X (u, v, w) = (1,0, u* + v)
e>(3) é denso eny(3).

Observe qué & umal/-singularidade de codimensao zerases ¥ (3).

Campos Descorihuos

Nesta secao introduziremos algumas definicdes e aekdipreliminares acerca de sistemas
descontinuos, que nos serao (teis. $ejdR?, 0) — R uma aplicagdo de class&,r > 1
que possui a origem como valor regular. Considerefi@3 o espaco de todos os germes

de campos de vetorésem (R3, 0) tais que

Y(q), f(q) <0,
ondef : (R?0) — R & a representagado implicita dé¢, M+ = f~1(0,00) e M~ =
f71(—00,0). Quando escrevemds = (X,Y’) estamos assumindo que o camjoesta
definido e & suave em/™ e Y esté definido e & suave eid~. Denotamos po#(X,Y)
ou simplesment& quando nao tivermos problema de ambiguidade. Consider&1i39 =
x(3) x x(3), com a topologia produtdOrbitas solucdes d& sobre os pontos d&/ serao
consideradas através da convencao de Filippov estadbeseem [F], as quais serao discuti-

das a seguir. A unicidade das solucdes nao é requerida.
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Definicao 1.114.Dois campos de vetoregse Z 30 C° M —equivalentes se existe um home-
omorfismal/ —invarianteh : R3 — R3 que levadrbitas deZ emorbitas deZ, preservando
a orientago.

Definicdo 1.115.Dizemos queZ € (3) & M-estruturalmente estel, ou simplesmente
estruturalmente eavel, se existe uma vizinhantade Z em(3) tal que todoZ € U & C°
equivalente &.

Observa@o 1.116.Sobre a variedade de descontinuidade podemos definir agbesule
Z = Z(q) segundo algumas conveyes, visto que as soliies sobrel/ podem ser multiva-
luadas. Adotaremos aqui a convéagestabelecida por Gantmaher e Filippov.

Definicdo 1.117.Distinguiremos as seguintes régis abertas em/:

Reg#o de Costura(SwR)- Caracterizada por(X.f)(Y.f) > 0, onde(X.f)(p) =
X(p).Vf(p). Quando conveniente, denotam®sR 1= {p € M;(X.f)(p) > 0,

(Y-f)(p) > 0} e SwR = {p € M;(X.f)(p) <0,(Y.f)(p) <0}

Reg#o de EscapéF scRR)- Caracterizada pofX.f) > 0e(Y.f) < 0.

Reg#o de Desliz€SIR)- Caracterizada pofX.f) < 0e(Y.f) > 0.

Consideremo® = SIR U EscR U SwR, temos que genericamenteé aberto
e denso emd/. Observemos que dagos O temos queX (p) # 0 e Y (p) # 0.

Definicdo 1.118.Na regi&o de deslize definiremoscampo deslizantd’(X, Y) associado
aZ = (X,Y) da seguinte maneira: ge< SIR enfio F'(X,Y’) denota o cone gerado por
X(p) eY(p) tangente al/, istoé, F(X,Y) = m — p, ondem & o ponto onde o segmento
ligandop + X (p) ep + Y (p) € tangente a//.

Observa@o 1.119.Sep € EscR enBop € SIR para—~Z e assim definimos um campo de
vetores naFscR por Fg(X,Y) = —F(—Z). Para ambos os casos, denotemos apenas por
F(X,Y)=F(Z).

O campo deslizanté’; & definido como o campo obtido da combinacgao li-
near entreX e Y, tangente a variedade de descontinuidafiea qual & dada implicita-
mente pela aplicacap. Escrevermod’; = (1 — \)X + AY juntamente com a condicao

AnaisdaSemanalo IME/UFG - ISSN2317-5591 - 81-




Bruno Freitas & Durval Tonon ) ) ) ) ) )
Sistemas Dinamicos Suaves X Sistemas Dinamicos Dascmst uma Introducao

Figura 1.1.40: O campo deslizanfg.

X.Vf
(X -Y).Vf
conjunto de ponto&r, y, z) € M tais queX.Vf(z,y,z) < 0eY.Vf(z,y,z) > 0. Assim,

Fz.Vf =0, obtemos\ = . Note que na regido de deslize & definida como o

> (0. Podemos escrever o campo deslizante da seguinte forma

(Y - X)Vf
1
;= ————(YVfX - XVfY).
Desta forma, o campo deslizanftn a expressaéd’, (=, y) = Wl,y)G@’ y), assim a orbita

futura dep, € SIR pelo campo descontinud = (X, Y') coincide com a orbita futura do
campoG = (Y.Vf X — X.VfY).

Observag@o 1.120.Se fixarmos um sistema de coordenadas l¢ca), z) emR?* em uma
vizinhanca de € SIR tal que a aplicago f : (R3 p) — (R,0) & dada porf(z,y, z) = 2.
Obtemos a expre&@es mais simplificada para o campo deslizante:

Fy=F(X,Y)=(X'Y?-Y'X? X?V3 - Y?X?), (1.1.9)
que pode se€’” estendida a uma vizinhanga da origem &m

Definicdo 1.121. 1- Um pontop € M-regular de Z se pelo umas das condies se veri-
fica:

(a) (X-NP)Y-F)(p) > 0(p € RC);

(b) (X.f)(p)(Y.f)(p) < 0 masdet|X,Y](p) # 0. Neste casp € RD oup € RE
mas r&o & ponto citicoparaF'(Z2).

2- Dizemos que € M & um pontal/-singular elementarde Z = (X, Y)se uma das
condi@desé satisfeita:
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S
ff

Figura 1.1.41: Exemplo de ponfd-regular

(a) p & ponto de dobra d&. Isto significa que & ponto de dobra d& ((X.f)(p) =
0e(X2f)(p) # 0) e regular deY ou vice-versa, veja figura.1.42

(b) p & ponto de @spide d&Z. Isto significa que & ponto de @spide deX ((X.f)(p)
=0 = (X%f)(p). (X°.f)(p) # 0 e{df(p),d(X.f)(p), d(X*.f)(p)} € linear-

mente independente) e regular deou vice-versa;

(c) (X.f)(p).(Y.f)(p) < 0,det[X,Y](p) = 0 masg(det[X,Y](p)) # 0. Esta
condi@o & equivalente @ ser um ponto dtico hipertdlico de F.

T B KA

Figura 1.1.42: Alguns exemplos de campos descontinuosa¥ -singulares elementares

em uma singularidade tipica.

Na figural.1.42temos: ema) representa a dinamica de um campo descontinuo
onde a origem & ponto critico hiperbolico para o campdiziege F;, em (b) temos um
campo descontinuo do tipo dobra e emrepresenta um campo descontinuo do tipo cuspide.

Sep € SIRU EscR e X(p),Y (p) sao linearmente dependentes ent&oponto
critico deF;. Neste casp € chamada dpseudo singularidadede Z.

Convencionamos que @rbita futura de Z por um pontop € SIR & dada
pela orbita do campo deslizank, por p. Seguiremos essa convencao afim de evitarmos
fendbmenos patolbgicos desinteressantes para nossxtmnt

Consideremos o conjuntd(3) de campos de Filippov definidos em uma va-

riedade de dimensao trés, o qual denotemos somentg.pdfa definicao seguinte, para
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simplificarmos a notacao, falamos que os camfio¥” sao regulares, dobras ou clspides
em0 € M. Definimos os seguintes conjuntos:

Definicdo 1.122.Consideremos 0s conjuntos

OQo(a) ={Z = (X,Y); X,Y sdo regulares} (caso regular-regulay,

Q(b) = {Z = (X,Y); X & dobra eY & regular (ou vice-versa} (caso dobra-

regular);

Qo(c) ={Z = (X,Y); X & dispide €Y & regular(ou vice-versa} (caso cispide-re-

gular);

Q(d) =1{Z = (X,Y); X,Y sdo dobras,Sx & transversal aSy, os autovetores de
DF(0) sao transversais &'y, Sy e 0 & ponto citico hipertblico para F; } (caso
dobra-dobrg. Nesse caso distinguimos 0s subconjuntos:

— Caso €lptico: Qy(d.1) = {Z € Qo(d); X%.f(p) < 0e Y2 f(p) > 0}. Temos
duas tangencias invigeis (dobra-dobra invisel);

— Caso parablico: Qy(d.2) = {Z € Qo(d); X% f(p) > 0,Y2.f(p) > 0 ou
X2 f(p) <0,Y% f(p) < 0} (dobra vidvel-dobra invisvel);

— Caso hiperldlico: Qy(d.3) = {Z € Q(d); X2 f(p) > 0,Y?%. f(p) < 0} (dobra-
dobra vigvel).

Sejafly = Qoa) U Q(b) U Qp(c) U Qy(d). Segue do teoremh.113e das
condi¢Oes de transversalidade duge C ) € subconjunto aberto e denso derelativo a
topologia de.

Defini¢do 1.123.SejaZ € Qy(d.1), dizemos neste caso qué T-singularidadede 7.

Recentemente muitos trabalhos visam um entendimentod@®@ihamica desta
singularidade [J-C, J, C, C-B-F-J]. Futuramente dedicaseom capitulo ao estudo da T-
singularidade. A estabilidade estrutural para a T-sirrgidde ainda nao & conhecida com-
pletamente. No capitulo estabilidade estrutural patars&s descontinuos provaremos que

"Esta nomenclatura & em homenagem a M.A. Teixeira que nallti@pr 1] de 1990 estudou pela primeira
vez, pelo que sabemos, esta singularidade exibindo algoummpsedades como a L-estabilidade (veja definicao

?7?) e um subconjunto d@(d.1) que nao é estruturalmente estavel.
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Figura 1.1.43: Tipos de Dobra

Qy(i) parai = a, b, c & estruturalmente estavel e exibiremos um subconjunte,fé que
também goza desta propriedade. Apresentemos agora aganmgplos de sistemas des-

continuos.

Exemplo 1.124.Apresentemos um modelo que pode ser encontrado na teéssich do
eletromagnetismo, veja por exemplo [A-V-K]:

¥ — T+ asign(z) = 0,
coma > (. Associado a esta equag temos 0s campos (z,y, z) = (v, z, 2+ «) sex > 0
eY(x,y,2) = (y,2,2 — a) sex < 0.
Tomemog (z,y, z) = =. As regbes na variedade de descontinuidade sladas
por: SwR 1= {(0,y,2);y > 0}, SwR {= {(0,y, 2);y < 0}, SIR = () = EscR.

Exemplo 1.125.0utro exemplo de sistemas des¢onbd €0 Sistemas com R, os quais
sdo da seguinte formaX (z) = A.x + sgn(x)k, ondex = (xy,...,x,),A € M, ek =
(K1, ooy kn).

Exemplo 1.126.Consideremos o camyo, , = (X, ,, Y) ) ondeX, , fornece uma bifurceip
de Hopf enR? eY, , & regular, sendo o p@metro) responével pelo desdobramento da
bifurcaggo de Hopf eu fornece o deslocamento da singularidad®, ,(z + 1, y,2) =
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(—y+ @+ =((z+p)?+y?),z+p+yA—((z+p)’+y*),z+y+2+p) e
Yz, y,2) =(1,0,0).

Figura 1.1.44: Campo descontinuo Hopf-regular.

Analisando o campo descdmtio, obtemos a curva de dobras- {(A, u); puy?+
y + p* — pA = 0} do campaX, ,. Na figural.1l.45apresentamos o espago de @aretros
(A, ) onde damos uma &la qualitativa de como a démica deZ, , varia.

Exemplo 1.127.Consideremos as auto-oscifags de um gerador &lrico valvulado com
rede ressonante no circuito em grade ou no circiitiodo, dado na figurd.1.46 Mo-
delando o problema matematicamente, obtedi¢s, y) = (y, —z — 2hyy) Sex < —1 e

Y(z,y) = (y,—x + 2hoy) sex > —1. Obtemos o retrato de fase explicitado na figura
1.1.47
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Figura 1.1.45: Espaco de parametro para Hopf-regular.

Estabilidade Estrutural para Sistemas Descorhuos

Da definicaol.122 do teoremdl.113e das condi¢Oes de transversalidade obtemos a lista
dos campos de codimensao zero:

Qo(a) ={Z = (X,Y); X,Y sao regulare$ (caso regular-regular

Qo(b) ={Z = (X,Y); X & dobra&” & regularou vice-versg}; (caso dobra-regulgr

Qo(c) = {Z = (X,Y); X é clspide & & regular(ou vice-versa} (caso cuspide-
regulap;

Q(d) = {Z = (X,Y); X,Y s&o dobrasSx é transversal &y, os autovalores de
DF,(0) sao transversais 8y, Sy e 0 & ponto critico hiperbolico par&d; } (caso
dobra-dobra

Nosso objetivo nessa secao € estudar o comportameticdesistemas de Fi-
lippov, classificando os conjuntos de campos que sao esthumente estaveis. Em cada
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AR RN

Figura 1.1.46: Gerador elétrico valvulado.

L
N ‘
/

Figura 1.1.47: Retrato de fase.

caso vamos exibir a§°—formas normais e construiremos o homeomorfismo que fornece
a equival\ncia topologica. Essa equivincia topologica divide o conjunto dos campos
de Filippov(2(3) em classes de equivincia e quando consideramos a formas normais
tomamos o representante mais simples possivel desssssctisequivaléncia.

Consideremos inicialmente o cagb € (y(a) regular-regular. Em uma vizi-
nhancga de pontos regulares que nao pertencem a variedascbntinuidad®/ podemos
aplicar diretamente o Teorema do Fluxo Tubular. Salvo i@ea@ contrario, assumimos que
M = f~10) comf(z,y, z) = 2.

Proposigdo 1.128.0 sistema de Filippo” € ,(b) definido em uma vizinhangd da
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origem & topologicamente equivalente em uma vizinhavigda origem aZ = ()?,57),
onde X (z,y,2) = (ki,0,z) e Y(z,y,2) = (1,0,7), ondek; = sgn(X2.f(0)) ey =
sgn(Y.f(0)).

M B/ SwR
SIp \\ / I1,
oA

Figura 1.1.48: Retrato de fase em uma vizinhanca de umadgivel.

Passemos agora ao caso cuspide-regular. Na proposigdinte caracterizamos
a estabilidade estrutural para esse caso.

Proposigdo 1.129.0 campo de Filippov do tipaispide-regulaZ € Q(c) definido em uma
vizinhangal/ da origemé topologicamente equivalente em uma vizinhdrigda origem a
7 = (X,Y), comX(z,y,2) = (e1,0,e2(y + 2%)) e Y(z,y,2) = (1,0,7), ondes; =
sgn(X1(0)), e2 = sgn(X?.f(0)) ey = sgn(Y.£(0)).

Consideremos agora o caso onde o campo desconfingo(.X,Y) apresenta
uma singularidade do tipo dobra na origem para ambos os cam@oY . A estabilidade
estrutural desse caso tem sido objeto de grande interepssgaisa atual (veja os trabalhos
[J,C,J-C]), bem como tema de congressos e seminarioggejdwww.enm.bris.ac.uk/anm/
meetings/nonsmooth08/). Teixeira provou em 1990 no thedfd@l1] que uma subfamilia de
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cUspide aspide

\ / \
AN T AN G
X2 ; - X2

I A e e
X10) <0 X1(0)>0

Figura 1.1.49: Retrato de fase em uma vizinhanca de umalanmdade genérica do tipo

cUspide-regular.

campos descontinuos do tipo dobra-dobra nao é estimeemge estavel. Contudo nosso
objetivo aqui & explicitar alguma subfamilia @g(d) que seja estruturalmente estavel e nos
casos onde nao podemos decidir a respeito, discutir akEpemplos de dinamicas de cam-
pos dobra-dobra que poderiam deixar de ser estruturalrastéteeis.

Como a origem & singularidade do tipo dobra para os camipes’, conside-
raremos as condi¢dest. f(0) = Y.f(0) = 0, X2 f(0) # 0,Y2.f(0) # 0, autovalores de
DF(0) sao transversais &y, Sy, 0 &€ ponto critico hiperbolico pard; e Sx g Sy. Desta
forma, dividiremos nosso estudo nos casos abaixo de acord@s possibilidades de sinal
de X2.f(0) e Y2 f(0):

(i) Caso parabolicoX?.f(0) > 0eY?2 f(0) > 0 (positivo) ouX?2.f(0) < 0eY?2 f(0) <
0 (negativo);
(i) Caso hiperbolicoX?.f(0) > 0eY?2.f(0) < 0;
(iii) Caso eliptico:X2.f(0) <0eY?2.f(0) > 0.

No caso parabélico uma das dificuldades em caracterizéalailetade estrutural
acontece quando pontos acR iterados pelo fluxo do camp® ou Y interceptam &' R.

*Nesse trabalho estuda-se campos descontinuos do tip@-dobra eliptico onde a origem & ponto critico

do tipo eliptico para a aplicacao de primeiro retognpassociada & .
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Em outras palavras, dagoe EscR se existirt(p) € R tal que o fluxopy (t(p),p) € SIR
(ou oy (t(p),p) € SIR) teremos dificuldades em decidir sobre a estabilidadetasttuPois
se tal fato ocorrer podera dar origem a fendmenos pataégjue nao sejam robustos por
pequenas perturbacdes. Por exemplo, dada parte de yetarteado campo deslizante na
EscR: v(t) C EscR,t € [t1,ts], quando iteramos(t) pelo fluxo do campoX obtemos o
segmento de trajetoriat) = ¢x (t(v()),v(t)) C SIR o qual poderia ter uma interseccao
nao genérica nal R, por exemplo, tangencias nao genéricas com as orbitag deu com
0S conjuntos de tangéncis,, Sy que sao as fronteiras dd R. A seguir apresentamos um
modelo onde a origem &€ uma singularidade dobra-dobra plazalmegativa. Neste modelo
temos uma regia® C EscR que quando iterada pelo fluxo do camjgantercepta &' R.

Exemplo 1.130.Considere o sistema de Filippov

Xiyol2,y,2) = (k1,a,2), sez>0
Z(x,y,z) = (1.1.10)
Yio (2,9, 2) = (0, k2, y), sez <0,
ondek; = X2.f(0) < 0,ky =Y2.f(0) < 0ea = X.Y.f(0) > 0.

De fato, dad@ = (zo, v0,0) € EscRtomamos(p) = _2]%0 e obtemo®x (t(p),p) =
(=20, yo— 2220, 0). Definimos aregio R = {(z,y,0) € EscR;y > ¥z} ondepx (t(p),p) €

SIR parap € R.

Desta forma a resposta sobre a estabilidade estrutura nase ainda perma-
nece em aberto devido a dificuldades como esta.

A singularidade genérica para o caso dobra-dobra eiptéanbém conhecida
como T-singularidade pois foi no trabalho de Teixeira [Tddmo comentamos anterior-
mente, que foi apresentado pela primeira vez um estudo &skeetipo de singularidade
para campos de Filippov exibindo um subconjunto aberto dgoa que nao & estrutural-
mente estavel. Este subconjunto trata-se do conjunto mieasmdescontinuog tais que
0s autovalores da aplicacao de primeiro retorno assagigd= ¢x o ¢x a Z sao do tipo
eliptico. No caso onde esses autovalores sao do tipoisela permanece em aberto a esta-
bilidade estrutural devido a dificuldades semelhantesm&otadas no caso parabblico.

Observe que para o caso dobra-dobra hiperbolico nao testm®0, isto &, se
p € M deixa a variedade de descontinuidade nao retorna maismAgs fendmenos co-
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mentados anteriormente que tornam a analise da estalgletdrutural ardua, nao acontece

para o caso hiperbolico possibilitando o seu estudo.

Como nos casos dobra-regular e clspide-regular, defiag@homeomorfismo
paraM e o estendemos via fluxo do campo para toda a vizinhénda singularidade. Para
gue possamos estender o fluxo para t@gaecisamos definir se¢cdes em cada regiao que sao
topologicamente transversais aos correspondentes flaxasi@a regiao. Consideremos as
secoeslly, I1,, I3, I, ondell;, I, sao secdes transversais a dobr&Xd& respectivamente

ell;, I, sado secOes transversais aos fluxos na regiao ondedesitdidas (veja figura.1.5Q.

1T

1T,

Figura 1.1.50: Retrato de fase em uma vizinhanca de umasdidira hiperbolica.

Observe que as se¢OHs SIR e FscR interceptam-se somente na dobra-dobra
(0,0,0), parai = 1,...,4. Considerando o campo de FiIippEv: ()?, 57) suficientemente
proximo deZ = (X,Y') podemos definir segé@& analogamente a forma como o fizemos
anteriormente, para= 1,...,4. Assim, obtemos o homeomorfismo que leva dobra-dobra
hiperbolica em dobra-dobra hiperboélica. Posteriormestendemos o0 homeomorfismo para
toda U via fluxos do campoZ. Podemos verificar que o homeomorfismo definido desta

forma & de fato continuo pois coincide nas fronteiras.
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Assim, obtemos a proposi¢c&? que caracteriza a subfamilia €&(d) que &
estruturalmente estavel.

Proposicgdo 1.131.0 campo de FilippoW € Q(d) do tipo dobra-dobra hiperdlica (isto
e, comX?.f(0) > 0,Y2.f(0) < 0) definido em
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Resumo

Mostramos como podemos usar o programa de computac@briglg Maxima e o pacote
GAAL, escrito pelo autor, no ensino de disciplinas de Matgoa do ciclo basico de cursos
da area de Ciéncias Exatas, como Geometria Analfigbra Linear e Equacdes Diferen-
ciais.

Maxima & um programa para fazer calculos matematicosipukacdes simbolicas,
calculos numeéricos e graficos. Podem ser escritaosipara executar tarefas mais com-

plexas. Existem algumas interfaces para o uso do Maximai. @sgamos usando a interface
chamada wxMaxima.

Introdug ao

Cada arquivo do wxMaxima & formado de células onde podemsseitos blocos de coman-
dos. Cada célula tem um colchete a esquerda indicandoconakeca e termina o bloco. Para
executar uma célula vocé deve clicar nele e digitar SHENT-ER.

(%i1) [ +Por exemplo para calcular a derivada da fungc ao cos(x) x/
/= Cliqgue nesta ¢ elula e digite SHIFT-ENTER. */
diff(cos(x),x);

(%01) —sin(x)

Maxima pode calcular integrais indefinidas

(%i3)  integrate( x/(1+Xx°2),x );
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log (2% + 1)
2

e integrais definidas.

(%03)

(%i4)  integrate( 1/(1+x72), x, 0, 1);
s

0 —

(%04) 1

Podem ser calculados limites:

(%i5)  limit( (2 *x+1)[(3 *x+2), x,inf );

limit( sin(3 *X)IX,  X,0);

Maxima pode resolver equacdes e sistemas de equacdes:

(%i7) solve(x’2-5 *x+6 =0,x);

solve([x+y+z=5,3 *X-5 *y=10,y+2 *z=3],[x,y,z]);

(%07) [z =3,z =2]
%08) [lv =129 = 5.2 = 1ol

Algebra Linear

Matrizes podem ser criadas e manipuladas.

(%i19)  A:matrix([1,2],[3,4]);
B:matrix([1,1],[1,1]);

1 2
(%09)
3 4
1
(%010)
1

Matrizes podem ser somadas:
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(%i13) A + B ;

(%013)
4

multiplicadas:

(%i14) A . B ;

(%014)
7T

podemos elevar ao quadrado:

(%i15) A™2;

10
15 22

(%015)

A inversa pode ser obtida:

(%i16) A™-1;

(%016)

2

N[ =

Podemos calcular o determinante:

(%i17) determinant(matrix([a,b],[c,d]));
(%017) ad —bc

Matrizes podem ser concatenadas lado a lado:

(%i18) C:addcol(A,B);

11
(%018)

3411

Podemos eliminar colunas:
Por exemplo, o comando abaixo elimina as colunas 3 e 4 dazn@atri
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(%i19) submatrix(C,3,4);

(1 2)
(%019)
3 4

Graficos

Desenha o gréafico da funcam(z) parax no intervalo|—r, 7] ey em|[—1.5, 1.5].

(%i20) fisin(x)$ a:-%pi$ b:%pi$ c:-1.5$% d:1.5$%

(%i25) wxdraw2d(grid = true,

user_preamble = "set size ratio -1",
xrange = 1.1 =*[a,b],yrange = 1.1 * [c,d],
line_type = solid,

head_length = 0.2,

head _angle = 15,

color = black,

label(["x",1.05 *b,0.08 = (d-c)]),
label(["y",0.05 * (b-a),d-0.02 * (d-c)]),
vector(1.1 *[a,0],1.1  =[b-a,0]),
vector(1.1 *[0,c],1.1 * [0,d-c]),

color = blue,

explicit(f, x, a,b)

)$
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15 [ ' ' Iy

05 t

| Bali

05 }

1.5 ¢

(%t25)

Desenha o circule? + y* = 4 paraz no intervalo[—5, 5] ey em[-3, 3].

(%i26) f:x"2+y"2$ a:-5% b:5$ c:-3$ d:3$

(%i31) wxdraw2d(grid = true,

user_preamble = "set size ratio -1",

xrange = 1.1 =[a,b],yrange = 1.1 * [c,d],

line_type = solid,
head_length = 0.5,
head _angle = 15,

color = black,

label(["x",1.05 *b,0.08 = (d-c)]),
label(["y",0.05 * (b-a),d-0.02 * (d-c)]),
vector(1.1 =*[a,0],1.1  =[b-a,0]),
vector(1.1  =[0,c],1.1 * [0,d-c]),

color = blue,

/ *ip_grid=[200,200], */

implicit(f=4, x, a,b,y,c,d)

)$
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s ' Iy
2 |
1 f\ -
0 -
N/
2|
3|

(9%6t31) 4 2 0 2 4

O Pacote GAAL

Escrevemos um pacote com varias funcdes para faciléstuwdo de Geometria Analitica e
Algebra Linear. O comando abaixo carrega o pacote GAAL:

(%i32) load("C:/maxima/gaal.mac");

(%032) C:/maximal/gaal.mac

Matrizes

(%i33) D:randi(1,3);
(%033) (-3 -3 —1)

cria uma matriz 1x3 aleatoria com entradas entre -5 e 5.

(%i34) D:diag(D);

—3 0 0
(%034) | 0 -3 0
0 0 -1

cria uma matriz diagonal cujos elementos da diagonal estazamatriz D.
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Vamos descobrir d&é000 pares de matrizes aleatorias 2 quantos comutam.

(%i35) c:0%
for n:1 thru 1000 do
(Arrandi(2), B:randi(2), if (A.B=B.A) then c:c+1)$
C,

(%037) 2

TroqueA:randi(2) por A:diag(randi(1,2)) editando a célula anterior e assim a
matriz A sera diagonal. Repita 0 comando com SHIFT-ENTER.

Sistemas Lineares

Vamos resolver um sistema linear que depende de um patametr

(%i42) kill(@)$
A:matrix([1,2,1,3],[1,1,-1,2],[1,1,a"2-5,a));

12 1 3
(%043) [1 1 -1 2

1 1 a>2=5 a

faz 0 escalonamento da matrizpasso a passo. Responda digitando 1 para continuar e 2
para parar e SHIFT-ENTER. Pare o escalonamento ao final daifanacao respondendo
com 2 e SHIFT-ENTER.

(%i44) B:escalona(A);

1 2 1 3
11 —1 2
1 1 a*>=5 a

la. eliminac 3ao:
linha 2 --> linha 2 + (-1) *linha 1
linha 3 --> linha 3 + (-1) *linha 1
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0 —1 a>—6 a—3
Continua? (sim=1;/n ao=2;)1,;

2a. eliminac  ao:
linha 2 --> -1  *linha 2

1 2 1 3

0 1 2 1

0 -1 a>—6 a—3
Continua? (sim=1;/n ao=2)1,;
linha 1 --> linha 1 + (-2) *linha 2
linha 3 --> linha 3 + (1) *linha 2

10 =3 1
01 2 1
00 a>—4 a—2

Continua? (sim=1;/n a0=2;)2;

10 -3 1
(%0044) [0 1 2 1
00 a>?—4 a—2
(%i45) [ *substitui a por 2. */
C:subst(a=2,B);

10 -3 1
(%045) [0 1 2 1
00 0 0

A matriz C' ja esta na forma escalonada reduzida.

(%i46) [ *substitui a por -2. */
C:subst(a=-2,B);
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1 0 -3 1
(%046) |0 1 2 1
00 0 -4

A matriz C' ja esta na forma escalonada reduzida.
Paraa # +2 pode-se continuar a escalonar a mattiz
(%i47) C:escalona(B);

10 =3 1
01 2 1
00 a>—4 a—2

3a. eliminac ao:

linha 3 --> 1/(a"2-4) *linha 3
1 0 -3 1
01 2 1
00 1 =42

a®—4

Continua? (sim=1;/n ao=2;1,;
linha 1 --> linha 1 + (3) *linha 3
linha 2 --> linha 2 + (-2) *linha 3

1 00 32,9

a?—4
010 122
001 42

Continua? (sim=1;/n ao=2;1,;

1 00 3@=2 .,

a?—4
(%047) [0 1 0 1242
001 ;12__24

Simplificando o resultado
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(%i48)  C:ratsimp(C);

1003—13
(%048) [0 1 0 -4
001 =
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Conica que Passa por 5 Pontos

Vamos encontrar a curva dada implicitamente pela equacao

az® +bry + ey’ +dr+ey+ f =0

que passa por 5 pontos.

(%i1) load("C:/maxima/gaal");
(%01) C:/maxima/gaal.mac
cria uma matriz com entradas inteiras e aleatorias em gleeloda tem as coordenadas de

um ponto.

(%i2)  P:randi(5,2);

-3 -3
-1 0
(%02) -1 —4
4 0
3 =2

gera uma matriz de Vandermond usando as colunds de

(%i3)  A:matvand(P,2);

9 9 9 -3 -3 1
1 0 0 -1 0 1
(%03) [1 4 16 -1 —4 1
16 0 0 4 0 1
9 -6 4 3 -2 1

escalona a matriz do sisteraX = 0.

(%i4)  S:escalona(A);
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10000 1
01000 —4
(%04) o0 100 &
00010 -2
0oo0oo0o01 2

48

obtémf(x,y) tal que a cdnica de equactr, y) = 0 interpola os pontos.

(%i5)  kill(x,y)$
f:poly2sym2(addrow(-col(S,6),[1]));

119> 172y T7ly 2* 3z
%06) — . T2t
(%06) 54 T 48 s 41T

desenha o grafico da coni¢ér, y) = 0 que interpola os pontos que estao £m
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(%i7) a:-5% b:5$ c:-5$ d:5%

wxdraw2d(grid = true,
user_preamble = "set size ratio -1",
xrange = [a,b],yrange = [c,d],
line_type = solid,
head_length = 0.5,
head _angle = 15,
color = black,
label(["x",b-0.03 *(b-a),0.08  *(d-c)]),
label(["y",0.07 * (b-a),d-0.04 * (d-c)]),
vector([a,0],[b-a,0]),
vector([0,c],[0,d-c]),
color = blue,
implicit(f, x, -5,5, y, -5,5),
point_type = filled_circle,
point_size = 1,
color = red,
points(P)
)$
4l by
2 | ]
0 //_\i
ol
4!

%t11) 4 2 0 2 4
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|dentificacdo de Mnicas

Exemplo

Vamos identificar a conica de equa¢hg — 4y + 63* — 30 = 0.

(%i1)  kill(alh)$
load("C:/maxima/gaal");

X:transpose([x,y])$ X1:transpose([x1,y1l])$

(%01) C:/maxima/gaal.mac

(%i4)  A:matrix([9,-2],[-2,6]);
f:expand(transpose(X) . A . X -30);

(%04)
-2 6

(%05) 6y* —4zxy+ 92> — 30
diagonaliza a matrizi, ou seja, encontra matrizés (invertivel) e D (diagonal) tais que

A= PDP".

(%i6)  l:diagonal(A); P:[1]$ D:[2]$

v v/ \U O

substitui.X por PX;.

S

(%i9)  fl:substi(f,X,P . X1);
(%09) 5yl1? +10x1* — 30

desenha o grafico da coni¢éar, y) = 0.
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(%i10) a:-5% b:5$ c:-5$ d:5%

wxdraw2d(grid = true,

user_preamble = "set size ratio -1",
xrange = [a,b],yrange = [c,d],
line_type = solid,
head_length = 0.5,
head _angle = 15,
color = black,
vector([a,0],[b-a,0]),
vector([0,c],[0,d-c]),
label(["x",b-0.03 *(b-a),0.08  *(d-c)]),
label(["y",0.07 *(b-a),d-0.04  *(d-c)]),
vector([0,0],[P[1,2],P[2,2]]),
vector([0,0],[P[1,1],P[2,1]]),

vector(-3 = [P[1,2],P[2,2]],6 *[P[1,2],P[2,2]]),
vector(-3 = [P[1,1],P[2,1]],6 «[P[1,1],P[2,1]]),
label(['x™",3.5 *P[1,11,35  *P[2,1]),
label(["y™",3.5 *P[1,21,35  *P[2,2]),

color = blue,
implicit(f, x, -5,5, y, -5,5)
)$

(%t14)
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Exemplo

Vamos identificar a conica de equa¢id + 6zy + y* — 10v/10x + 10v/10y + 90 = 0.

(%i15) A:matrix([9,3],[3,1]);
K:matrix([-10 *107(1/2),10  *107(1/2)]);
f:expand(transpose(X) . A . X + K . X + 90);

9
(%015)
3

(%016) (_m% 103)
(%017) 4+ 6xy + 102y + 922 — 10% 2 + 90

(%i18) Il:diagonal(A); P:[1]$ D:I[2]$

1

1 3 0 0
(%018) [| V10 VIO,
Vo ve/ \V 10

substitui.X por PX;.

(%i21) fl:substi(f,X,P . X1);
(%021) 10y1* —20y1 — 4021 + 90
substituiz; porz, + 2.

(%i22) f2:substi(fl,x1,x2+2);
(%022) 10y1* —20y1 — 4022 + 10

substituiy; porys + 1.

(%i23) f2:substi(f2,y1,y2+1);

(%023) 1042 — 40 22

(%i24) X0:P. matrix([2],[1]);
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2l

(%024) L

g
o
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(%i25) a:-5% b:5$ c:-5$ d:5%

wxdraw2d(grid = true,

user_preamble = "set size ratio -1",
xrange = [a,b],yrange = [c,d],
line_type = solid,
head_length = 0.5,
head _angle = 15,
color = black,
vector([a,0],[b-a,0]),
vector([0,c],[0,d-c]),
label(["x",b-0.03 *(b-a),0.08  *(d-c)]),
label(["y",0.07 *(b-a),d-0.04  *(d-c)]),
vector([0,0],[P[1,2],P[2,2]]),
vector([0,0],[P[1,1],P[2,1]]),

vector(-3 = [P[1,2],P[2,2]],6 *[P[1,2],P[2,2]]),
vector(-3 = [P[1,1],P[2,1]],6 «[P[1,1],P[2,1]]),
label(['x™",3.5 *P[1,11,35  *P[2,1]),
label(["y™",3.5 *P[1,21,35  *P[2,2]),

vector([X0[1,1],X0[2,1]1.[P[1,2],P[2,2]]).
vector([X0[1,1],X0[2,1]].[P[1,1],P[2,1]]),
vector(-3  *[P[1,2],P[2,2]]+[X0[1,1],X0[2,1]],
6+ [P[1,2],P[2,2]]),
vector(-3  +[P[1,1],P[2,1]]+[X0[1,1],X0[2,1]],
6+ [P[1,1],P[2,1])),
label(["x™,3.5 *P[1,1]+X0[1,1],3.5 * P[2,1]+X0[2,1]]),
label(["y"™,3.5 * P[1,2]+X0[1,1],3.5 * P[2,2]+X0[2,1]]),
color = blue,
implicit(f, x, -5,5, y, -5,5)
)$
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(%t29)
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Sistemas de Equafes Diferenciais @o Homogneos

Vamos encontrar a solugao geral do sistema de equaiféesndiais lineares

B(t) = a(t) + mt) + 2
xh(t) = x1(t) + x2(t) + 2t
(%i65) kill(al)$
load("C:/Maxima/gaal.mac");

(%01) C:/Maxima/gaal.mac

(%i2)  Ammatrix([1,1],[1,1]); F:matrix([2],[2 «1]);

(%02)

11
(%03)

2t

Decompde a matriZ na formad = PDP~!

(%i4)  ljordand(A); P:[1]$ D:[2]$

1 1\ [0 0
won (1) (02)
-1 1) \0 2

(%i7) G:(P™-1).F;

(1 : t)
(%07)
t+1

Encontra uma solugao particular da equacgao diferepCia dy,y1 + g11

(%i8)  kill(y1)$
yl:rhs(ratsimp(ode2(diff(y1,t)=D[1,1] *y1+G[1,1],y1,1)));
y1:subst(%c=0,y1);

2 —2t —2%¢

%09) —
(%09) 5
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2 — 2t

(%010) —

Encontra uma solugao particular da equacao diferepgia dayoys + g21

(%i11) kill(y2)$
y2:rhs(ratsimp(ode2(’diff(y2,t)=D[2,2] *y2+G[2,1],y2,1)));
y2:subst(%c=0,y2);

4%ce*t — 2t —3

%012
(%012) :

-2t —
(%013) 5

Uma solucgao particular do sistema é dada por

(%i14) Xp:ratsimp(P.matrix([y1],[y2]));

_ 212-2¢43

0 4
(A)014) 2t2—6t—3
4

A solucao geral & entdao a soma da solucao geral dorsast®mogéneo com uma solugao

particular do sistema nao homogéneo

(%i15) doallmxops:false$
X:c[l] *%e"(D[1,1] =*t) *col(P,1) +
c[2] *%e"(D[2,2] =*t) *col(P,2)+Xp;

doallmxops:true$

_2t2-2t43
4 1 2t 1
(%016) + e e+
212 —6t—3 1 1

4
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MC16 - Introducao a Analise Bayesiana

Marta Cristina Bianchi & David HenriquefUFG)

Resumo

A informacao sobre um parametro de interegsem um modelo probabilistico, & crucial no
estudo da Estatistica. O objetivo em uma analise infeakadentar reduzir o desconheci-
mento sobre o verdadeiro valor @deCom o intuito de propor uma solug¢ao para esta questao,
a Inferéncia Bayesiana traz uma metodologia que trataeatera sobre o verdadeiro valor
ded através de utmodelo probabikticopara esse parametro.

Neste mini-curso sera apresentada uma introducao aéhdi@a Bayesiana
confrontando-a a Inferéncia Classica. Serao apradestos fundamentos da teoria Bayesi-

ana, bem como alguns métodos inferenciais e computasiore@entes a esta teoria.

Fundamentos da Teoria Bayesiana

Em inferéncia classica, as inferéncias sobre o paraniket interessé, quantidade fixa e
desconhecida, provém exclusivamente de informacas@alopor meio da realizacao de
experimentos e respectivo modelo de verossimilhanca.otoo lado, a Inferéncia Baye-
siana une a informacao amostral ao conhecimento do [sestpripara realizar inferéncias
sobre o parametro de interesse.

A filosofia bayesiana incorpora a informagagriori sobre o parametré, for-
mada por juizos ou experiéncias individuais do pesquoisagteriores a realizacao do expe-
rimento, a informac¢éo amostral advinda dos dados egfunerossimilhanca. A informacao
a priori, anterior a informacao amostral, & modelada por umtilliscdo denominada
priori. Esta informagao, quando atualizada pela informag@os#ral, & modelada por uma
distribuicao denominada posteriori

O principal fundamento da Inferéncia Bayesiana provératmema de Bayes,
resultado da Teoria de Probabilidade que atualiza pradabiés apos o acontecimento de

AnaisdaSemanalo IME/UFG - ISSN2317-5591 - 116 -




Marta Cristina Bianchi & David Henriques ) )
Introdugdo a Analise Bayesiana

um dado fendmeno.

Teorema 1: SejamA;, A,, ..., A,, eventos que formam uma particao do espaco
amostrak) e B um evento qualquer d& Entao, temos

P(B|A;) P(A;)
PAIB) = S~ pipiaypiay

Uma interpretacao para este teorema consiste em coasmed;, i = 1,...,n
como "causas”, "hipbteses” ou "estados” a que 0 pesquisatibui graus de credibilidade
ou probabilidadea priori P(A;) de natureza subjetiva. Apos a informacao adicionalli-rea
zacao do acontecimento B - o investigador revé suas piladedes a priori por meio do
Teorema de Bayes e passa a atribuir Approbabilidades posterioriP(A;|B).

Considereh(6) a distribuicaoa priori de # dada pelo pesquisador, f&.|0) a
verossi milhanca do modelo amostral indexadofar Teorema de Bayes para densidades
conduz a relagao,

f(x|0)h(6)
Jo F(x|0)h(6)do

h(0|x) = , 0 €0, (1.1.11)
sendoh(f|z) a distribuicaoa posterioride ¢, apos realizado o experimento e observada a

amostraX = x. Caso 0 espa¢o paramétrico seja discreto, temos:

h(ox) = LXOMO (1.1.12)

- 2 f(xI0)h(0)’

Como os denominadores nas equac@3.9 e (1.1.129 nao dependem de,
pode-se reescrever a distribuicao a posteriori da maaeseguir

h(0|x) = k(x)f(x]|0)h(0) x f(x|0)h(0), 6 € O.

Verifica-se entao que a informacaposterioriprovém de uma combinacao entre
a informacao amostral, representada pela verossingighana informacao inicial do pesqui-

sador, representada pela distribuiggariori.
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Assim como na inferéncia classica, em inferéncia bayesb modelo normal
também possui importantes resultados. A seguir, doisdessultados serao apresentados.

Teorema 2: Suponh&@ ~ N(a,b*) e X|0 ~ N(6,0%) como? conhecido, entdo
a distribuigdo a posteriori deé (0| X = x) ~ N(A, B?) onde,

1 1

pat et o 1
1 T e =71 -
b2 o2 b2 o2

A=
Coroléario 1: Considere uma amostra aleatofis,, X», ..., X,,) da distribuicao
N(6,0%), o conhecido, e como priofl ~ N(a,b*), entdo como posteriori temd$x ~

N(C, D?) onde

b"%a+no %z
C="———"" ¢ D?2=b24no2
b=2 + no—2
Os exemplos 1 e 2 ilustram casos em que a informagao amestrais signifi-
cante que a informacae priori. O terceiro exemplo ilustra o contrario, a significancia d

priori frente os dados.
Exemplo 1:

Situacdo A: Um pesquisador deseja estudar propor¢ao de fumén@sponha
gue ele nao disponha de qualquer informacao inicial aeepkermita fazer distingao entre
os valores do interval®, 1| parad. Neste caso, poderia-se tomar uma distribuggoiori

uniforme,

1, se 6€]0,1]
0, se 6¢]0,1].

h(0) =

Considerando o nUmero de fumantes, entre um grupoe iddividuos, como a
variavel aleatoriaX a ser observada, temos entao para os dados o modelo binlaaegbor:

Fzlo) =Cror(1—0)" =, 0<6<1, z€{0,1,2,...n}.

Observado o valok = z, atualiza-se a informacauopriori por meio da distribuicao
a posteriori
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h(0]z) o f(z|0)h(0) o 6°(1 — )", 0 <0 <1,

sendo entdo, a menos de uma constante, a distribBi¢adz + 1,n — = + 1).

Situacao B: Considere agora que o pesquisador possui algumas infoesag-
bre a verdadeira propor¢ao de fumartteSuponha que esta informacao possa ser traduzida
através de uma distribuic@opriori assumindo o formato de umeta, com valor médio
da ordem de 0.4 e variancia da ordem de 0.04. Desta formast#maBeta(2, 3). Logo, a
respectiva distribuicdo a posteriori, apdos obsends x, & calculada por,

h(e‘ﬁ) X f(a:\@)h(@) X 91”(1 _ 9)n719(1 B 9)2 _ 91+1<1 _ 9)nfm+2’

sendo entdo, a menos de uma constante, a distribBi¢adz + 2,n — = + 3).

As Figuras 1(a) e 1(b) apresentam respectivamente osagalas densidades
priori e a posterioride ¢ nas situacdes A e B, quando observado 20% de fumantes em um
grupo de 10 pessoas. Observa-se que neste caso as diferarescoes priori sobred,
apos atualizacao pelos dados, conduzem a mesma irgaoagosteriori indicando que a
informacao amostral & mais significante que a inforRwacpriori.

Exemplo 2:

Situacao A: Dois fisicos,F} e Iy, desejam estudar uma constante figiagravées
de um método experimental que consiste em observar unévebaleatoriak ~ N(6,40?).

O fisico F; domina melhor a area em estudo e determina a grieriV (900, 20?).
O fisico F, menos experiente indica a prigri~ N (800, 80?).

Realizado o experimeto obtém-3& = 850. De acordo como Teorema 2, as

distribui¢cbes a posteriori sao:

fisico Fy : 0| X = 850 ~ N (890, 17.9%);
fisico F, : 0] X = 850 ~ N(840, 35.72).

Note que neste caso a diferenca entre os conhecimentosra gpresentados

pelos fisicos, implicou em uma diferenca a posterioringicaobservado apenas um valor
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amostral. Veja Figura 2(a).

Situagao B: Suponha que do método experimental obtém-se uma amlesttaréa
de tamanha = 50 sendo observado = 870. De acordo com o Corolario 1 as distribuicoes

a posterioripassam a ser:

fisico F : 0|z = 870 ~ N(872.2, 5.442):
fisico F, : |7 = 870 ~ N(869.7,5.642).

Nesta situacao, observando a Figura 2 (b), nota-se qum@niacao dos dois
fisicos apbs o experimento pouco diferem, mesmo sendomscoes iniciais muito dife-

rentes. Este fato reflete a forca dos dados framggori.

F, com respectivas distribuicdes a posteriori; (b)Posteridos fisicos; e F,
ao observar a mesma amostra, tamamko 50.

Exemplo 3: Sejam duas amostras aleatorias de tamanko5 da distribuicao
normal N (6, 6%), observadog = 30 e 7 = 70 na primeira e segunda amostra respectiva-
mente. Admitindo comeriori  ~ N (20, 5%), conforme Corolario 1 temos como respecti-

vas posteriores:

0|z =30 ~ N(27.8,2.4%);

0|z = 70 ~ N(58.8,2.4%).

Para este caso, observando a Figura 3(a) nota-se uma cefitanciolade entre
distribuicao a posteriori e verossimilhanca, fato egte implica em inferéncias "similares”
tanto do ponto de vista classico quanto bayesiano. No entamlistancia entre informacao
amostral £ = 70) e informacao a priorif(0) = 20) destaca a possibilidade de um con-
flito entre a distribuicdo a posteriori e verossimilhangu seja, um conflito entre filosofias
bayesiana e classica (Figura 3(b)).

A distribuicao a posteriori & o elemento fundamental serve de base ao de-
senvolvimento de toda a inferéncia bayesiana: & a déscdo conhecimento corrente so-
bre § obtido da quantificacao da informacagriori e informagao amostral. A partir desta
distribuicao definem-se as inferéncias sobre o par@mébmo introducao, a proxima se¢ao
apresenta como serao definidos estimacao e teste des$epio ponto de vista bayesiano.
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Estimacio e Testes de Hiptese Bayesianos

No cenario bayesiano a idéia de estimacao pontual artcomo estimativas pontos tipicos
da distribuicaaa posteriori As estimativas mais usadas sao a magesteriorj a médiaa
posteriorie a mediana posterioridefinidas a seguir. Considefe= (¢, ..., 6,):

e Modaa posteriori 4 tal que

h(6]z) = max h(6]z) = max{h(0) L(0]z)};

e Médiaa posteriori § = E[f|x] sendo,

E[Gi\x]:/eel-h(e\:c)dﬁ, i=1,..p;

e Medianaa posteriori § = (6, ..., 6,) tal que

P(0; > 6;]x) > 05 e P(6; <0;|x)>05, i=1,...p

A escolha de uma destas estimativas pode basear-se nanabede cada uma
dessas quantidades para o problema ou na facilidade deseloc’A relevancia de cada
uma destas estimativas pode ser traduzida pela escolhaaléungéo perda adequada ao
problema. No contexto da teoria da decisao, analogangemtferéncia classica, um esti-
mador bayesiano também & uma regra de decisao que manomialor esperado de uma
determinada funcao perda, porém, em relacao ahlistdoa posteriori

Definicdo 1: Uma regra de decisaoé uma funcao definida no espaco amostral
2 que assume valores em um espaco de adpés: 2 — A. A cada decisaé e possivel
valor def associa-se uma perdad, #), desta forma definindo unfancdo perdal.

Definicao 2: O risco, associado a uma funcao pefdale uma regra de decisao,
denotado pork(0) & a perda espera@dgposterioridada poR(d) = E[L(6,9)|z].

Definicao 3: O estimador de bayes € a regra de deci$ape minimiza o risco,
ou seja,R(5*) < R(d),Vd. Orisco ded* & denominadoisco de bayes.
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Exemplo 4: Sejad; = Ef|z] e § estimadores dé. Calculemos o risco dé

associado a funcao perda quadrafica 0) = (6 — 6)?

R(3) = E[(6 —0)*z] = E{[(6 — &1) + (61 — O)|a}
= E[(6 — 6)%z] + E[(6, — 0)*|z] + 2E[(5 — 6,)(0; — 0)]|z]
= (0—08)2+E[(6, — 0)*x] +2(6 — 01)E[(6; — 0)|]
= (0—01)%4 E[(0; — 0)|z] = (6 — 6,)% + VAR[O|]

Desta forma o risco & minimo quandc= 4;, sendo o risco de baye¥s,) = VAR[0)|z].
Logo a média a posteriori minimiza o risco associado adomerda quadratica.

Também pode-se mostrar que a medianesteriorie modaa posteriorimini-
mizam, respectivamente, o risco associado as fun¢des peodular,.(6,6) = |0 — ¢|, e
perda "zero-um”L(6,9) = lim._,oI;9_s/([€, 00)) parad continuo, e

1, se 0+#6
0, se =90

L(6,8) =

parad discreto.

A principal restricao na estimacao pontual bayesanassumo de toda informacao
presente na distribuiggposterioriem um Unico valor numérico. Embora também se possa
especificar a precisao, incerteza de um estimador bayeg@rual. Por exemplo, pode-se
quantificar a precisao da média a posteriori por sua neidéou coeficiente de variagao, da
medianaa posterioripela distancia entre quartis e da madposterioripela informacao de
Fisher observada. Um resumo ki@|x) mais informativo do que qualquer estimativa pon-
tual pode ser obtido ao extrair uma reg@ac 2 com grande probabilidadeposteriori o
paralelo bayesiano da regiao de confianca.

Defini¢cdo 4: C' € uma regiao dél — «), 0 < o < 1 de credibilidade parése

PHeClr)>1—a«

sendo o chamado de nivel de credibilidade ou confianga. No casousth g

escalar(' & dado por um interval@ (), c2(x)).
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Qualquer regiao de credibilidade & definida numericamémnéio € aleatoria) e
admite interpretacao probabilistica direta em cosgtraom a interpretacao da regiao de

confianca classica.

Exemplo 5: Considere amostra aleatoiia, X, ..., X,, da distribuicaaV (6, 2), o
conhecido. Assumindo como pridri~ N (g, c2), entdo, pelo Teorema 2,
0]x ~ N(u1,0?). Usando o fato que

0 —
a1

x ~ N(0, 1)

Pode-se obter um intervalo de credibilidade ghpar

P — 2ay201 <0 < iy + 24)201]x) =1 —

LOQO (111 — 2201, f1 + zas201) € um intervalo de credibilidade-l parad.

Fazer a variancia da priori tender a infinito & uma formaodear a distribuicao
a priori ndo informativa, ou seja reduzir ao maximo a infagao inicial sobré, valorizando
somente a informacao amostral na distribuicao a posteDesta forma, note que ao fazer
02 — oo, pelo Corolario 1, temos; > — no~% e u; — Z, Ou seja, a distribuicaa posteri-
ori coincide com a distribuicao amostral, implicando quendsréncias sobré classicas e

bayesianas coincidem, inclusive o intervalo de confianca

(T — 2020 /N, T+ 220 //1)

porém, do ponto de vista bayesiano a interpretacéo dovalb € uma afirmacao
probabilistica sobré.

Dada ainfinidade de regides de credibilidade com o mesmodgraredibilidade
1—-« h& o interesse em selecionar aquela que englobe todosomes/dl) mais crediveis
posteriori de modo que

h(@l\x) Z h(92|:1:),V91 € C, 92 ¢ C
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Deste interesse, pretende-se entao obter a regiao kigbe&t probability den-
sity).

Definicdo 5: Um intervalo de credibilidadé' de (1 — «), 0 < a < 1 parad &
de méaxima densidade a posteriori, ou HPD(C'se {# € O : h(0|x) > k(a)} ondek(a) é a
maior constante tal quB(6 € Clz) > 1 — a.

Note que pela definicao, no caso de distribuicdes a posteom duas caudas,
por exemplo a distribuicao normal, o intervalo HPD énitii€ ao intervalo de credibilidade
central.

O problema de testdil, : § € O, contraH, : § € ©; no contexto bayesiano &
também conceitualmente mais simples que no contextsictasconsiste em calcular pro-
babilidades a posteriof?( Hy|z) e P(H;|x) e optar por uma das hipoteses segundo algum

critério que traduza uma grandeza relativa entre elas.

Com o objetivo de medir a influéncia da amostnaa alteragao da credibilidade
relativa deH, e H; contrapde-se a razaoposterioria respeciva razao de probabilidades
priori das hipoteses. A razao destas raz0es dada por

P(Ho|z)

P(Hi|z)
P(Ho)
P(Hy)

B(z) =

& denominadé#ator de BayesEm geral, um valor de fator de Bayes entre um e
dez, K B(z) < 10, fornece evidéncia a favor dé,; entre dez e cem, X0 B(z) < 100,
fornece forte evidéncia a favor dé,; e fator de bayes com valor maior que cem,
B(z) > 100, fornece evidéncia decisiva a favor #g. A utilizagao do fator de Bayes torna-
se problematica e inviavel quando trabalha-se com griomproprias ou desconhe-se, sendo
de dificil obtengao, a constante de normaliza¢ao chgpiori.

Em um teste de hipbtese simplHg : 6 = 0, contral; : 6 # 61, no caso em
gued & continuo o procedimento de teste de hipbtese utilizanthtor de Bayes torna-se
inadequado uma vez que&(® = 6,) = P(0 = y|z) = 0. Mas ainda pode-se calcular o
fator de Bayes, representando o valpcomo uma bola centrada ey, V.(6,), com raioe
escolhido de modo que os pontos interiores a bola sejant@nadnte indistinguiveis dg
a posteriori. Transformando ent&o o teste gédsa ¢ € V.(6,) contraH, : 6 ¢ V.(6,).
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Existe outro método menos complexo para lidar com testapigdse simples
que é analogo a construcao de teste de hipbotese erénfarclassica a partir da inversao
de intervalos de confianga. Este método consiste em canstna regiao de credibilidade
(1 — «) parad, de preferéncia HPD, e tomar a decisao de rejéftaao nivela se ela ndo

incluir 6.

Continuacao Exemplo 5: A hipbteseH, : § = 6, nao € rejeitada s&, per-
tence ao intervalo(i; — 2,/201, ft1 + 24/201). NO caso de n&o informagao na priori, te-
moso; — o/y/n ey — T, e a hipbtesdi, nao é rejeitada s&, pertence ao intervalo

(T — 2a/20/+/1, T + 24/20 /+/n) coincidindo com o teste classico.

Computacao Bayesiana

Como visto nas se¢des anteriores, as inferéncias 8sietodas baseadas em sua distribuicao
a posteriori, porém, encontrar a forma analitica da iBisigao a posteriori torna-se tarefa
dificil ou impossivel em alguns casos. Ha entao a nétads de simular a distribuicao a
posteriori para se obter aproximacdes para as infagéscbreé, por exemplo, baseadas em
calculo de esperancas e probabilidades a posteriori:

e Média a posterioriy = E[f|xz] = [ 0h(6]x)db
e Variancia a posteriorio®> = VAR(0|x) = E[(0 — E(0))?|x];

e Probabilidades a posteriod (0 € Alz) = [, h(6|z)dd

Costuma-se utilizar métodos baseados em simulacaosderfmsi, como Monte

Carlo, para aproximacao destas integrais.

As vezes, na pratica, € muito dificil ou mesmo impods$imular valores da
distribuicao a posteriori, tornando-se necessario ngkodos de reamostragermomo por
exemplo ométodo de rejeigo, gerando valores em duas etapas. Na primeira etapa gera-se
valores de uma distribui¢cao auxiliar conhecida, em giaalistribuicaa priori. Na segunda
etapa utiliza-se um mecanismo de correcao para que agsaerados da distribuicao auxi-

liar sejam representativos da distribuicao a posteriori
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Nos métodos de monte carlo e reamostragem nao ha umaupeg@o com a
convergéncia do algoritmo, bastando que o tamanho da exrsagh suficientemente grande.
E ainda, uma limitacao dos métodos de reamostragem emosneasos, € a dificil tarefa
de utilizar uma densidade auxiliar que seja simultaneagnemi boa aproximacgao da pos-
teriori e facil de ser simulada. Uma alternativa ao usoetestétodos & a utilizacao dos
métodos de Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC). O olmedinda & obter uma
amostra da distribuicao a posteriori e calcular estvaatamostrais de caracteristicas desta
distribuicao (esperancas, probabilidades a postgrimas por base em uma simulacao de
um passeio aleatorio no espacaidpie converge para uma distribuicao estaticionariagque
a distribuicao a posteriori de interesse. Os métodos MGMais utilizados sao amostrador
de Gibbs e Metropolis-Hasting.
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MC1 - Aulas de matematica para além do livro didatico: Avestse vocé também!
Anne Michelle Dysman - Universidade Federal Fluminense

Enquanto as deficiéncias no processo de ensino e apreedizg matematica
nas escolas da rede publica de educa¢ao basica s&ae@mM Nosso pais, observamos nas
universidades publicas a existéncia de um ambiente dealtlidade em ensino e pesquisa
nas mais diversas areas, dentre elas o campo da Educat@m8tica. Contudo, nao raro 0os
frutos da pesquisa nesta area acabam por permanecergmaiEnmuros das universidades,
ou, mais precisamente, dos muros virtuais que delimitanpagesda comunidade cientifica
dedicada a Educacao Matematica. Mesmo quando chegaaluams das Licenciaturas em
Matematica, muitos deles futuros professores da redkcpide educacao basica, frequen-
temente isto se da através da transmissao em disciplengseaduacao sem garantias de que
esta aprendizagem teorica, muitas vezes realizada da fmpartada da realidade escolar, se
traduzira em acdes praticas no futuro em beneficioelaonia da qualidade do ensino basico
de Matematica. De fato, varios pesquisadores ja ideatdm a primariedade da experiéncia
na construcao da identidade profissional do professotreleles Tardif e Raymond:

Em resumo, como vemos, 0s saberes que servem de base paizod.ehs
nao correspondem, ou pelo menos muito pouco, aos conh&cisnteoricos
obtidos na universidade e produzidos pela pesquisa naafeducacao: para 0os
professores de profissao, a experiéncia de trabalhogseea fonte privilegiada
de seu saber-ensinar. [7]

Através do Projeto de Matematica da Universidade Fedduamhinense (UFF)
para o Programa Institucional de Bolsas de IniciacaoceDoa (PIBID) da CAPES, desen-
volvemos Modulos Instrucionais com objetivo de colabgana a melhoria da qualidade de
ensino e aprendizagem em Matematica. O trabalho se reatenzes de acOes cujos efeitos
e beneficios devem atingir sujeitos envolvidos de difesgfiormas no processo educativo,
fornecendo a estes condi¢Oes para que exercam seus fapao docentes, discentes, li-
cenciandos ou pesquisadores) de forma mais conscientigari

A equipe da area de Matematica/Niter6i do PIBID/UFF &nposta por vinte
alunos do curso de Licenciatura em Matematica, trés gsof@as supervisoras nas escolas
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parceiras e uma coordenadora (professora pesquisadoravessidade). Alem disso, par-
ticipam do projeto diversos outros pesquisadores atrde&olaboracdes ou parcerias com
outros projetos como a estabelecida com o LEG (Laboratf@i&nsino de Geometria) da
UFF.

Os mobdulos instrucionais desenvolvidos no projeto segqueprincipios educa-
cionais dos Parametros Curriculares Nacionais para o@dsi geometria para as séries do
Ensino Fundamental e do Médio ([1], [2] e [3]). ConsistemptBnos de aulas, listas de
exercicios e materiais didaticos alternativos. As déidies propostas buscam explorar recur-
S0S como materiais concretos, contetdos digitais paraeds matematica, problemas do
cotidiano e jogos. A seguir descrevemos um pouco a forma cai@ um destes recursos &
geralmente explorada em nosso trabalho.

e Materiais Concretos: Em nossos modulos instrucionaisaisiais concretos sao ex-
plorados seguindo o referencial construtivista ([6]) ereseitos da teoria de registros
de representacao semibtica ([5] e [4]). Desta formajlpgiamos o uso de materiais
cuja manipulagcao permite ao aluno experimentar e obspregriedades e conceitos
matematicos de forma concreta e adotamos como diretriaduiélgica a articulacao
das representacOes fornecidas pelos materiais coaaetn aquelas que se consti-
tuem através dos registros matematicos usuais. Nestalacbo enfocamos os al-
goritmos matematicos que devem ser ensinados e os desamed simultaneamente
utilizando os dois registros de representacao (coneret@tematico abastrato), bus-
cando fazer com que o aluno vincule a observagcao conaedlgaritmo matematico
e, desta forma, atribua significado a este Gltimo. Alguremg{os de modulos de-
senvolvidos com estes recursos sao: Adicao e sulotiama abacos; Multiplicacao e
Divis&o com Material Dourado; Exponenciais e Logaritmasmdobradurasirvores
e Fractais; Trigopnometria com Rampas e Teodolitos; EagcOm Réguas etc.

e Conteldos Digitais: Ao explorar contetdos digitais destvidos para ensino de ma-
tematica também seguimos o referencial construtivist@dggiando recursos que per-
mitam ao aluno observar propriedades e conceitos matsatiAqui temos como
diferencial a possibilidade de explorar a dualidade iest@tinamico que, entre outras
vantagens, nos fornecem representacoes que articulfma peculiar a bidimensi-
onalidade com a tridimensionalidade. Dentre as ferramsatiatais que mais utiliza-
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mos estao os aplicativos desenvolvidos no projeto CdieeDigitais para Ensino de
Matematica e Estatistica (CDME) da UFF (coordenado panbtrto Bortolossi).

e Problemas do Cotidiano: Quando utilizamos problemas ddiaab em nossos modulos
instrucionais objetivamos relacionar o contetdo engirtaan os problemas reais que
o aluno encontra em seu meio. Esta ferramenta reforca pafteno a utilidade
dos contetdos ensinados. Um dos temas que mais exploramosste recurso sao

guestdes que envolvem decisdes financeiras.

e Jogos: Em nossos modulos os jogos sao utilizados majantante para fixacao de
contetidosE de conhecimento comum o fato de que a aprendizagem matamab
se encerra com a compreensao de contetdos. Especialenetéenas mais basicos,
como operag0es aritméticas, & necessario que o akeroite os conhecimentos ad-
quiridos para obter agilidade no uso dos mesmos. Contuderrszs também que esta
parte & geralmente considerada como enfadonha pelossalfitravés de jogos intro-
duzimos componentes ludicos nesta pratica, o que faz ceno@luno exercite seus
conhecimentos com mais motivacao e interesse.
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Materiais concretos, jogos e novas tecnologias. Se vdté taclo isso muito
legal, mas nao sabe como usar na aula de matematica outseirsaguro para fazé-lo,
podemos ajuda-lo! O projeto PIBID/UFF Matematica temesheslvido e testado planos de
aulas com uso de recursos pedagogicos tais como matenmeigetos, jogos e novas tecnolo-
gias para ensino de matematica e tem obtido como resultad@s mais dinamicas, alunos
mais interessados e um processo de ensino e aprendizagseneflo@inte. Nesta oficina
apresentaremos alguns planos de aulas desenvolvidosjatoprmostraremos como utiliza-
los e comentaremos sobre suas aplicacdes e seus resuldidocaremos diversos temas de
ensino fundamental e médio, sempre buscando uma abordagenprazerosa e eficiente
dos conteidos. Tanto os planos de aulas apresentados @sdithas de acompanhamento
(exercicios) a para as atividades propostas serao dislmadas aos participantes por meio
eletrdnico.
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MC4 - Desvendando o Cubo Magico

Eder Silva, Juliana Oliveira, Eduardo Divino Pereira & Yu 3bhen(UFG)

Resumo

Trata-se de um mini-curso que explora as possibilidadesrdgquebra-cabeca
na matematica, geometria e evolucao do raciocini@tgConsiste no ensino dos algorit-
mos basicos de resolu¢do do cubo magico dando a padadel dos participantes de des-
vendarem o cubo e usufruirem de seus beneficios.Ingeaisglm o uso de quebra-cabecas

tridimensionais mais elaborados no ensino superior e naNdoe

Desvendando o cubo ragico

Historia

Cubo Magico e Cubo-Velocidade

O cubo magico foi inventado pelo hiingaro Erno Rubik naadéaale 70 para fins didaticos.
Seu criador queria provar a possibilidade de se fazer um apbiado em 3 eixos que per-
mitisse a rotagao de todas as 6 faces. Anos mais tardeutseo brinquedo mais vendido
de todos os tempos e passou a ser comercializado nao maiscedim magico e sim com
Cubo de Rubik. Houve uma verdadeira febre nos anos oitecitando a realizacao de um
campeonato mundial em Budapeste no ano de 82. Passou poriaaiopge esquecimento
e ressurgiu nos anos 2000 como mais que um passatempo e quasparte. Surgiram
campeonatos em todo o mundo incluindo o Brasil. Foi fundad&Ca# (World Cube As-
sociation - http://www.worldcubeassociation.org/) qagulamenta e oficializa os campeo-
natos em todo o globo. Goiania tera o seu primeiro campeafaial em outubro deste
ano e passara a existir na “rota do cubo” brasileira entranadseleto hall de cidades com
campeonatos oficiais (www.cubomagicogoias.com.br/gapen2011/index.gol11).
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Cubo-velocidade: denominacao dada a pratica de r@sedudo cubo magico e
outros quebra-cabecas tridimensionais em que se obgetivanor tempo de resolucao. Os
campeonatos de cubo magico sao na verdade torneios develdoidade. O nome mais
popular utilizado € o termo inglés speedcubing.

Motivacao

Com o tempo de pratica comecamos a perceber 0os ganhos (eeseler a manusear o
cubo e também da pratica do cubo-velocidade. Percebema&nharme ganho no poder de
concentracao, trata-se de uma atividade em que o ingiddloca toda sua aten¢ao nos pas-
sos daresolugao. Percebemos que por mais agitadas goe gsjpraticantes acabam desen-
volvendo essa capacidade de se manterem focados em urdadeiviPercebemos também
a agilidade que os praticantes desenvolvem na inter@i@spacial dos objetos. Ao serem
apresentados a novos quebra-cabecas existe uma imeitisadacem vencer esses novos
desafios tridimensionais. Outra motivacao é o fato deasartde um hobbie barato e extre-
mamente democratico. Os interessados necessitam de ucubore disposi¢cao, nada mais.
Nao é necessario pagar uma mensalidade ou encontrararmeespaco, Como um campo
de futebol, para brincar. Nao se limita por idade, sexo omé&gao escolar/académica, mais

uma vez & necessario somente um cubo e disposicao.

Justificativa

O cubo possui um incalculavel potencial pedagogico emotde sua estrutura. Pouco ex-
plorado em técnicas de aprendizado, observamos as nalture acontecem na percepcao
daqueles que passam a praticar a modalidade, que passara bam o quebra-cabeca.

Existe um grande desenvolvimento da acuidade visual |levandconsideragcao
as novas no¢oes de geometria espacial que se adquire a@tica.p

Lembramos também do poder de concentracao que aumgniticsitivamente.
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Observa-se a mudanca de postura e um novo interesse pefaleado.

O mini-curso & uma forma de levar o conhecimento de mais emarienta aos
participantes da XXV Semana do IME sabendo que nesse plestarao docentes e discen-
tes que poderao futuramente explorar essas técnicasimmen

O evento & uma forma de proliferar mais uma ferramenta denglelvimento
intelectual e das habilidades. Sendo esta ferramentaisientiscriminagao, por ser am-
plamente acessivel. Democratico, o cubo pode encuganels diferencas encontradas nas
oportunidades de formacao escolar de criancas, jovadsleos.

Publico-Alvo

Plblico académico em geral com foco nas ciéncias exdiesreiaturas. Pessoas de todas
as idades, que se interessem por formas ludicas de apgdodizjue valorizem a utilizacao
da logica, seja por diversao, seja pelo desafio ou mesmalpskenvolvimento e preservacao
da satde mental.

Estrutura para o minicurso

2.5.1Existe uma teoria que deve ser ensinada e assim como quéfgude conhecimento
deve existir uma sequéncia logica no aprendizado. Pomissessita-se do controle de par-
ticipantes e de um local fechado. Se possivel que sejaasiescricoes para a participacao.
A inscrigcao filtra os que estao realmente dispostos pacarso e isso tem sido bastante
benéfico para esse tipo de evento.

2.5.2Sala de aula com carteiras para os alunos possam apoiao o quanto
a folha com os algoritmos de resolucao.
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2.5.30 curso & ministrado com o auxilio de projecéo e de demages ao
vivo. Por se tratar de uma habilidade bastante especificaitie limite de 40 participantes

para assegurar o bom andamento e resultados satisfatorios

2.5.4Cada participante porta seu proprio cubo. O ensino &prééndo impres-

cindivel o uso do cubo magico por cada um dos inscritos.

2.5.50 curso & ministrado por um palestrante e acompanhado psiEmaoni-
tores que ajudam em duvidas especificas e revisam asd8@om 0s participantes sempre

gue necessario.

M étodo utilizado

Existem varias formas e técnicas utilizadas para sevessam cubo magico. O curso uti-
lizara o Método das Camadas com adaptagdes propiias &®m base na experiéncia e no
aproveitamento das pessoas que ja passaram pelo mesmo.

O Método das Camadas consiste na separac¢ao do cubo era@asea resolucao
de cada uma em momentos distintos. Essa & a forma maigdiéatontrada, ao contrario
do que o publico leigo acredita, nao se resolve um cuboguoasfe sim por camadas.

Existira uma introducao sobre os fundamentos do cubor®@aeenclaturas en-

volvidas, posteriormente entra-se efetivamente nosaosto

Etapas do Método das Camadas

1. Primeira Camada

(a) Realizacao intuitiva da cruz da primeira face. Algoo | para casos especificos.
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(b) Encaixe dos cantos e finalizacao da primeira camadgoriiino Il e as repeticoes

necessarias.

2. Segunda Camada

(a) Uso do algoritmo Il (A e B) para finalizacao da segunaiaada.

3. Terceira Camada

(a) Realizacao da cruz da face oposta com uso do algorifnecslias repeticoes.
(b) Orientacao de toda a Ultima face com o algoritmo V essapeticdes.
(c) Permutacao dos cantos da Gltima camada com o algoXitre suas repeticoes.

(d) Permutacao das pecas da cruz com o algoritmo VII (A de Bs repeticdes

necessarias.
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MC6 - RepresentacOes Lineares para Grupos Finitos

Ivonildes Marting UFG) & Eunice Candida Rodrigue$UFMT)

Resumo

As representacdes de grupos descrevem grupos abstrateseos de tranformacoes linea-
res de espacos vetoriais. Em particular, uma represemtieE um grupd- nos da um modo

de visualizarmos o grupG@ como um grupo de matrizes.

A teoria das representacdes nada mais & do que o estudeserg&do das possi-
bilidades para concretizar grupos abstratos atravesug@gmatriciais. Assim, &€ importante
porque ela permite que muitos problemas teoricos de grsgjasn reduzidos a problemas
em algebra linear, a qual € bem compreendida.

Representa@es Lineares para Grupos Finitos

A teoria das representacdes € o0 estudo e a descricpossibilidades para con-

cretizar grupos abstratos através de grupos matricibie orpos.

Uma representacao do grupbsobre um corpd’ & um homomorfisme de G

paraGL(n, F'), para algum inteira. Dizemos que é fiel seKerp = {1}.
Grupos finitos possuem representacoes fiéis.

O estudo de um espaco vetoridlcomo F'G-moddulo nos permite compreen-
der o processo de se obter as citadas representacdes,ob@mnna obtencao de outras

representacoes.

A conexao entreF’G-modulos e representacdes @esobre F' € revelada por

meio do seguinte resultado:

Teorema 2.1.Sep : G — GL(nF') &€ uma represent&p deG sobreF eV = F", enfioV
torna-se umF'G-modulo se definirmos a multiplicag vg por

gp =v(gp), paratodov € V eg € G.
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Além disso, existe uma baseale V" tal que
gp = [g]4 paratodog € G.

Assuma qué’ & umF'G-modulo e sej@ uma base d&. Entao a funcao

g9l 9 € G;
€ uma representacao desobreF'.

A matriz [g] , & invertivel com inversgy '] ;.

B

Mostraremos algumas maneiras de constidi-modulos diretamente sem usar
representacao. Para isto, transformamos um espagtavéisobre um corpd’ em umF G-
modulo especificando a acao dos elementos do gfupobre uma basé = {v;,...,v,} e
estendemos a acao por linearidade sobre 6disto €, primeiro definimos;g, para todo
1 <i<n,etodog € G e entao definimos

(AMvp + ...+ A\n)g, A € F

como sendo\; (v1g) + ... + A\ (vn9).

Proposiggdo 2.2. Sejam V' um espaco vetorial sobre um corpéd com base
B = {v1,...,u,} € Gum grupo. Suponha que esteja definida uma multipfioag, para
todov € V,g,h € G,e\; € F,coml < i < n, satisfazendo as seguintes coridis:

1. v; g - V,
2. vi(gh) = (vig)h,
3. Uil = V;,

4, (Mo + .+ A0n)g = AM(v1g) + o + A (v,9).

EnttoV &€ umF G-mbdulo.
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Definicdo 2.3. 1. O FFG-modulo trivial &€ o espaco vetorial/ 1-dimensional sobré”

comuvg = v, paratodov € V eg € G.

2. UmFG - moduloV é dito fiel se a identidade d& & oUnico elementg para o qual
vg = v, paratodov € V.
Um exemplo d&"'G-modulos sao 0$'GG-modulos permutacionais.

Considergs um grupo de permutacao de, ..., n}. Sejal/ um espaco vetorial
n-dimensional sobre um corpd, com bases = {vy,...,v,}. Paracadd < i < n e cada
permutacag € G defina

Vig = Vig-
Entdov,g € V ev;1 = v;. Também, parg, h € G, v;(gh) = (v;g)h.

Estendemos a a acao de cgdmearmente para todgd.

Entaol” & um F'G-modulo, denominadé’'G-mbdulo permutaciongbaraG so-
bre F.

Sep = {v,...,v,} & a base do mbédulo permutacional, entédo para godaG,
a matriz[g]ﬁ possui precisamente uma entrada nao nula em cada linhaecktha e esta
entrada é 1. Uma tal matriz &€ chamauatriz permutacional

Desde que o Unico elemento@ajue fixa todo elementg é a identidade, temos
gue o modulo permutacional & upG-mbdulo fiel

O Teorema de Maschke & um resultado importante na teoriepessentacoes.
Uma consequéncia deste teorema & que fddemodulo € uma soma direta d&--submodulos

irredutiveis.

Teorema 2.4.SejaG um grupo finito, sejd@ = R ou F' = C e sejal/ um FG-modulo. Se
U & umFG-subnddulo, en&o existel um F'G-subnddulo deV tal que

V=UaoW.
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MCS8 - Maxima: Um Completo Programa de Computagao Algébrica

Lenimar Nunes de Andraqe&/FPB)

Introduc ao

Maximaé um programa que executa calculos numéricos e sintshlan desenvolvimento
desde 1969. Seu nome original era Macsyma e foi elaboradtabosatorios do MIT, nos

Estados Unidos, com financiamento de varias agénciasmggwentais norte-americanas.

é capaz de simplificar expressoes algébricas e trigetriras, efetuar calculos
com matrizes e com nameros complexos, construir diveipos tle graficos, fatorar po-
lindbmios, resolver diversos tipos de equacdes e sig@ita

Trata-se de um programa livre. Pode ser copiado, utilizadietebuido gratui-
tamente. Isso faz com queMaximaseja uma excelente ferramenta pedagobgica, facilmente

acessivel a todos.

é considerado um Sistema de Computacao Algébrica dgersd, podendo ser

usado nos sistemas operacionais Windows, Linux e Mac-OS.

Interface wxMaxima

Sao varias as formas pelas qualgaximacomunica-se com o usuario. Neste artigo, citamos
apenas a interface denominada wxMaxima, que & bastangg@aehi intuitiva e facil de se

usar.

Podemos digitar os comandos par&aximalinha por linha, e observar as res-
postas dadas pelo programa. Para iSso, seguimos as ssgegrses:

e Os comandos vao sendo digitados ao lado de (%il), (%i2B)(@&tc. e oMaximavai

dando suas respostas ao lado de (%01), (%02), (%03) etc.
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e Alinha de comando deve ser encerrada com um ponto e virgutara um cifrao. Se
for encerrada com um ponto e virgula, o resultado obtidmétrado imediatamente.
Se for encerrada com um cifrao, o resultado nao sera atsstie imediato, ficando
guardado internamente.

e As operacdes aritméticas basicas sao indicadas giehdmlost, —, * (multiplicacao),
/ (divisado) € (potenciacao).

e A raiz quadrada de é indicada porgrt(x), o logaritmo natural de: & log(z), as
funcdes trigonomeétricas s&on (), cos(z), tan(x), sec(x), cot(x), csc(x) e as trigo-

nomeétricas inversas saein(x), acos(x), atan(x).

e Uma variavel pode ter seu nome formado por uma Unica lemaoc:, y, z, ...o0u
ter um nome longo onde aparecam varias letras, algarisnsasacter de sublinhado

como emexprl, expr2, result_1, result 2, ....

e Podemos atribuir valor a qualquer variavel digitando-sew nome seguido de dois
pontos e do valor da variavelcomoem?2,y : 4,z : —1 ...

e O Ultimo resultado calculado pode ser referenciado porimmbalo de porcentagem
(%).

e As constantes matematicas= 3,14159...,e = 2,71828..., 1 = /-1, ¢ = ”2\/5

sao representadas por %pi, %e, %i e %phi, respectivamente.
e Usamos o comandfioat(z) para obtermos a representacao decimal.de

e Umafuncao pode ser definida utilizando-se:zmcomo no exemplg(x) := cos(z)+
x/5— 3.

Algumas vezes, ao invés de digitar linhas de comando, pedsscolher uma
janela no menu principal e usa-la exclusivamente parsagi@o do comando. O menu prin-
cipal aparece no topo da tela: “Arquivo Editar Célula Maaifquacdedlgebra . . .".

A sequir, alguns exemplos de comandos digitado8aaimg bem como suas
respectivas respostas. Calculamosx< 50 + 8 x 10, fatoramos o resultado em produto de

poténcias de primos, calculames= v/49, b = @ a+b, v = log(cos(%) +sen)) e a
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sua representacao decimal.

(%il) 30 *50 + 8+10;
(%01) 1580

(%i2) factor(%);
(%02) 22 5 79

(%i3) a: sqrt(49)$ b: sqrt(81)/6%  a+tb;

(%03) I

(%i4) x: log(cos(%pi/6) + sin(%pi/4)); float(x);

(%04) log(*2 + )

(%05) 0.45306865422064

Um comando & executado pressionando-se [Enter], [Shitgr] ou [Ctrl][Enter]
nalinha, dependendo do que estiver definido em “Editar/Gordgoes/Enter calcula células”

no menu principal.

Muitos outros exemplos podem ser encontrados nas refasdnibliograficas ou
nas telas de ajuda do proprio programa.

Simplificacao e desenvolvimento de expregss

Expressdes algébricas podem ser simplificadas com o @omansimp(...) e desenvol-
vidas com um comanderpand(...). Se houver alguma funcao trigonométrica envolvida,
entdo a expressao pode ser simplificada comtigsimp(...) e ser desenvolvida com um

trigexpand(...).

(%i6) exl: a"3/((a-b) x(a-c)) + b"3/((b-c) x (b-a)) +
c3/((c-a) = (C('IE))); s p
%08) o T oo on—a T o a0
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(%i7) ratsimp(exl);
(%07) c+b+a

(%i8) ex2:((8  *X2+4 *»x+1)2-(3 *x2+10 *»x+1)"2)/((3 *X 2+11 *x+1)"2-

(3 *X"2+3 *x+1)°2);

(%08) (322 + 4z +1)? — (322 + 10z + 1)?
0

(B2 + 11z +1)%2 — (322 + 32+ 1)2

(%I9) ratsimp(ex2);
3

0 I

(%09) 1

(%i10) v: '(sin(§<)“3 - cogs(x)“B)/(sin(x) - cos(x));

(%010) sin(z)® — cos(x

sin(x) — cos(z)
(%il1) trigsimp(y);
(%011) cos(z) sin(z) + 1

Operagdes com poliomios

Diversas operagcdes com polindmios podem ser efetuamtasodVlaxima A fatoracao é
realizada com um comandactor(...), 0 maximo divisor comum entrge g & feita com um
gcd(f, g) e adivisao com umivide( f, g). O resultado da diviséao é apresentado no formato
[, ] ondeg & o quociente e & o resto da divisao.

Neste exemplo, definimos os polindmigs= z* + 22° — 42> — 52 — 84 e
g = (z +4)(2* + z + 7)?, fatoramos e calculamos o MDC entre eles. Por fim, dividifhos
poraz? + 3z + 7.

(%il2) f. x4 + 2 *X'3 -4 xxX2 -5 xx - 84
(%012) xt 223 — 42® — Sx — 84

(%i13) factor(%);
(%013) (2 =3)(x+4)(2® +2+7)

(%i14) g: expand((x + 4) *(X2 + x + 7)2)
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(%014) 2 + 62t + 2323 + 7422 + 1052 + 196

(%i15) factor(%);
(%015) (x+4)(2* +2+7)

(%i16) ged(f, 9);
(%016) 3+ 522 + 11z + 28

(%i17) divide(f, X2 + 3 sx + 7):
(%017) (22 — 12 — 8, 26x — 28]

Equacgdes e sistemas

Uma equacao pode ser resolvida com um comaude(equacaoyariavel). Podemos di-

gitar uma linha de comando ou fornecer a equacao em umkajarelusiva para entrada
de equacOes. Para obter essa janela de equacoes,eesaslho menu principal do pro-
grama a opc¢ao “Equacdes” e depois escolhemos “Resolvér Resolvemos a equacao
2t — 522 +6 = 0.

(%i18) solve(x’4 - 5 *X'2 + 6 =0, X);
(%018) 2= —V2,2=v2,2=—V3,2 =3

Um sistema pode ser resolvido da mesma forma que uma exjussando co-
locar as equac0des e as variaveis entre colchetes. Resmdw sistema linear formado pelas
equaglesSr + 4y = 2e2x —y = 3.

(%i19) solve([3  *x + 4*y = 2, 2 *x -y = 3], [X, Y]);

(%019) [z =4 y=—2]

Equacdes mais complicadas podem ter raizes no integiomndintervaloa, b|

encontradas com um comaniiiud_root(equacaoyariavel,a,b). Neste exemplo, determina-
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mMos uma raiz da equacao $&n) — 2ser(x) = 1 no intervalo[—1, 1].

(%i20) find  _root(sin(3  *x) - 2 xsin(x) = 1, x, -1, 1);
(%020)  —0.86437521331831

Operagdes com matrizes

E possivel fornecer uma matriz Maximacom um comandmatrix([linhal], [linha 2], ...)

ou através de uma janela especifica, obtida nos italgebra” e “Introduzir matriz...” do
menu principal. A multiplicagao de matrizes pode seiafedm um ponto como em.B, o
determinante com um comandeterminant(...) € a inversa com um comandevert(...).

Definimos neste exemplo uma matfiz e calculamos seu determinante e sua matriz inversa.

(%i21) M: matrix( [-3,7,1], [4,5,0], [10,2,-5]);

-3 7 1
(%021) 4 5 0
10 2 -5

(%i22) determinant(%);
(%022) 173

(%i23) invert(%);

_ 2 31 _ 5
173 173 173

%023 20 5 4
( ) 173 173 173
_ 42 76 _ 43

173 173 173

(%i24) M . M;

A7 16 -8
(%024) 8 53 4
—72 70 35

(%i25) I: matrix( [1,0,0], [0,1,0], [0,0,1]);
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100
(%025) 010

0 0 1
(%i26) P: x =*1 - M$ expand(determinant(P));
(%026) 23 + 322 — 63z — 173

Graficos

O Maximaconstroi varios tipos de graficos planos ou tridimenaisnA construcao do mais
simples tipo de grafico plano come [a,b] ey € [c,d] pode ser feita com um comando
plot2D(funcao,[x, a, b], [y, ¢, d]) . Mais de um grafico podem ser construidos em um

mesmo sistema de eixos, bastando colocar a lista de fargt®lvidas entre colchetes e
separadas entre si por virgulas.

Neste exemplo construimos os graficos de senxjy) e tgz) comz ey
variando de-5 a 5. Uma janela exclusiva para a digitacao dos dados do geafiode ser
obtida com a opc¢ao “Grafico” do menu principal, depoiodsndo-se “Grafico2D . ..".

(%i27) plot2D( [sin(6 *X), sec(x), tan(x)], [x, -5, 5], [y, -5,
5] );

Uma opcao comgcolor, green] pode ser acrescentada para alterar a cor do
grafico ou
[style,[lines, 5]] para alterar a largura do traco.

Gr aficos tridimensionais

O gréfico tridimensional de uma fun¢g¢z, y), comz € [a,b] ey € ¢, d] pode ser cons-
truido com um comandplot3d(f(x,y), [X, &, b], [y, a, b], opges)ou fornecendo-se os dados
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do grafico nas janelas “Grafico” e “Grafico3D ..."” no meninpipal.

(%i28) plot3d(cos(x) * sin(y),[X,-5,5],[y,-5,5],
[palette,false],[color,red,blue]);

Se a superficie for definida por equacdes paramétriegmssivel construi-la
fornecendo-se as equacdes entre colchetes.

(%i29) plot3d( [u *Ccos(v), u *sin(v), v], [u, 0, 3], [v, 0, 10]
);

Depois de construido, um grafico tridimensional pode sadg pressionando-se
o botao damouse e arrastando-o0 para uma nova posi¢ao.

Limites

O limite de f(z) quandor tende ar, & calculado com um comandonit(f(x), z, xy). O
infinito pode ser codificado panf e 0 menos infinito pominf. Se for colocado um apostrofo

antes do comando, ele sera apenas mostrado, mas na@dalcul

(%i30)  limit(sin(4 *X)/X, X, 0);
(%030) 4

(%i31) limit((1 + 3/n)"n, n, minf);
(%031) %e’

(%i32) limit( sqgrt(x + sgrt(x)) - sqrt(x), x, inf);
(%032) ggo\/x+f—\/a?

(%i33) limit( sqgrt(x + sqrt(x)) - sqrt(x), X, inf);
(%033) 1

2
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Derivadas

A derivada def (x) com relacdo a pode ser calculada com uif f(f(z),z). Se for colo-
cado um apostrofo antes do nome do comando, ele ndo saratado.

(%i34) diff(x’7 + 11 *Sin(x), X);
(%034) 11 cos(x) + 7

(%i35) diff(cos(x’5), x) = diff(cos(x'5, X):

(%035) 4 cos(x®) = —5x* sin(z?)

Derivadas parciais e derivadas de ordem superior tambéenpser calculadas,
conforme mostrado nos seguintes exemplos:

(%i36) diff(3  *x + 5+y3)7, y):

(%036) 105y (5y> + 3z)°

(%i37) diff(tan(x), x, 6);

(%037) 32sec(x)? tan(z)® + 416 sec(x)* tan(z)? + 272 sec(z)® tan(z)
(%i38) f(x, y, z) = X3 * y4 *« 775 $

(%i39) diff(f(x, vy, 2), X, 2, vy, 2, z, 3);
(%039) 4320x1%2>

Integrais

Integrais definidas effa, b] podem ser calculadas com comando dotipegrate(f(x), z,a,b).
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(%i40) integrate( x4 * c0S(X), X);
(%040) /ZE4 cos(z)dx

(%i41) integrate( x4 * c0S(X), X);
(%041) (z* — 122”4 24) sin(x) + (42 — 24x) cos(z)

(%i42) integrate(x’5, x, a, b) = integrate(x’5, x, a, b);
b b6 6
(%042) / Pdr = — — L

6 6
(%i43) integrate(%e”(-x"2), x, 0, inf) = integrate(%e"(- X"2),
X, 0, inf);
(%043) / e_xde:g
0

Equagdes diferenciais

O Maximapossui varios comandos para resolucao de equactmemifais. Um deles, o
ode2(EDO,varl,var2) resolve equagdes diferenciais ordinarias EDO de pranei se-
gunda ordens, comurl sendo a variavel dependente®2 a independente. Neste caso, é
preciso que se digite um apostrofo antes das derivadassdllagdes, dMaximaapresenta
as constantes genéricas como sefdp%k1, %k2 etc.

(%i44) eqnl: ‘diff(y, x) + 4 *y = cos(X);
(%044) diy + 4y = cos(x)
X

(%i45) ode2(eqnl, v, x);4 .
(%045)  y = Y dr <%6 *(sin(w) + 4 cos(z)

17
(%i46) ean2; diff(y, x, 2) - 5 «'diffy, X) + 6 = O;
d

d
%046 —y—5(— 6=0
(%046) -~y (dxy)Jr

(%i47) ode2(eqn2, vy, X);
(%047)  y = %k1%c™ +

+ %c)

30z + 6

2
oF + %ok
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Programacao com oMaxima

O Maximapossui comandos que permitem que ele seja usado tambénucaarimmguagem
de programacao, permitindo que sejam elaborados pr@graom essa linguagem. Alguns
comandos para programacao Sao:

e if condicao then comandol else comando2: executa comandol se a condigao for
verdadeira ou o comando2 se a condicao for falsa.

e print(“mensagem1”, variavell, “mensagem?2”, variavel2, ...): mostra uma ou varias

mensagens entre aspas seguidas dos valores de uma owsE&&easis.

e for variavel from inicio thru término step passo do comando: o comando forne-
cido depois do do & executado para cada valor da variaweterwalo [inicio, termino]
com passo dado.

e while condicdo do comando: executa o0 comando enquanto a condicao for verda-
deira

e block([variaveis locais], comandol, comando2, ..., return(valor)): permite constru¢ao
de um bloco de comandos. Se houver um comando return(vatago o valor & re-
tornado; senao, & retornado o tltimo valor calculadolood

Exemplos:
e if z > 2 then print(*maior do que 2”) else print(*menor ou igual a;2")
e for k from 1 thru 20 step 2 do print(k);

e f(x) := block(%if = < 2 then return(1) else return(x*f(x-1)));

e X: 1; while (z < 30) do (print(factor(x)), x: x+1);

De onde copiar

O Maxima tem sua propria pagina na Internet, no endereco
http://maxima.sourceforge.net/download. htiabenominad&axima, aComputelAlgebra
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System” e a partir dela pode-se copiar o programa (cerca deeg@bytes), alem da sua
documentacao em diversos idiomas.
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MC13 - Distribuicoes de Probabilidade e Aplicacdes

Fabiano Fortunato & Simone Vasconcelg$~G)

Resumo

Neste mini-curso introduziremos o conceito de variavehtiria e a partir dai, apresentare-
mos algumas distribuicOes de probabilidade. Seraadaloais distribuicdes de probabilidade
discretas: Bernoulli, binomial, Poisson e geométrica, @@mplo e distribuicdes de pro-
babilidade continuas: exponencial, uniforme, normatrecnutras. A proposta principal
do mini-curso € deixar claro a aplicabilidade destas ibisgdes em alguns modelos ma-

tematicos simples.

Introdug ao

Ao empregarmos matematica para estudar algum fendmepbs#vacao, € necessaria a
construcao de um modelo mateméatico adequado. Existésnigdos de Modelos Matemati-

COsS:

A Modelos deterministicos:

As condi¢Oes sobre as quais 0 modelo &€ executado detamurresultado do expe-
rimento, ou seja, espera-se obter um determinado resul@addo as condi¢cdes do
experimento.

Exemplo 2.5. Considere o experimento de verificar o tempo nedsst, para um
veiculo percorrer uma digtncia fixa,d, sob uma velocidade constante,

Comov = %, enfiot = % Se o experimento for repetido um cerianmero de vezes,
espera-se sempre observar valoredpmos de, obtidos peladrmula acima.

B Modelos probabilisticos ou nao-deterministicos:
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As condi¢des do experimento determinam somente o coarperito probabilistico
do resultado observavel, ou seja, nao se sabe qual sygaticular ocorrera. Este
modelo & caracterizado por:

1. O experimento podera ser repetido indefinidamente soieamas condicdes;
2. E possivel descrever o conjunto de todos os resultados/pisso experimento;

3. Nao & possivel determinar um resultado individuabgeeemento, porém, quando
0 experimento for repetido um numero grande de vezes, uguaréade sur-

gira.

Estamos interessados no estudo de modelos probab#istkdguns exemplos

e F,: Jogue um dado e observe o numero mostrado na face superior;
e F,: Jogue uma moeda até que se obtenha cara pela primeira vez,

e F3: Umalampada é fabricada e em seguida é testada quantagaduregistrando o

tempo decorrido (em horas), até queimar.

Espaco Amostral

O conjunto de todos os resultados possiveis do experingecb@amade@spaco amostrag
sera denotado pd&t. Para os trés exemplos descritos anteriormente tempeatasamente:

o O ={1,2,3,4,56};

o Oy ={(c,c,c,c), (k,c,c,c),(c,k,c,c),(c,c, k,c), (c,c,c, k), (k,k,c,c), (k,c, k, c),
(k,c,c.k), (e, k,k,c), (e, k,e k), (e,e,k, k), (e, k, k k), (k,c,k, k), (k, k,c, k),
(k,k,k,c),(c,c c c)}, ondec representa caralerepresenta coroa;

e (23 ={t|t >0}, ondet representa o tempo de duragdo da lampada.

O espaco amostral de um experimento pode ser finito, infentomeravel ou

infinito nao-enumeravel.
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Evento

Considere um experimenid, e um espagco amostral associ&add=Entao, umeventoA & um
subconjunto do espagco amostfglou seja, € um dos resultados possiveis do experimento.

O proprio espac€ e o conjunto vazi¢) sao exemplos de eventos.

No exemploE,, considere o eventd em que mais caras que coroas ocorrem.

EntaoA € o subconjunto d€, representado por

A=A{(c,c,c,c), (k,c,c,0), (c,k,c,c),(c,c,k,c),(c,c e k)}.

Se( é finito ou infinito enumeravel, qualquer subconjunto padeer conside-
rado um evento. S@ tem exatamente elementos, entao existem exatameXitsubconjun-
tos (eventos) d&. Sef? & infinito ndao-enumeravel, nem todo subconjunto poderaonsi-
derado um evento. Este assunto porém, vai além do que sja dgplorar neste mini-curso,
mas trabalharemos apenas com eventos possiveis em £gpagsirais nao-enumeraveis.

Algumas combinacdes de eventos também sao eventos:

1. SeA & um evento, entad“ & o evento que ocorre se, e somentel S&0 ocorre;

2. SeA, A, ..., A,, ... @uma colecao finita ou infinita de eventos, entao o evefitpA;

ocorrera se, e somente se pelo menos um evénbaorrer.

3. SeAy, Ay, ..., A,, ... € uma colecao finita ou infinita de eventos, entéo o eveitpA;

ocorrera se, e somente se todos 0s eveatasorrerem.

Exemplo 2.6.Um dispositivo elefinicoé ensaiado e o tempo total de servigpregistrado,
em horas. Eréo
Q={t|t>0}.

Considere os eventos :
e A: O dispositivo funciona menos de0 horas.
e B: O dispositivo funciona no mimo 50 horas e no &ximo200 horas.

e C: O dispositivo funciona mais de&0 horas.
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Entio

o A={t|0<t<100}
o B={t|50<t< 200}

o C'={t|t>150}

Consequentementd,u B = {t | 0 < ¢ < 200},
BNC={t]150 <t <200} eC={t|t <150}

Frequéncia Relativa

Nao é possivel afirmar com certeza se um evehtacorrera ou ndo. O objetivo entao &
associar um nimero ao evertaque medira a chance de o evert@correr. Uma primeira
tentativa seria da seguinte maneira: Considere um expetinterepetidon vezes. e seja
A um evento associado @, onden 4 representa o numero de vezes guecorreu nas

repeticdes. Definimos
na
n

fa=
como sendo &equencia relativado eventoA nasn repeticoes dé/. A frequéncia relativa

apresenta as seguintes propriedades:

LO0<fa<1

2. SeA e B sao eventos mutuamente excludentég,g & a frequéncia relativa do evento
AU B, entaofaup = fa + 5.

3. A medida que o nimero de repeticdesdo experimentd cresce, a frequéncia re-
lativa baseada neste numero tende a se estabilizar ppaieénalgum valor numérico
definido.

E evidente que a frequéncia relativa fornece uma infoémarecisa da chance
de um evento ocorrer e este valor se estabilizara para umenmoigrande de repeti¢oes.
Porém, existem duas complicacdes: A primeira & queénpreciso quao grande deve ser
n para que se escolha a frequéncia relativa como medidorateeh A segunda € que nao

gueremos que o numero varie de acordo com a sorte como e dad&®equéncia relativa.
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Probabilidade

Deseja-se obter o medidor de chance de um evento sem sesa@@zescorrer a experimentacao.

Formalmente, apresentamos este nUmero da seguinte maneir

Definicao 2.7. SejaE um experimenta) um espac¢o amostral associaddza Para cada
eventoA, associamos umimero real , representado pét(A) e denominado probabilidade
de A e satisfaca as seguintes propriedades:

1. 0< P(A) <1;

3. SeA e B sao eventos mutuamente excludentesi@f( AU B) = P(A) + P(B);
4. SeA,, Ay, ..., A, ... A0 eventos dois-a-dois mutuamente excludenteBo et ; A;) =

ZP(Ai).

Observe que as propriedades de probabilidade sao sugypeties propriedades
de frequéncia relativa. A definicao acima apresentanaégupropriedades da probabilidade
de A, mas ainda nao sabemos como calcular probabilidadesaguiopriedades que inde-
pendem da maneira qu& A) & calculada s3o:

1. Sef) for o conjunto vazio, enta® () = 0;
2. SeA° & o complementar dé, entaoP(A°) =1 — P(A);
3. SeA e B sao eventos quaisquer, entdpA U B) = P(A) + P(B) — P(AN B);

4. SeA C B, entaoP(A) < P(B)

Uma maneira de calcular a probabilidade de um evdntande o espago amos-
tral €2 € finito & da seguinte maneira:

P(A) = guantidade de casos favoraveid ao experimento
~ quantidade de casos possiveis no experimento
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De fato, para se calcular a probabilidade de qualquer edention experimento
onde() é finito, ou sejaf) = {ay,ao,...,a,}, basta determinar a probabilidade de cada
evento{q;}. Para cada = 1,...,n, considereP(a;) = p;. Entdop;, > 0,¥vi = 1,...n e

p1 + p2 + ... + p, = 1. Qualquer outro evento € constituido de elemeantos

Exemplo 2.8.Um dadcg langado e todos os resultad@osgualmente praaveis. Calcule a

probabilidade de sair umimero maior qué. Temos? = {1,2,3,4,5,6}, ondeP({1}) =

P({2}) = ---P({6}) = %. Considere o eventd: sair um rimero maior quet. Ento

P(A) = P({5,6}) =t + 1 =1

Vari aveis Aleabrias

Nao necessariamente, o espaco amostral de um deterneveto € constituido de niUmeros,
como € o caso do exemplg,. Contudo, em muitas situacdes deseja-se obter um @gistr
numeérico dos eventos de um espaco amostral. Basta atniisium nimero a cada resultado
nao numeérico do experimento, ou seja, deseja-se assmeiatimero reat a cada elemento
do espaco amostral. No caso do exemiglppodemos definir uma funca® que associa a
cada elemento do espa¢co amosirala quantidade de caras. Logo

e X((c,c,c,0)) =4

X((k,c,c,c)) = X((¢, k,c,c)) = X((c,c,k,c)) = X((¢,e,¢, k) =3;

X((k kyc,c)) = X((k,c,k,0) = X((k,c,c, k) = X((¢, k, k,c) = X((¢, k,c,k)) =
X((c,c,k, k) = 2;

o X((c,k,k k) = X((,c,k, k) = X((k, k,c.k)) = X((k, k, k, ¢)) = 1;

o X((k,k,k,k))=0.

Temos entao a seguinte definicao:

Definicao 2.9. SejaE um experimento € um espago amostral associado ao experimento.
Uma fun@o X, que associa a cada elementowde 2 um rimero realX (w) & denominada
variavel aleabria.
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Note que variaveis aleatorias, apesar da terminologidajsratam-se dengdes
Nem toda funcao de um espaco amosiramR & uma variavel aleatoria, mas trataremos
apenas de fungcdes que sao variaveis aleatorias. Paratamento completamente numérico
do experimento, podemos considerar o espa¢o amostralpagoigento como sendo a ima-
gem da variavel aleatorid, que & um subconjunto dos nUmeros reais. No exemplo acima,
tomandoX o niUmero de caras obtidas nos 4 lancamentos, poderiamsglerar o espaco
amostral0, 1,2, 3,4},que & aimagem d¥. Para que a correspondéncia efitre o contra-
dominio deX, denotado poRky seja aceitavel do ponto de vista probabilistico, precsa

identificar cada evento de com um evento d& x e vice-versa.

Definicao 2.10.Considere um experimentoe seu espaco amostri@al SejaX uma varavel
aleabria definida enf) e sejaR x seu contradommio. SejaB um evento definido em relag
a Ry, ouseja,B C Rx. Enfo o evento equivalente/a ems? & definido por

A={we Q| X(w) € B}.

A seféa constitido de por todos os resultados é€ipara os quaisX (w) € B.

Trabalharemos entdo com duas classes de variaveisrédsarariaveis aleabrias
discretas, onde o espaco amostra € finito ou infinito enumeravelaréaveis aleabrias
confinuas onde o espaco amostral € nao enumeravel. Em cada,obstgdaremos os ti-
pos de variaveis aleatbrias mais conhecidas por sereis gcoaiumentes encontradas em
experimentacoes.

Antes de apresentar alguns modelos discretos e contipremssamos entender
0 que € umduncao de probabilidade umadensidade

A funcao de probabilidade de uma v.a. discreta & umagiiggie atribui proba-
bilidade a cada um dos possiveis valores assumidos pédaetaisto &, sendd uma v.a.

com valoresey, s, ..., temos para= 1,2, ...

Note que
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0<p(z)<LVi=12... e Y pla;)=1
A densidade de uma v.a. continua & uma funcao naoiwagatial que
F(z) :/ f(t)dt, paratodox € R,

ondeF & a fungao de distribuicao de.

Observe que

flz) >0, vz eR e /OO ft)dt =1.

Estamos prontos para introduzir alguns modelos discretostgnuos importan-

tes.

Principais Modelos Discretos

Em estudos sobre a eficacia de uma nova droga, o nUmero afeaccurados entre o
namero total de pacientes que utilizaram tal droga, segueximadamente uma distribuicao
binomial. Nos processos de controle de qualidade, o nudeitens defeituosos em uma
amostra extraida de um dado lote, pode ser modelado coma.amhbipergeométrica. O
namero de células brancas de uma quantidade fixa da andessangue de um individuo,
€ usualmente aleatorio e pode ser descrito por uma digt#id de Poisson. Veremos agora,
algumas distribuicdes de probabilidade importantegera exemplos de aplicacao.

Modelo Uniforme Discreto

Uma v.a. segue o modeilmiforme discretpcom valoresey, .. ., x;, Se tem funcao de pro-
babilidade dada por

p(l’i):—,, Zzl,,k?
7

A notacao &X ~ U,[A], comA sendo o conjunto de seus valores.
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Exemplo 2.11.Langcamos um dado honesto e observamos a face que ocorred. é&Sa
v.a. que anota a face ocorrida, @wt X ~ U,[A], comA = {1,2,3,4,5,6}. Neste caso, a
funcdo de distribui@oép(z) = 1/6, paraz =1, ...,6.

Modelo Bernoulli

Uma v.a. segue o modeBernoulli se assume apenas os valores 0 ou 1. Sua funcao de
probabilidade & dada por:

p(l)=P(X=1)=p e p0)=PX=0)=1-p,

onde0 < p < 1 (comumente chamada geobabilidade de sucesso0A notacao é:X ~
Bernoulli(p).

Usualmente, denominamos pamsaio de Bernoullio experimento que tem res-
posta dicotdmica do tipo sucesso-fracasso.

Exemplo 2.12.No langcamento de uma moeda, defina a v.a.:

1, secara
X =

0, se coroa

Dessa forma,X ~ Bernoulli(p), ondep = P(cara). Se a moeda for honesta, &ot
p=1/2.

Modelo Binomial

SejaX o nUmero de sucessos obtidos, na realizacaoatesaios de Bernoulli independentes.
Diremos que a v.a.X segue o modeldinomial com parametros e p e sua funcao de
probabilidade & dada por:

p(z) = P(1—p)" ™ x=01,...n
x

A notacao utilizada éX ~ B(n,p).
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Exemplo 2.13. A taxa de imunizeip de uma vacin& 90%. Se um grupo de 10 pessoas
forem vacinadas, desejamos saber o comportamento prosiadnl do rumero de pessoas
imunizadas neste grupo. Seja X a v.a. de interesse. Paramaskoa do grupo, a proba-
bilidade de estar imunizada 0,9 e admitimos, ainda, indepénttia entre os resultados de

varias pessoas vacinadas.

Dessaforma, temas ~ B(10;0,9), em que sucesso correspordenuniza@o.

A probabilidade, por exemplo, de 9 pessoas estarem imuss&ad

P(X =9)=p(9) = 0 (0,9)°(0,1)" = 0, 387.

Modelo de Poisson

Uma v.a.X segue o modelo de Poisson de paramgtro(, se sua funcao de probabilidade

for a seguinte:

—AAk
P(X:k;):ek! L k=0,1,...

Usamos a notacad ~ Poisson()). O parametro\ indica a taxa de ocorréncia por unidade
de medida.

Exemplo 2.14.Durante um experimento de laboéaito, o nimero nédio de pariculas que
passam por um contador em um @silmo de segundoquatro e segue 0 modelo de Poisson.
Seja X av.a. que conta aimero de paitulas que entram no contador. A probabilidade de
gue seis paitulas entrem neste contador em um dad@siiho de segunda

—446
P(X =6)="° - = 0,104

Na proxima secao, o objeto de estudo sao as distobsigie probabilidade

continuas.
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Principais Modelos Confnuos

Nesta secao sera apresentada a mais importante digiolide probabilidade que descreve
uma v.a. continua: a distribuicao normal. Esta distgho € utilizada para modelar altura e
peso das pessoas, medi¢des cientificas e indices piatricos, por exemplo. A distribuicao
exponencial também sera abordada; a sua utilizac@orpadelar o tempo de vida de equi-
pamentos elétricos e a importante propriedade da “faltaei®@oria” nao serao deixadas de
lado.

Modelo Uniforme Continuo

Dizemos que a v.aX segue o modelaniforme corithuono intervaloja, b], cuja notacao &

X ~ U.la, b], se sua densidade for dada por

se a<zx<b

1
b—a’
flo)=9 " L
0, caso contrario

Exemplo 2.15. A maioria das linguagens de computador gantuma fungo que pode ser
usada para gerar ameros aledirios. No Excel, a furfip ALEATRIO pode ser usada para
gerar numeros aledirios entre 0 e 1. Admitindo-se que X denota urmero gerado por esta
funcdo, enfio X ~ U.[0, 1]. A probabilidade, por exemplo, de se gerar uaimero aleabrio
entre 0,10 e 0,3@:

0,30
P(0,10 < X < 0,30) = / 1dx = 0, 20.

0,10

Modelo Exponencial

A v.a. X segue o modelexponenciate parametra > 0, se tiver densidade dada por:

e ™ se x>0
flz) =

0, caso contrario
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A notacgao utilizada éX ~ Exp(\). O parametro\ indica a taxa de ocorréncia por unidade
de medida.

Exemplo 2.16.Um servigo de atendimento ao consumidor (SAC) recebe alfesnie-
lefonicas num intervalo de tempo, em horas, que segue umabdigitd exponencial com

A = 5. Neste caso, o pametro) pode ser interpretado como sendo uma taxa de 5 chama-
das por hora. Definindo X como daimero de chamadas recebidas, a probabilidade de um
intervalo entre chegadas ter dur@g inferior a 30 minuto€ dada por:

1/2
P(X <1/2) = / 5e " dx = 0,918.
0

Esta distribuicao também pode ser utilizada para modetampo de vida (til
de equipamentos eletrdnicos. Vale ressaltar tambéma dgiistribuicdo exponencial goza da
propriedade da “falta de memoria”, ou em linguagem matemaseX ~ Ezp()\), entao
PX>t+s|X>s)=P(X >t); t,s>0.

Modelo Normal

Uma v.a. segue o modetmrmalse sua densidade é a seguinte:

1 (z—p)?
flo) = —=e 22,

C oV2r
comyu € Reo > 0. Usaremos a notagd® ~ N (u, 0?).

Os parametrog e o sao, respectivamente, a média e a variancia da variavel

aleatoria.

Exemplo 2.17.Uma indistria fabrica Bmpadas queém vidadutil, antes de queimarem,
normalmente distribidas com radia igual a 800 horas e desvio-paudr de 40 horas. Se
X representa a vidaitii de uma &mpada, em horas, € a probabilidade de que essa
lampada queime entre 778 e 834 hoeas

P(778 < X < 834) = P(—0,55 < Z < 0,85) = 0, 511,

ondeZ & a normal-padéo (u = 0 ec? = 1).
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MC14 - Teorema da Base de Hilbert e Ideais Simétricos

Eudes Ariinio da CostgUFT)

Resumo

Sabemos que sobre um corfig todo ideal do anel de polindmios eR[x] & principal, ou
seja, todo ideal d&’[x| & gerado por um Gnico elemento. Um resultado mais genat éaglo
ideal deR,, = K[z, s, ..., z,| € finitamente gerado, ou seja, & Noetheriano, este fato &
conhecido comdeorema da Base de Hilbert, 1890Para essa demonstracao utilizaremos

0 método dos conjuntos parcialmente bem-ordenados.

Exporemos também que todo ideal simétrico da subalgsbratrica deR,, &

também finatemente gerado.

Comentaremos ainda resultados recentes de IS)sinyariancia na algebra po-
linomial sobre um corpd< em um conjuntoX = {zy,z,...,2,,...} enumeravel de

variaveis.

Introdug ao

SejaK um corpo,X um conjunto nao vazio e sefa= K[X| a algebra polinomial sobre o
corpo K no conjuntoX de variaveis. Consider& = {z,x,...,x,} finito. Entdo, pelo
teorema da base de Hilbertcada ideal de K[ X]| & finitamente gerado.

SendoX = {1, zs,...} um conjunto infinito contavel. Claramente,= K[X]
contém ideais que nao sao finitamente gerados. Por egemigeal/ = (xq, z5,...) N0 &
finitamente gerado el = K[X]. No entanto, cada ide&lym(N)-invariante de/{ [ X |, ou
seja, um ideal invariante por permutagcdes no conjuhtde variaveis € finitamente gerado
(como ideal SymN)-invariante). Por exempld, = (z1, z2,...) = (7(z1)|T € Sym(N)),
isto &,1 & gerado como um idealym(N)-invariante, porr;.

Teorema[Cohen, 1967 [2]; Aschenbrenner e Hillar, 2007 [1]] S&aim corpo
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e sejakR = K|z;|i € N] a algebra polinomial. Entao cada idéat: R Sym(N)-invariante &

finitamente gerado como ideélym (N)-invariante.

Este fato foi provado por Cohen [2] em 1967 e redescober&pieinidentemente
por Aschenbrenner e Hillar [1] em 2007.

O trabalho de Cohen foi motivado pelo problema da base fiaita @s identida-
des de grupos e os resultados de Aschenbrenner e Hillar poages em Quimica e em

Estatistica Algébrica.
Agora sejaX = {z;;|1 <i < n,j € N} o conjunto de: familias variaveis. O
grupoSy = Sym(N) (o grupo de todas as permutagoesiénage emi,, Porr(z;;) = ;-(j)

para cada € Sy, para cadd < i < n e paratodos og € N.

Um subconjuntd” de R,, € chamaddsym(N)-invariante, ser(V) = V, para

todor € Sy.

Teorema[Cohen, 1987 [3]; Hillar e Sullivant, 2009 [5]] Sef& um corpo e seja
R, = Klz;;|1 <i < n,j € N] a algebra polinomial. Entdo cada iddat- R,, Sym(N)-
invariante & finitamente gerado como id&ain(N)-invariante.

Abordaremos estes resultados utilizando o método do otogyparcialmente

ordenados.
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ST1- Superficies minimas no espac¢o Euclidiano tri-dimenai

Thamara Policarpo Mendes & Rasgela Maria da SilvdUFG)

Resumo

Neste trabalho sera apresentado um estudo introdutdini@ superficies e posteriormente

seratratado o assunto sobre superficies minimas elaegna espaco Euclidiano tri-dimensional

e introduzidas algumas formas de representacao que maggeonstruir novos tipos de su-
perficies minimas, a saber, as representacdes de &négierstrass e de Monge.

Introduc ao

Em 1760 Lagrange introduziu a nocao de superficiesmasiquando propds o
problema de encontrar uma superficie de area minima aomtefra dada por uma curva fe-
chada sem auto-interse¢des. Lagrange nao deu nenhumplexaém do plano. O catendide
e 0 helicbide sao exemplos de tais superficies e foramadorzidos por Meusnier em 1776.

Em 1835 Scherk encontrou novos exemplos.

Na primeira secao serao apresentadas algumas dene@lguns resultados

sobre a teoria local e global das superficies que nos peaméfinir uma superficie minima.

Na segunda secao serao apresentados a definicao, leseaglguns resultados

relacionados a tais superficies.

E finalmente, na terceira se¢ao serao apresentadasveesfde representacao de

Enneper- Weierstrass.

AnaisdaSemanalo IME/UFG - ISSN2317-5591 - 172 -




Thamara Policarpo Mendes & Rosangela Maria da Silva ) ] o o ]
Superficies minimas no espaco Euclidiano tri-dimemesio

Superficies Regulares

Teoria Local de Superiicies

Nesta secao serao introduzidos alguns conceitos iees para a compreensao de su-

perficie em um espaco Euclidiano tri-dimensional.

Definicao 2.18.Uma curva parametrizada diferenével do planoé uma aplicago dife-
renciavel o de classe”>, de um intervalo abertd ¢ IR emIR?. A variavelt ¢ I é dita
parametro da curvae o subconjunto dé?* dos pontosx(t), t € I & chamaddrago da

curva.

Definicao 2.19. Definimos localmente unsuperficie parametrizada regulacomo sendo

uma aplica@oo X : U C IR? — IR?, ondeU & um aberto ddR?, tal que:

a) X é diferencavel de classé'™;

b) Para todoq = (u,v) € U, a diferencial deX emgq, dX, : R* — IR &
injetora.

As variaveisu, v sao ditagparametrosda superficie. O subconjunt® de I??

obtido como a imagem d& & denominado comwaco de X .

Definicao 2.20.Se X & uma supeftie parametrizada regular, diremos que um vetode
IR? étangentea X emq = (ug, vy) sS€w = a (1), ondea(t) = X (u(t),v(t)) € uma curva

da supericie, tal que(u(ty), v(to)) = (ug, vo).
Exemplo 2.21.A aplicag@o
u2 112
X(u,v) = <u,v,¥ + 6—2)

onde(u, v) € IR* ea eb S0 constantesa nulasé uma aplicado diferencavel e os vetores

X, =(1,0,2%) eX, = (1,0, %) sdo linearmente independentes para tddov) € k>,

Defini¢ao 2.22.Plano tangentea X em(ug, v9) &€ 0 conjunto de todos 0s vetores tangentes

a X em(ug, vp), que denotamos pdr, X, ondeg = (ug, vp).
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Observamos que neste caso que o plano tangente & definicdimérs go dominio

e nao no traco d&'. Veremos mais adiante que isso se difere na teoria global.

Proposigdo 2.23. Seja X (u,v) uma supeiitie parametrizada regular @ = (ug, vo9) NO
dominio de X. Ento 7, X & o conjunto de vetores obtidos como combinagao linear de

Xu(ug, vo) € X, (ug, vo).

derivando parcialmente em

Um vetor & ditonormala uma superfici& em um ponto, quando €& ortogonal a

T,X, isto &, quando & ortogonal a todos os vetores tangentes a

Definicao 2.24.Dado um plano tangent& uma supeitie podemos definir uma aplicag
N : U — IR? denominadaplicagdo normal de Gaussdefinida por:

Xy xX
N _ fu v
(u,v) X, % X,| (u,v),
cuja imagem eétcontida na esfera uréitia centrada na origem.

Definicdo 2.25.SejaX : U C IR? — IR? uma supeiitie parametrizda regulai/q € U, a
aplicagdo

I,:T,X - R
w — I(w) = (w,w) = |w|*
é denominadarimeira forma quadiaticade X emg.
Dada uma superfici& entdo um vetow € 7, X € da forma
w = aX,(ug, vo) + bX, (o, vo)
ondea, b sao constantes reais. Logo, aplicando a primeira formdrgtiaa temos
I,(w) = a®E(ug, vo) + 2abF (ug, vo) + b*G (ug, vo)

onde
E(u()?UO) = <Xu7Xu> (u07U0)7
F(u()v UO) = <Xua Xv> (an UO)a

G(u()v UO) - <Xva Xv> (an UO)-
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Definicdo 2.26.SejaX : U C IR* — IR® uma supeitie parametrizada regular. Fixado
q = (up,v9) € U, asegunda forma quadaticade X emq & uma aplicago /1, : T,X — IR,
que para cada vetow € 7,X associall,(w) da seguinte forma: se(t) = X (u(t),v(t))
& uma curva diferenaivel da supeitie, tal que(u(ty),v(ty)) = q € a'(ty) = w, enBo

definimos/ I, (w) = (" (t), N(ug, vo)), ondeN & o vetor normal aX.

Aplicando a segunda forma quadratica em um vetdf,dé temos

I, (w) = <a” (to), N (uo, U0)> = a’e(ug, vo) + 2abf (ug, vo) + b*g(ug, vo)

onde
e(ug, vo) = (Xuu, N) ,
f(uo,vo) = <Xuv,N> )
g(ug,vo) = (Xpp, N) .
Podemos agora definir curvatura de uma superficie quaridmuzidas a pri-

meira e segunda forma.

a) Curvatura Normal. SejaX(u,v) uma superficie parametrizada regular e
q = (ug,vp). A funcao curvatura normal em g & uma aplicag¢go 7,X — {0} — IR que,

para cada vetar € 7, X nao-nulo, associa

A curvatura normal em um pontpaplicada no vetorv, & a curvatura de uma

seccao normal a superficie no poptoa direcao do vetap.

b) Curvaturas Principais. E possivel provar que a curvatura normal admite
valores de maximo e minimo. Sendo assim definimos as ewasprincipais de uma su-

perficie X como tais valores.

c) Curvatura de Gauss.Definimos a curvatura de Gaussem uma superficie
X como o produto dé; por k, isto e K = k;k,. Podemos verificar que a curvatura Gaus-

siana de uma superfici& satisfaz em termos da primeira e segunda forma quadratica a
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seguinte equagao
eg — f?
K=——-.
EG — F?

d) Curvatura M édia. Definimos curvatura médid em uma superfici& como

a média aritmética entrg ek,, ou sejaH = ’“—Jg’” Em termos da primeira e segunda forma

temos
_leG-2fF + Eyg

" 2 EG-F7?

Teoria Global de Superifcies

Temos agora tudo o que precisamos para definir e avaliatadeslsobre superficies
minimas, mas antes & preciso resaltar algumas propasdgadbais sobre superficies regu-

lares. Segue abaixo a definicao global de superficie.

Definicdo 2.27.Um subconjunted C IR € uma supeftie regular se, para cada € S,
existe uma vizinhan¢® dep em R* e uma aplicago X : U — V N S de um abertd/
de IR? sobreV N S C IR? tal que X satisfaca as condies (a) e (b) da Definép 2 e alem

disso,X & um homeomorfismo.

Em contraste com a definicao local de superficie, nesteaefinimos superficie
regular como sendo um subconjuritoc I3, e ndo uma aplicacdo. Sendo assim, o plano
tangentel, X é definido no ponte € IR e ndo no parametro, nao admitindo entao auto-
intersecdes. Por este motivo usamos o fatddger um homeomorfismo como na definicao
8.

A aplicacao normal de Gauss neste contexto global & uroqdiferente.
Definicao 2.28.Seja.S uma supeitie admitindo uma parametrizaQ X definida em um

dominio U, engo definimos uma aplicag

X, x X,

N(p) = m@

diferencavel N : X(U) — IR3.
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A primeira forma fundamental também & definida pela mesjnagio usada na
definicao (6), mas neste caso devemos perceber que opénim ponto deéRk? pertencente

a superficies.

Como a aplicacao de Gauss é diferenciavel, podemospeassua diferencial
dN,. Podemos definir entao também a 5curvatura de GAussa curvatura média/ da

seguite maneira:

Definicao 2.29.Sejap € S e sejadN,, : 1,5 — T,S a diferencial da aplicago de Gauss. O
determinante de.NV, € chamada@urvatura Gaussianak de S emp. O negativo da metade

do traco ded NV, € chamad@urvaturamédia deS emp.

Superficies Minimas

Uma superficie parametrizada regular &€ difaimaquando sua curvatura média € iden-
ticamente nula para todos os pontos do dominio. Diremosuquee superficie regular &

minima se cada uma de suas parametrizacdes & minima.

Exemplo 2.30.Um exemplo de supécfe parametrizada regular mimaé o catelide, o

gual é obtido pela rotago da curva cateéria. Sua parametrizaip pode ser dada por

X(u,v) = (u, a cosh (E) cos v, a cosh <g>senv> )

a a

Sua curvatura média € identicamente nula para todos degdo dominio e

portanto & minima.

Para compreendermos mais sobre superficies minimas$ernecessario o es-
tudo sobre variacdo. Sejd : U C IR?> — IR? uma superficie parametriazada regular.
Considerando um dominib c U e uma fung¢ad : D — IR ondeD & a unido deD com
sua fronteirad D. Definimos

©:Dx(—€¢€) — IR

tal que

o(u,v,t) = X(u,v) + th(u,v)N(u,v)
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onde(u,v) € D,t € (—¢,e).

A aplicacaop é chamada deariacdo normalde X (D) determinada pok.

Para cada € (—¢,¢) fixado, temos uma superficie parametrizada. Obtemos
entao os coeficientes da primeira forma em funcao de tytamqo, podemos determinar a

area desta superficie em funcaotagede sua curvatura média da seguinte maneira

At) = / V1 —4thH + RV EG — F2dudv.
D
Dai, obtemos

A(0) = — / 2hH\EG — F2dudv.
D

Veremos agora um importante resultado sobre superfidigisnas.

Proposicdo 2.31.SejaX : U c IR?* — IR?® uma supeitie parametrizada regular e seja
D c U um doninio limitado em/. Ento X & ninima se, e somente sé,(0) = 0 para

qualquerD e toda variago normal dex (D).

As superficies minimas sao geralmente associadascuiaal de sabao. Quando
se mergulha uma moldura de arame em uma solu¢ao de agusab@m ao retirarmos, com
cuidado, podemos observar uma pelicula, tal peliculademo fronteira a moldura e a

superficie formada & minima.

Esta relacédo entre superficies minimas e peliculasatao levou Plateau a pes-
quisar a respeito do seguinte problenfara toda curva fechadé' c IR? existe uma su-

perficie S deéarea ninima tenda” como fronteira.
Exemplo 2.32.A supericie cuja parametriza@o &€ dada por

X(u,v) = (vcosu, vsenu, u)
é chamada helimide eé outro exemplo de supé&te ninima.

Finalizando aqui um breve estudo sobre superficies naigirmamos falar um
pouco das formulas de representacao de Enneper-Wagsrsfue nos permite construir no-

Vos tipos de superficies
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Representa@es de Enneper-Weierstrass

Antes de apresentarmos a formula de representacao ygaedisies minimas, devemos

definir dois tipos especiais de funcao.

Definicao 2.33.Dizemos que uma fuég f : 2 ¢ C — C & uma fungo holomorfaseé

diferencavel, ou seja, sé uma fungo analtica.

Definicao 2.34.Dizemos que uma fuBigg : 2 ¢ C — C & uma fungdo meromorfase

satisfaz as seguintes condes:
a)g € holomorfa;

b)g esh definida em um doimio do tipo(2/U, ondeU & uma parte fechada e
discreta de;

c)tem um plo em cadaz, € U;

Teorema 2.35.SejaX : U — IR?, X(u,v) = (z(u,v),y(u,v), 2(u,v)) uma supeitie
parametrizada is@rmica mnima, definida num domio abertoU c C. Ento existe uma

funcdo holomorfaf e uma fungo meromorfay, tais que
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x(u,v) =z + Re/ %f(l — g%)ds
y(u,v) = yo + Re/ %f(l + g%)ds

2(u,v) = 29 + Re/fgdg

para todos € U e cada polo dgg com multiplicidadem correspondente a um zero de
f com multiplicidade2m. Reciprocamente,sg & uma fungo holomorfa &g uma fun@o
meromorfa, num aberto simplesmente conéxtais que, cada o deg com multiplicidade
m € zero def com multiplicidadem, entio X : U — IR? & uma supeftie parametrizada

isotermica mnima.

Este & o conhecido Teorema de Enneper-Weierstrass quesrmgeconstruir

novos exemplos de superficies minimas. se obtenha sipsniinimas.

Conclusao

As superficies minimas sao talvez as superficies nsigladas em geometria diferen-
cial. A teoria desenvolveu-se em um ramo rico da geometfémeticial, no qual questdes
interessantes e nao-triviais ainda estao sendo ineelstyy e este tema possui aplicacdes em

varias areas do conhecimento que nao sao exclusivatenmaticas.
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ST2 - Método do Gradiente Projetado para FungQease-Convexas e Pseudo-Convexas

Kelvin Couto(UFG)

Resumo

Discutiremos o0 método do gradiente projetado, para 8olde problemas restritos a um con-
junto viavel nao-vazio, fechado e convexo, com fundgietivo continuamente diferenciavel
e convexa-generalizada: pseudo-convexa ou quase-conpraesentaremos 0s resultados
obtidos por Wang e Xiu no artigo: Convegence of the Gradienjetion Method for Gene-
ralized Convex Minimization, Comput. Optim. Appl., 16 nq.2900.

Introduc ao

O Problema a ser estudado sera:

min f(z), x € D, (2.2.1)

0 qual consiste em minimizar a funcao objetifsobre o conjuntdd C R", nao-vazio,
fechado e convexo. Trabalharemos com a funt&ocontinuamente diferenciavel ebthe
assumiremog convexa-generalizada, isto &, pseudo-convexa ou quasexa. Um método
para procurar solu¢cdes do problen#a2(1), &€ o método do gradiente projetado, que foi
originalmete estabelecido por Goldstein [4]e por Levitiradyak [9]. Este método consiste

em definir uma sequéncia de ponfas } como:
o* = () = P(aF — 1,V f(2F)), (2.2.2)

ondeP(-) denota a projecao sobrfe. Assim as iteragdes para o método do gradiente pro-

jetado sao uma combinacao natural do método do gradpant problemas irrestritos, com
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a projecao das iteragOes obtidas sobre o conjunteVi@y O tamanho do pass@ sera

escolhido de tal forma que, para constantes reaig, € (0,1) ev1,7, € R, tivermos:

flar(te) < f(@) + p(V (), alty) — 2"), (2.2.3)
e aléem disso,
tk > M1 ou Ttk > Vo Ek, (224)
ondet,, satisfaz
Flan(tr) > f(2*) 4+ oV f ("), 2 (te) — =), (2.2.5)

Com alguns célculos vemos qu&Z.3 garante um decréscimo real que a fungadeve
sofrer. Esse decréscimo sera uma fraca\dg(z*) , () — 2*), e essa fragao sera deter-
minada por; € (0,1). E acondi¢aoZ.2.4 garante que o comprimento do passnao sera
tao pequeno. o algoritmo conceitual do gradiente progetdescrito pelas condicoes 2.3 -

(2.2.9, pode ser enunciado formalmente da seguinte forma.

ALGORITMO DO GRADIENTE PROJETADO
Tome as constantes reais positiyasy; € (0,1) ev1,72 € R,

INICIALIZAG AO. Tomez® € D. Facak = 0.
CRITERIO DEPARADA. Sez**! = 2%, entdo pare. Caso contrario, execute o0 passo seguinte.

PASSOITERATIVO. Tomet;, € R, satisfazendo:
L flan(te)) < f(@*) + m(VF(@F), zu(te) — 2*);
2. t, > 7 outy, > v, ty, tal quet,, satisfaz
Fap(tr)) > f(2*) + pa(V f ("), wp(te) — 2").

Defina

"= P (2 — 4,V f(2Y)),

Facak = k + 1 e volte ao QITERIO DE PARADA.
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Observamos, que através de alguns calculos, podemolicane 75! = 2*
se, e somente sef*! & ponto estacionario. E assim nosso algoritmo deve paramnem
ponto estacionario. A seguir vejamos dois resultados itaptes de convergéncia do nosso

algoritmo, que podem ser encontrados no artigo [13] de Wafig eu na dissertacao [3].

Teorema 2.36.Suponhaf pseudo-convexa e, e seja{z*} uma segéncia gerada pelo

Algoritmo. Supondo que existe > 0 de tal modo que:
tkg’yg, ]C:O,l
Entao as seguintes afirmaes §io verdadeiras.
(@) O conjunto solugo de(2.2.]) & diferente de vazio, se e somente se, aéecja{z"}

admite pelo menos um ponto de acumétagNeste caso, a segucia{z*} converge

para solu@o de(2.2.7);
(b) limy o f(2¥) = inf{f(z) : x € D}.

Teorema 2.37.Sejaf uma fun@o quase-convexa em, e seja{z*} uma segéncia gerada

pelo Algoritmo. Supondo que existe> 0 de tal modo que,
e < s, k=0,1,....
Entdo os seguintes itens s&r verdadeiros.
(@) Se existe um ponto de acumidag:* na seqéncia{z"*}, enlo z* & um ponto esta-
cionario do problema(2.2.1), alem dissdim;,_,, 7% = *;

(b) Caso contério, o conjunto solugo S* de(2.2.]) € vazio,

li ll = li ) = inf f.
Jm [z = oo, lim f(a%) = inf f
Observemos que o Teorer@d@87nao conseguiu afirmacgdes tao fortes quanto as afiresacd

do Teorem&.36 mas por outro lado, 0s resultados serao aplicaveis a lassecmaior de

funcOes, ja que trata de funcdes quase-convexas.
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ST3- Bolhas de Sabao e o Teorema de Alexandrov

Diogo Gongalves DiaUFG)

Resumo

Sabe-se que superficies én com curvatura média constante respondem como modelos
para numerosos fendmenos fisicos. Isso deve-se ao fatarga superficie CMC minimi-
niza localmente a area sem alterar o volume que encerraegfi®igp. Um modelo bastante
conhecido sao as bolhas de sabao. O modelo tebrico queedes geometria de uma bolha

de sabad®, em equilibrio mecanico, vem determinado pela equdedoaplace-Young
Pp) ~ Pp) = -+ = ) )
i\P e\P) =7 R, R, p

para cada € S, ondeP,; e P, sao as pressoes exercidas pelo ar no interior 0 no exteior
bolha s, respectivamentey & o coeficiente de tensao superficial do liquidB,ee R, sao
os raios de curvaturas principais da superftti€or outro lado, como a curvatura média de

uma superficie &€ dada péf = % (R% + R%) concluimos que

Pi(p) — Pe(p) = 27vH (p).

Se supormos que as pressdes exercidas pelo ar no inteonogarior deS sao constantes

concluiremos que

Teorema 2.38.Uma bolha de sado tem sempre a forma de uma supzef com curvatura

média constante.

Intuitivamente, as Unicas bolhas de sabao sem autcét@o que podem ser
formadas sao esferas. Tal fato esta de acordo com o Te@.é@ja que uma esfera € uma

superficie CMC. A pergunta natural é:

Esferassaoasunicasformasparaumabolhadesabacsemauto-intersecao?
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A resposta & sim! O teorema seguinte, devido ao matemasso Alexandrov, nos garante

iSSO.

Teorema 2.39.[Alexandrov,1956]Se S &€ uma supef€ie compacta, conexa, sem auto-

interse@®es e com curvatura @dia constante, eéio S & uma esfera.

A proposta deste trabalho & apresentar uma elegante deagéttsdo teorema

acima. A demonstracao original utiliza o conheclétodo de Reflexaode Alexandrov

[1]. Este método consiste em encontrar um plano de simgdrisuperficie para qualquer
direcao ddR? e para isso utiliza o Principio do Maximo para superficiem curvatura média
constante. A demonstracao que faremos € devida a Rejly hao faz uso do Principio do

Maximo.

Alguns Resultados Preliminares

Iniciaremos com um resultado que relaciona o LaplacianemefuncaaC? com a curvatura

de uma curva contida em seu dominio.

Teorema 2.40.SejaF : U C R? — R? uma aplicago de class&€? ondeU & um subcon-
junto aberto. Suponha quéC U seja uma curva regular parametrizada pelo comprimento
de arcos e denote polf = F|r arestricio deF al'. Sen & um campo normal urditioa T’

e k representa a curvatura de, correspondente a, enéio

2f OF 2 F

AF(p) = ds2<) (p)%(p)JrW(p)

(2.2.6)

paratodop € I'.

Demonstrago. Dadop € I', tomemos um sistema de coordenadas cartesianasm R?

tal quep = (0,0) en(p) = (0,1). Sejaa(s) = (z(s),y(s)) uma parametrizagao local de

pelo comprimento de arcg tal quea(0) = (0,0) = p e a/(0) = (£(0), 2£(0)) = (1,0).

Dessa formaf(s) = F'(z(s),y(s)), de onde segue que

d*f dx dx dy dy ., d*x d*y
Y1 g oF F,—" 1 F
ds? (% ds ) + ds ) + +

J»’yd d +F‘yy( d2 deQ'

(2.2.7)
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Logo
&f
ds? s=0

poisa”(0) = k(p)n(p), e com issdf;—g(o) = k(p) e ££(0) = 0.

Por outro lado

g—i(p) = F,(p) (2.2.9)
27];(19) = Fu(p). (2.2.10)

Utilizando estas duas igualdades juntamente 2dr8teremos

AF(p) = Fuu(p)+ Fyy(p)
a2 f

= @(p) - k@)Fy(p) + Fyy(p)
= )k 2w+ T ). (2.2.11)

0

Nosso proximo passo é estender o teor@m@para aplicagdes k. Para isso,

precisaremos da seguinte proposicao.

Proposicdo 2.41.SejamS C R? uma supeitie regular orientada pelo campo normal
unitario N : S — S%?eg : S — R uma fun@o de class&€?. Suponha ainda qug, e

I'; /2 sejam duas s@gs normais ortogonais de emp € S. Se considerarmos as resfiigs

90 = 9lr, €9=/2 = gy, €NEO
Asg(p) = Go(p) + Grs2(p) (2.2.12)

ondeg e j./» representam a segunda derivadadgiee g, /» em relag¢io ao comprimento de

arco del’y eI'; /2, respectivamente.

Demonstrago. Seja z, y, z coordenadas cartesianas e tais quep = (0,0,0),
N(p) = (0,0,1) e as se¢des normal$ e '/, sao obtidas pelas intersec¢des dos planos
rz eyz comS, respectivamente. Observe que dessa mafigifa= {(z,y,2) € R% 2z =0}

e o planary. Podemos descrevel, em uma vizinhanga de como grafico de uma funcao
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diferenciavelf : U c R* — R, definida no abert& contendo(0,0). Assim, a aplicacao
v : U — R3, dada por

e(@,y) = (z,y, f(z.y)), (z,y) €U
€ uma parametrizacao local §eem torno dep.

Note queE = 1+ f2, F = f.f,eG =1+ f; na parametrizacag. Como
f2(0,0) = £,(0,0) = 0, segue que”(0,0) = G(0,0) = 1 e F(0,0) = 0. A expressao do

laplaciano em coordenadas locais nos garante que

Beotr) = {\/EGl— F? <(3ge_—g£) ’ (fﬁ%)) } 00

Apos calcular as derivadas envolvidas na expressao aditeanos

ASg(p) - gmm(oa 0) gyy(oa 0) (2213)
0%(q o 0%(qg o
ondeg,, = 7(693;2 ?) € Gyy = 7(53/2 SD).

Sejaa(s) = ¢(x(s),0) uma parametrizacao d& pelo comprimento de arco
s tal quea(0) = p, ou seja,z(0) = 0. Segue quep(s) = (g o a)(s) = g(z(s),0) e,
consequentemente,
Go(8) = gua(2(5),0)2'(5)* + gu(x(s),0)z" (s). (2.2.14)
Como|d/| = 1 temos que
?(1+f2) =1
e com isso

20'2" (1+ f2) 4 22" fy fou = 0.
Calculando estas duas tltimas expressoes enf) e voltando en?.2.14teremos
gO(O) - gm(O, 0)'

De maneira analoga obtém-se
Gr/2(0) = g4y (0,0).

Voltando em2.2.13concluimos qué\sg(p) = §o(p) + Gx/2(p). O
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Uma consequéncia imediata desta proposi¢ao & a seguint

Corolario 2.42. SejamS c R? uma supeitie regular orientada & : S — R uma fun@o

de class&’?. Seg € constante eab Agg = 0.

Chegamos enfim a generalizacao do teordm@emR3.

Teorema 2.43.SejaGG : W C R? — R uma funéo de class€? ondelV & um subconjunto
aberto. Suponha qu&8 C W seja uma supeidie regular orientada pelo campo normal
unitario N : S — S?, e denote poy = G| a restricio deG a S. SeH & a curvatura redia
de S, correspondente &, enfio

oG 0*G

AG(p) = Asg(p) = 2H(p) 55 (p) + 5755 (0)

(2.2.15)

paratodop € S.

Demonstrado. Dadop € S, tomemos um sistema de coordenadas cartesiapas emR?

tal quep = (0,0,0) e N(p) = (0,0, 1). Observe que dessa forma

o) = G 2.216)
Co) = Gulr) (2217)

Sejam[l, e I';/, as se¢bes normais passando para dire¢ao dg1,0,0) e
(0,1,0), respectivamente. Além disso, denote ppe= gl € gr/2 = g|Fﬂ/2 as restricoes de

galyel';,. Pelaexpressao obtida é?.8temos

Guu(p) = Qo(p)—k(O,p)g—ﬁ(p) (2.2.18)
Gyy(p) = éw/z(p)—k(w/lp)g—i(p) (2.2.19)

ondek(0, p) ek(m /2, p) representam as curvaturas das se¢des noirp&s ., No pontop,

respectivamente.
Somand®.2.17 2.2.18e 2.2.19e utilizando a Proposi¢cd41obtemos

S )0 p) + K(r/2,)] +

0*G

= §o(p) + Gn/2(p) —
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Desde qué:(0,p) + k(7/2,p) = 2H (p), poisl'y e '/, s@0 ortogonais, concluimos que

oG 0*G

AG(p) = Asg(p) = 2H(p) 5 (p) + 575 ().

O

A seguir definiremos o conceito de funcao suporte de umarfog. Esta

definicao sera util nas proximas Proposicoes.

Definicdo 2.44.SejaS C R? uma supeitie regular orientada pelo campo normal uito

N : S — 52, Afun@osuportede S é a funéo

¢: 5 —- R

p = ¢(p)=<p,N(p) >
onde<, > representa o produto interno canico doR?.

Proposicio 2.45.SejaD C R? um subconjunto aberto conexo tal qileé compacto. Su-
ponha que o bordo d® seja uma supeidie regular.S orientada por um campo normal

unitario N que aponta para o exterior dB. Se¢ : S — R & a fun@o suporte de’, enfio

/SgdA::sv

ondeV representa o volume dé e dA & o elemento darea deS.

Demonstrago. Sejamz, y, ~ coordenadas cartesianas Bh DefinaF : D — R por

1
F(.T,y,Z) = 5(372 +y2+22)7 (SC,’y,Z) eD.

O laplaciano d&", na métrica candnica d&*, & dado poAF' = 3 para toddz, y, 2) € D.

Com isso, o Teorema da Divergéncia Bhnos garante que

3vz/AFdV:/<gmdF,N>dA:/<dA (2.2.20)
D S S

ondedV representa o elemento de volumelde
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Ainda sobre a funcao suporte de uma superficie, demarestios na Proposi¢ao

seguinte a expressao conhecida cdroomulade Minkowski.

Proposicdo 2.46.SejaS C R? uma supeitie regular compacta e orientada por um campo
normal unifirio N : S — S2. Se( : S — R € a fun@o suporte de5 e H representa a

curvatura nedia deS entio

/(H<+1)dA:0

Demonstrago. DefinaG : R® — R por G(zy, z2, 23) = 3(2% + 23 + 23), (21, 22, 3) € R,

Dessa formaAG(p) = 3 paratodg € S. Além disso, escrevend® = (N, No, N3) temos

) = ;g—g@)w)
= ((p)- (2.2.21)

para todg € S. Logo,

PG ’ G
6N2(p) B ZNiNj@xi(?xj

ij=1
3
2
- ZNJ
j=1
= |NJ?

=1 (2.2.22)
para todg € S. Segue do Teorena43que
Agg—2H(+1=3 (2.2.23)
ondeg = G|g. Consequentemente,
1
H(+1= §Agg. (2.2.24)

Pelo Teorema da Divergéncia em superficies concluiraes/q(H{ + 1) dA = 0. O
S

A seguinte Proposicdo &€ uma versao da desigualdade wehZ&chwarz em

R™ conhecida com®esigualdadele Newton.
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Proposiao 2.47.SejaA = (a;j) € M, «,(R) uma matriza x n com entradas reais. Sel|

representa a norma de etra(A) denota o traco del enéio
2 1 2
a) |A|* > — tra(A)*;
n

1 ,
b) |A]? = ~ tra(A)® se, e somente se, = cJ;; onde c& uma constante.

Demonstrago. Sejal = (d;;) € M,«,(R) a matriz identidade. A desigualdade de Cauchy-

Schwarz nos garante que

tr(A)] = ) ajyl =< AT>|
j=1

[un

< A1) = (Z) n?

i,j=1

= |An.

. : 1
Elevando ao quadrado ambos os lados da desigualdade acema$eA|? > — tr(A)%
n

A parte (2) da Proposicao segue diretamente do fatg quel, I > | = |A] |1]

se, e somente sd, e [ sao vetores paralelos aRt”. (|

Enunciaremos agora uma proposicao que garante a ecissté® uma solucao
para um determinado problema de valor de fronteira. Sua detmagao segue dos resultados
das Secdes 6.3 e 6.4 de [2].

Proposicdo 2.48.SejaD um doninio compacto enk? cujo bordoé uma supeftie regular
S. Nessas condiies existe uma fudg I : D — R queé de class€* sobreD e de classe

C* sobreD queé solu@o do seguinte problema de valor de fronteira:

AF =1 em D;
Fls = 0.
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A demonstragdo do Teorema de Alexandrov

A compacidade e a conexidade Slenos garantem qué € orientavel e que existem exata-
mente duas orientacdes distintas péraConsiderer;, x5, 3 coordenadas cartesianas em
R3. SejaD o dominio compacto d&* cujo bordo &S e F : D — R? a funcéo descrita na
Proposica®.48 Assim,AF = 1emD e F|s = 0. Alem disso, temos pela proposicaa2
queAF|s = 0 e pelo Teorem2.43segue que

8F( Hazp()
ON Nz \P

— 2H(p) ~1 (2.2.25)

para todg € S, ondeN representa o campo normal unitarié gue aponta para o exterior
de D. Agora, multiplicando ambos os lados A€.25por g—]{;(p) e em seguida integrando

em relagao & obtemos,

2
OF / 2H(6F OF OF
s

6—NdA ) dA+ o oA (2.2.26)

O que faremos é analisar os dois lados da igual@a2l@6 A Proposicad.46

nos diz que
/(HC +1)dA=0 (2.2.27)
S
ondeH é a curvatura média dg e ¢ € a funcao suporte d&. ComoH € constante, temos
que
H/ (dA=—-A (2.2.28)
S
ondeA representa a area de Finalmente, pelo Corolarid.45 segue que
A
H=—— 2.2.29
3V ( )

ondeV denota o volume dé&. Alem disso, a desigualdade de Cauchy-Schwarz para inte-

grais e o Teorema da Divergéncia nos garante que

[0 aa  Usliria?
SONT S T aA
_ (JpAFdv)
B A
2
. VZ' (2.2.30)
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Logo

oF 2A V2
—2H(=)2dA
[S (20)

v

= Zv. (2.2.31)

Do fato deF’|s = 0, temos qugradF & ortogonal aS, e com issgradlF’ &
paralelo ao campo norm& = (N, N, N3) em cada ponto d§. Dessa forma podemos

escrevegradF =< gradF, N > N, de onde temos que

_OF _OF

Fi=—=—N; j=1,2,3. (2.2.32)
J 61‘]‘ 6N J
Além disso
PF S
=Y F;NN; (2.2.33)
6N2 i,j=1
2
ondefF;; = M e entao
O*F OF > OF
ovian = 2 i gy

Agora, aplicando o Teorema da Divergéncia nesta tltimaldpde obtemos

0F OF 9 1 ,

1
= / A(ﬁ\gmdﬂz)dv. (2.2.34)
D
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Mas observe que,

1 1
A(§|gradF|2) 5

>

0x;0x;
=1

ij=1

>

ij=1

3
2T

3
Bt

J=1

3
ST

3

; 221?

Fji+ Z FyFu
32,]:1
2

ij=1

I —

Mw

2 0x;

ij=1

3
Y FiFy =

i=1

3
FZ+> F;(AF);

J=1

= (2.2.35)
ij=1
A desigualdade de Newton nos garante que,
1 3
A(é\g'r’adﬂz) = Z Ffi
i,j=1
1 3
= §(Z Fj)°
j=1
_ ! (2.2.36)
= 3 2.
Voltando em?2.2.34teremos
OPF OF
—dA = A F
[ SeaviA = [ AGlaradr)
1
> —dV
/3
1
= gv. (2.2.37)
Somand®.2.31e 2.2.37concluimos que
oF OPF OF 2V Vv
—2H dA —dA > — =V 2.2.38
/S N LN N T 3T (2.2.38)

Para analisar o lado esquerdo da iguald2@26note que o Teorema da Di-

vergéncia nos diz que,

oF
—dA
8Nd

/

/ AFdV
D

/ 1dV
D

1% (2.2.39)
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0 que faz com que ocorra a igualdade 2:2.38 Com isso, d&.2.31e 2.2.37 segue que

oF 2
—2H dA = < 2.2.40
|-G Ve (2:2.40)
O?F OF 1
L/aNQENdA - 3V (2.2.41)

Observe que combinan@2.34 2.2.36e 2.2.41temos que

A(l \gradF)?) Z (2.2.42)
i,7=1

Segue da Proposi¢cad47que a igualdade acima ocorre se, e somenté;ses cd;;, onde

c € constante. Dessa forma= F}; para todoj = 1,2,3 de onde temos que = AF =

Z F;; = 3c, e comiss@ = % Temos portanto o seguinte sistema de equagoes difarenci

parciais sobre:

0P?F 1
= _5Z'j7
8372‘8.77]' 3

Integrando o sistema obtemos

1<i,j<3. (2.2.43)

1
F($1,$C2,$C3> = 6(37% + SC% -+ 37525) —+ a1 -+ Ao -+ azxs + b s (:1:1,:1:2,:63) ~ D

ondea,, as, az € b S&0 constantes de integracao.

ComoF|s = 0 concluimos que& esta contida em uma esfera de equacgao

T CL1\/6 2 o) (12\/6 2 (13\/_

VAR )*%;%+ ; )%%;%+ ;

para constantes, as, az € b apropriadas. Da hipbtese deser compacta (com bordo vazio)

3
(al +‘12+‘13) b

( 2

) =

concluimos qué é uma esfera.
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ST4 - Estudo sobre Sistemas Lineares e Nao-Lineares

Ricardo Anbnio Ventura dinior & Durval Jo Tonon(UFG)

Resumo

Para um entendimento de varios fendmenos da naturezasirategia & se fazer
uma modelagem matematica de tais eventos. Geralmente@mémos observados costu-
mam ter uma dinamica e & exatamente disso que a area den&sbDinamicos se ocupa:

estudar a dinamica de um sistema obtido de tais modelagedsr{do ser cadtica ou nao).

Nessa palestra mostraremos como & a dinamica de sistereases bidimen-
sionais utilizando a representacdo geométrica dosnsas baseados em seus respectivos
retratos de fase. Enunciaremos também o Teorema de Eoist® Unicidade de Solugdes
para Sistemas Nao Lineares. Este teorema nos diz que serests lidando com um Pro-
blema de Valor Inicial e a fungao em questao for de cla8seum aberto e a condicao inicial

estiver contida nesse aberto, entao a solucao do refeistema existira e sera tnica.

Dizemos que um sistema de equacdes diferenciais oraén@hiperbolico se a
parte real de todos os autovalores do sistema linearizdiferente de zero. Considerando
0 universo de tais sistemas, enunciaremos 0 Teorema de @neHartman o qual &€ um im-
portante teorema do estudo local de Sistemas Dinamicaslbbjicos. Este Teorema afirma
gue o comportamento local de um sistema nao-linear em umighainca de uma singula-
ridade hiperbolica & equivalente, topologicamentenidda ao comportamento do sistema

linearizado nesta vizinhanca.

Por fim, com intuito de ilustrarmos a importancia e grandealpilidade de tais
teoremas, daremos alguns exemplos onde estes podem sadagple trataremos também
alguns casos onde o0s objetos estudados nao satisfazgmoeshs desses teoremas, obtendo
assim solu¢des mdltiplas e a necessidade do estudo ides dertramentas para determinar a

dinamica.
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Sistemas Lineares

Considere o seguinte Sistema Linear descrito pela Eguaiférencial abaixo
x(t) = Ax(t) (2.2.44)

ondex(t) e R*e A € M, (2 x 2).

Para estudarmos a dinamica do sistema acima, & impogaatpossamos resolvée-lo e en-
contrar expressoes explicitas para cada uma das codatepavolvidas, entdo buscamos
uma forma de desacoplarmos cada uma das coordenadasarevee as derivadas tempo-

rais de cada uma das coordenadas (@ de forma a ser proporcional a propria coordenada,

e.0,71(t) = Axq(t).

Para desacoplarmos o sisteri@(44, utilizamos as técnicas de diagonalizacao
da matriz A e assim podemos expressar 0 Retrato de Fase eimaisComecaremos por

analisar o Sistema Linear abaixo que & exatamente o si$gfd4 diagonalizado:

x(t) = Bx(t) (2.2.45)

onde B pode assumir as seguintes formas:

Entao temos os seguintes casos:

1. B = By, a matriz possui auto-valores distintos entre si;

A solugdo do sistema(t) = B;x(t) & apresentada abaixo

10 (to)
. (1) (to)
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Figura 2.2.1:A < 0 < u-  Figura 2.2.2: A\, > 0 - Figura 22.3: A\, u < 0 -

Sela Fonte Poco

E importante mencionar a questao da estabilidade dosmsisteGrosso modo, dize-
mos que um sistema linear & instavelise ... | x(t) |= co € que um sistema linear
é estavel sém; ., | x(t) |= 0. Note que a estabilidade dos sistemas lineares acima
depende apenas do sinal dos auto-valores associadosa(BaiMo caso em que am-
bos sao positivos temos 0 caso de Fonte que &€ um sisterageghsiNo caso em que

ambos sao negativos nota-se claramente que o sistemaet@nulEa a origem.

2. B = B,, a matriz possui auto-valores com multiplicidade 1,

T — T —r — — —— —— r —
Ed f F P paf AR A F 7 e, " " e My ‘\‘x 'O T T
: TR S A S ¥ mgug& e " " S ¥ \-. L
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b ow o« ¢ I R N o S i e T L ) R
I g et

1
W= E = - EE e e, e e e e ‘1\‘ * L 1 } ¥ - - w1
1
. 1 F E
- . i = - e e ."f e

|- = — - _"‘ -
I ) ] I -
froeecc f NG - ~n ] SR e
= ol T - r \ - - 4 L = = - - B "Q\_""‘ e e, e, e
: e T 1 4 % [« = = [ T T "-."—u"‘-u_'
o _.u-‘; P I FooF i i [ 5, W N, ey ‘vﬁk\:ﬂﬁ S S
e £ F .:l" y foF b \ R T -
Prar o o P i e A O U R T T T L T W T N
B G g g G G A A A A SN S S = A T T T 1 \ L T T T T e W,
I 1. 1 1 1 1 PR [T SR S S [T SR SN SR R SN SR R S NS
Figura 2.2.4:\ > 0 - NO Instavel Figura 2.2.5:\ < 0 - N6 Estavel

Temos a seguinte solucao para esse caso
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x1(t) eMa(to) + wa(to)te

To(t) eMas(ty)
Note que nesse caso, temos apenas um auto-valor, cujalinigdéde € 1, logo toda
a estabilidade do sistema vai depender apenas do sinal@aando o sinal da for
negativo teremos um N6 Estavel e o sistema tende a ir par@enocom o passar
do tempo. Quando o sinal defor positivo teremos um NO Instavel e o sistema ira

divergir, i.e. lim; ., | x(t) |= 0.
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3. B = Bs;, a matriz possui auto-valores complexos.
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Figura 2.2.6a > 0,b > 0 - Figura2.2.7a > 0,b < 0 - Figura2.2.8a4 < 0,b >0 -

Foco Instavel Foco Instavel Foco Estavel
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Figura 2.2.9a < 0,b <0 - Figura 2.2.10u =0,b > 0 Figura2.2.11u =0,b < 0

Foco Estavel - Orbita Periodica - Orbita Periodica

O sistema acima tem a seguinte solug¢ao

at

x1(t) . cos(bt) —sin(bt) x1(to)
xo(t) sin(bt)  cos(bt) xa(to)

Nesse caso em especial, teremos varios possiveis setlatiase pois 0s parametros
(que no nosso caso sao o0s auto-valores) podem assumg difeaentes. Note que
a solucao do sistema & uma exponencial (em funcao deus) eutro termo que &
simplesmente a matriz de rotagao em torno dos eixos. Ma&wez, a estabilidade

do sistema ira depender dos auto-valores associadose@ssante & que nesse caso,
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a estabilidade dependera apenas dos possiveis valares parte reald) dos auto-
valores podera assumir. Cago> 0 teremos focos instaveis e o valor deservira
apenas para a orientacao positiva(sentido anti-laréu negativa(sentido horario) do
sistema. No caso em que< 0 teremos Focos estaveis € 0) ou orbitas Periddicas
(a =0).

Teorema da Exiséncia e Unicidade

Nesse topico estaremos estudando as condi¢cdes neaepsaa que um Sistema de Equacdes
Diferenciais de Primeira Ordem admita uma solucéo e gse slucao seja Unica. Enunci-

arei 0 Teorema que nos da essas condicdes e exporei aigemplos.

Teorema (Teorema Fundamental da Exigncia e Unicidade).
Seja E um subconjunto aberto &# contendox, e assuma qué € C*(E). Enfo existe

uma > 0 tal que o Problema de Valor Inicial

possui umdinica solu@o x(¢) no intervalo[—a, a].

Exemplo 1.Considere o seguinte P.V.I (Problema de Valor Inicial)

Utilizando o método de separacao de variaveis, cheganseguinte solucao

2
x(t)zl_%, t<1/2
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Figura2.2.12z(t) = 2.

1-2t

Mostraremos agora um caso em que a solucao existe p@ér anica, a mul-
tiplicidade de solugcao no caso em questao esta intimeeigada com o fato da funcao nao

ser de class€'! no intervalo considerado.

Exemplo 2. Considere o seguinte P.V.I (Problema de Valor Inicial)

@(t) = 2'/3(t)
z(0) =0

Utilizando novamente o método de separacao de vasaebiegamos a duas

solucdes para o mesmo P.V.|
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Figura 2.2.13x(t) = +(%)%?

Teorema (Teorema de Grobman-Hartman).
Seja E um subconjunto aberto B& contendo a origem, sef& C'(F), e sejap; o fluxo do
sistema Ao-linear

x(t) = £(x(t)) (2.2.46)

Suponha qué(0)=0 e que a matrizA = Df(0) nao possui autovalores com partes reais
iguais a zero. Eréio existe um homeomorfismo H de um subconjunto aberto U amten
origem em um subconjunto aberto V contendo a origem tal que gedax, € U, engo

exite um intervalo abertd, C R contendo zero tal que paratodg <€ U e parat € I
H o ¢y(x0) = e H(xy); (2.2.47)

i.e., H mapeia a trajdiria de 2.2.49 em uma vizinhanca da origem em tr&eas de

(2.2.44 proximasa origem e preserva a parametrizagdo tempo.

Exemplo 3.Considere o Sistema de Equacde Diferenciais

y(t) = —y(t)
4t) = 2(t) +y*(1)
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Sejay(0) = y, € 2(0) = 2, a sollA§A£o por conseguint (© dada por

y(t) = yoe™
y2
2(t) = zpe' + go(et —e ).

Omitindo alguns passos, chegamos as seguintes trangfdesa

ety
L'y, z) = t
ez
—t
(&
T'(y, 2) = !

e verificamos que

L'oH(y,z) = HoT'(y,z)

Os retratos de fase do sistema nao linear e do sistemaiiagarse encontra logo abaixo

Exemplo 4Considere o Sistema de Equacg0es diferenciais logo alehrmado

de Sela-No.

(1) = 2*(t)

y(t) = y(1)

AnaisdaSemanalo IME/UFG - ISSN2317-5591 - 208 -




Ricardo Antdnio Ventura Janior & Durval José Tonon ) ) 5 )
Estudo sobre Sistemas Lineares e Nao-Lineares

Note que o Sistema Dinamico acima possui ponto de egiailitarorigem(0, 0),

ao calcularmos a Matriz Jacobiana do Sistema acima avaledoigem encontramos:

Portanto o sistema linearizado admite dois autovalores e = 1, como um
deles possui parte real igual a zero nao podemos aplicautiado que advém do Teorema
de Grobman-Hartman, segue logo abaixo o Retrato de Fasestdm@i proposto e da sua

linearizagao em torno da origem,

E evidente que ambos em nada se parecem, portanto para o detsstemas

cujos pontos de equilibrio ndo sejam hiperbolicos @ss@ria a utilizacao de outras técnicas.
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ST6- Uma Introducao aos Loops de Codigo

Rosemary PirefUFF) & Alexandre Grichkov (USP)

Resumo

Nesta apresentacdo, daremos uma breve introducamayps dle codigo. Caracterizamos
loops de codigo de posto n como imagem homomorfica de dexps de Moufang livres

comn geradores e introduzimos o conceito de vetores carautesassociados a um loop
de codigo. Com os resultados da teoria estudada, classificiodos os loops de codigo de
posto 3, encontramos todos os grupos de automorfismos esteestes loops e, finalmente,
determinamos todas as suas respectivas representaggieasb Este trabalho foi obtido

como parte da tese de doutorado sob a orientacao do pyofeesandre Grichkov.

Introdug ao

Consideremo#'; um espaco vetorial-dimensional sobre o corpo de 2 elemerfgs=
{0,1}. Para vetores e v emF?%, |v| denota o nUmero de coordenadas nao nulas (@
chamado o peso d§ e |u N v| denota o nimero de posi¢des nas quais as coordenadas de

e v sao ambas nao nulas.
Por definicdo umcodigo par &€ um subespact C F7 tal que|v| = 0 mod 4
e|lunuv| =0mod 2 paraquaisquet,v € V.

Sejal’ um codigo par. Denotemos pa(V’) o conjunto{1,—1} x V. Seja a
funcao (chamadéator de conjunto) ¢ : V' xV— {1, —1}, definida para toda, v, w € V,

por :

AnaisdaSemanalo IME/UFG - ISSN2317-5591 - 210 -




Rosemary Pires (UFF) & Alexandre Grichkov (USP) o
Uma Introducado aos Loops de Codigo

3. 9(0,v) = ¢(v,0) =1,

4. p(v+w,u) = ¢(v,w+u)d(v,w)p(w,u)(—1)"™ ondelvNwnu| denota o nimero

de posicdes nas quais as coordenadas de w sao todas nao nulas.

Definimos uma operacao binarid’ sobrel(V'), chamada de produto, para
quaisquen, w € V do seguinte modo:
vaw = ¢(v,w)(v+w), onde ¢(v,w) € {1,—1},
v.(~w) = (~v)aw = —(v.w),

(—v).(—w) = v.aw.
Na definicdo acima identificamescom (1, v) e —v com(—1, v).

Teorema 2.49.0 loop L(V') & loop de Moufang e valem as seguintes propriedades, para

quaisqueru, v, w € V:

[v]

a) v* = (-1)70,

[unv]|

b) [u,v] = v v uw = (—1)"=2 0,

Q) (u,v,w) = ((wv)w)((u(vw)) ) = (~1)lrerwl,

Defini¢ao 2.50.0 loop de Moufand.(V') & chamado de&op de @digo. Dizemos qué. (V)

tem poston, sedimg,V = m.

Por definicao umaepresentagio de um dado loop de codigb & um codigo
parV C F' tal queL = L(V) e o grau da representac&oé, por definicdo, o nimero

grV =grauV.=m.
Definicdo 2.51.Uma representefp VV € chamaddasicasegr V' & minimal.
Além disso, para um dado loop de codi§p denotamos poAutL 0 grupo

dos automorfismos dé e porOutL o0 grupo dos automorfismos externos ldeonde por
definicaoOut L = AutL/N(AutL) e N(AutL) = {¢ € AutL|¢(x) = £z, Vo € L}.
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Nesse trabalho, classificamos os loops de codigo de posto Gaéculamos os
grupos de automorfismos destes loops e além disso, clagsificas representacdes basicas
correspondentes. Apresentaremos somente 0s resultaiibssgiara os loops de codigo de

posto 3.
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Loops de @digo de posto 3

SejaL um loop de cbdigo ndao associativo de posto 3 com geradores.
Associamos d. o vetor caracteristica (L), definido da forma\(L) = (Aq,..., \g) onde
a’2 = <_1)>\17b2 = (_1>>\2702 = <_1>>\37 [CL, b] = <_1>>\47 [CL, C] = <_1>>\57 [b7 C] = <_1>>\6'

Teorema 2.52.SejamC?, ..., C2 os loops de @digo com os seguintes vetores carafs#cos

correspondentes:
ANCP) =(1,1,1,1,1,1)
AC3) = (0,0,0,0,0,0)
ANC3) =1(0,0,0,1,1,1)
ANC?) = (1,1,0,0,0,0)
ANC3) = (1,0,0,0,0,0)

Entio quaisquer dois loops da listeC?}, ..., C2} sdo o isomorfos e qualquer loop de

codigo reio associativo de posto&isomorfo a um desta lista.

Proposigao 2.53.Na notago acima, temos:

1. OutC? ~ GL3(2),
2. OutC3 ~ Sy,
3. OutCs ~ S,
4. OutC? ~ Dy,

5. OutC? ~ S;.

Agora realizemos &';—espacd,* com o conjunto de todos os subconjuntos
del, ={1,...,m}.

Teorema 2.54.0s loops de adigo C3, ..., C2 tém as seguintes represenias thsicas
Vi,...,Vsonde
Vi = ((1234), (1256), (1357)),
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Vi = ((1234), (125,6 — 10), (13567, 11,12, 13)) ,

Vs =((1—8),(1—6,9,10), (1 —5,7,9,11)),

Vi = ((1234),(1,2,5— 14),(1,3,5 — 11,15 — 17)) ,
Vs =((1—12),(1—8,13—16), (1 — 5,10 — 15,17)).
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Jhone Caldeira & Katiucy Freire de OliveirdJFG)

Introdug ao

O estudo de grupos nilpotentes e automorfismos permitem boraagem
bastante interessante de parte da teoria algébrica dietmente relacionado com impor-

tantes problemas de interesse da comunidade cientifiearatita.

Muitos problemas na Teoria dos Grupos podem ser tratadosdenria dos
grupos nilpotentes e seus automorfismos. Além disso, artanpwa da teoria das algebras

de Lie esta ligada as discussoes sobre grupos nilpstergeus automorfismos.

Aqui apresentamos a construcao padrao do anel de Lieiadsa um grupo
G, com base na menor série central@dratando a nilpoténcia de grupos sollveis de expo-
ente primo, como ilustracao das vantagens de usar améig djue sao objetos mais lineares

do que grupos.

Preliminares

Grupos Soluveis e Nilpotentes

Definicao 2.55.Definimos a &rie derivada de um grupo G por:

G:G(O)DG(l)DG(z)D"'DG(n)D"',

ondeG™ & dito on—eésimo grupo derivado de G, e os membros&léesderivada de G&o

dados por
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GG+ = [GB), GO,

ondeG’ € chamado subgrupo derivado @e

Definicdo 2.56.Um grupoG diz-se sdlvel se admite umaesie subnormal
{1}=Gyc Gy C---CG, =G,

onde cada subgrup@’;_; & normal entz; e 0 grupo quocientg%, 1 <17 < n, & abeliano.

Definicdo 2.57.Um grupoG diz-se nilpotente se ele cé@mh uma 8rie de subgrupos
{1} =GycGyC---CG,=GC

tal que cada subgrup@;_; & normal en(z e cada quocientg% est contido no centro de

G .
Gi_l,lgzgn.

Definicao 2.58. Denotaremos pofy;(G) os membros daésie central inferior deG:

Vl(G) = Gv VQ(G) = [Wl(G)aGL ety 75+1(G) = [WS(G%G]
Dessa forma

G =7(G) 2 72(G) O+ D 7e1(G).

Aneéis de Lie Associados

Definicdo 2.59.Um anel de Lie&@ um anel &o associativo sem identidade, cuja multipligag

queé usualmente denotada pjat, b], satisfaz os seguintes axiomas:
) [a,a] = 0;
) [[a, b], c] + [[b, c], a] + [[e, a],b] = 0. (Identidade de Jacobi)

Ou seja, um anel de Liediow & comutativo e satisfaz a Identidade de Jacobi.
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Defini¢ao 2.60.0s membros dasie central inferior,y_i(L), do anel de Lig. sdo definidos

por indu@o, como seguinte:

v-1(L)=1L, ..., v-s+ 1(L) = [y=s(L), L]

(as vezesa denotados tan@m porL’ = v_i(L)).

Definicao 2.61.0s membros dagsie derivada 8o tamtem definidos por ind@p:

L'= WQ(L) = L27 L' = L(z) = [L/7 L/]a e L(SJrl) - [L(S)a L(S)]

E facil ver queL®) C ~,.(L), para todos € N.

Podemos definir anéis de Lie nilpotentes usando o segeioterha.

Teorema 2.62.As seguintes condigs §0 equivalentes para um anel de Lie
a)y-c+ 1(L) = 0;

b) L tem uma @&rie central de comprimento

L=L1>L2>--->Lc>Lc+1=0,

isto &, de tal forma queL.i, L] < L;1V i = 1,2,...,c. c) O anel de Liel satisfaz a

identidade

[z 1,22,...,2c+ 1] =0,

Definicdo 2.63.Um anel de Liel satisfazendo o teorema acir@alito nilpotente, e o menor

nimero naturak com a propriedade indicad& chamado classe de nil@wicia deL.

Quando dizemos que um anel de Lie & nilpotente de classeamos querendo
dizer que ele € nilpotente de classe:. E ainda percebemos que para saber se um anel de

Lie é nilpotente basta verificar se seus geradores saateiifes.
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Teorema 2.64.Se um anel de Lie gerado por um subconjunfd, engo eleé nilpotente de

classe< ¢, se, e somente se, todo comutador de pesd nos elementos d& & igual a0.

Teorema 2.65.As seguintes condiges §0 equivalentes para um anel de Lie

b) L tem uma érie de ideais de comprimentacom fatores abelianos

L:Loﬁng"'ﬁLsflﬁLszoi

tal que[L;, L;] < L;41, paratodoi = 0,1,...,s — 1.

c¢) L satisfaz a identidade

55(1‘1,{['2, Ce ,{L‘Qs) = 0.

Um anel de Lie satisfazendo essas condi¢Oes é dito Seres@ o menor nimero
s com a propriedade indicada, & chamado comprimento deridad. Podemos chama-lo

de “indice de solubilidade”.

Observe, que o analogo do Teorema 4.2.3 nao se aplica hilgtdde, pois
existem exemplos de anéis de lGe= (M) com i (my, ma, ..., mox) = 1, para certos

mq, ma, ..., Mox € M que, entretanto, nao sao soluveis de comprimento dkriva

Construindo um Anel de Lie Associado a um Grupo

SejaG um grupo. Vamos colocay, = v (G),k € N, nos casos em que ha

somente um ambiente de gru@ade modo que nao haja perigo de confusao.

Definicao 2.66.0 grupo aditivo do anel associativio(G) de um grupd~ & a soma direta

L(G) = é Tk

b
Pt} Vk+1

escrevendo 0S grupos abelian%% aditivamente.
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Para cad& € N, o fator dessa soma direta &€ dito componente homogénea de
L(G) de pesad:. Os elementos das componentes homogé@%sde pesd: do anel de Lie
L(G) sao chamados elementos homogéneos (dé) de pesadk. A multiplicagdo emG &

definida pelos elementos homogéneos por
[a+~vyi+1,b+~vj+1]=la,b +~vi+7j+1,

ondea +v.i+1eb+ ~v_j + 1 sao as imagens dos elementos v_i €b € vy_j NOS grupos

quociente% e jjil respectivamente. Lode, b] + v_i + j + 1 sao as imagens do grupo

comutadorfa, b] no grupo quocient%. Entao a multiplicagio & estendida para)

por linearidade. Isto define uma estrutura de anel de Lié &#).

Teorema 2.67.SeG é nilpotente de classe ento L(G) & um anel de Lie e tamdmé
nilpotente de classe, e seG é finito, endio | L(G)| = |G|. SeG é solivel de comprimento
derivados, enfio L(G) tamkemé solivel de comprimento derivado s. Alem disso, cada
automorfisma do grupoG induz um automorfismo do anel de ILig&) por sua aéo sobre
0S grupos quociente%ﬁ—l e seG é finito e a ordem da& €& coprima a ordem dé&/, engo ¢
atua emL(G) e[Crc)(¢)| = [Calp)]

Lema 2.68. No anel de Lie associado a um grupo arhttio 7, vale para qualquek:

a) 2 = (lal,a2... aklaie ),

T i
b) v (L(G)) = :
e
Uma observacao a se fazer € que em contraste com a clasipaténcia, o
comprimento derivado do anel Lie associdd@-) pode ser menor do que o comprimento

derivado do grup@-, mesmo que o grup@ seja nilpotente.

Coroléario 2.69. Para qualquer grupds, o anel de Lie associadb(G) é gerado pela sua

componente hométgleaﬂ de peso 1. Se o grup® é gerado por um conjuntd/, enfio o
Y2

anel de LieL(G) & gerado pelas imagens dos elementod/eo grupo quocient%.
2
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Embora o anel de Lie associado possa ser construido a g@artim grupo ar-
o

bitrario, & claro que ele reflete apenas as propriedadegugw fatorG/ ﬂ%-(G), pois,
=1

claramentel(G) = L(G/ ()i = 1™%(G)).

Referéncias

[1] D. GorensteinFinite Groups Harper & Row, New York, 1968.
[2] I. N. Herstein,Topics in algebra 2.ed., New York, J. Wiley & Sons, 1995.

[3] G. Higman ,Groups and Lie rings having automorphisms without nonitifixed points

J. London Math. Soc32 (1957), 321 — 334.

[4] K. Hoffman, R. Kunze Algebra linear 2.ed., Rio de Janeiro, Livros Técnicos e Ci-

entificos, 1979.

[5] E. I. Khukhro, Nilpotent Groups and their AutomorphismsMalter de Gruyter & Co.,
Berlin, 1993.

[6] E. I. Khukhro, p-Automorphisms of finite-groups Cambridge Univ. Press, Lecture
Note Serie246(1998).

[7] M. Hall Jr., The Theory of GroupsMacmillan, New York, 1959.

[8] D. J. S. RobinsonA Course in the Theory of Groups 2.ed., Graduate Texts in
Mathematics, vol. 80, Springer-Verlag, New York, 1996.

[9] J. J. Rotman,An Introduction to the Theory of Groups 4.ed., Graduate Texts in
Mathematics, vol. 148, Springer-Verlag, New York, 1995.

[10] L. A. B. San Martin, Algebras de Lie Campinas, Editora da Unicamp, 1999.

[11] P. ShumyatskyOn the nilpotency class of Lie rings with fixed-point-fre&omorphisms
Turk. J. Math.29(2005), 65-74.

[12] J. C. Silva,Algebras de Lie de Deriv@gs Livres de ConstanteBissertacao de Mes-

AnaisdaSemanalo IME/UFG - ISSN2317-5591 - 222 -




Jhone Caldeira & Katiucy Freire de Oliveira ) )
Um Anel de Lie Associado a um Grupo

trado,

Universidade de Brasilia, 2004.

[13] J. C. Silva,Variedades de Grupos e Generalidag Verbais para o Problema Restrito

de BurnsideTese de Doutorado, Universidade de Brasilia, 2009.

AnaisdaSemanalo IME/UFG - ISSN2317-5591 - 223 -




Jhone Caldeira & Eliana Rodrigues ) . o ) . )
Uma Condicao Necessaria e Suficiente para Nilpotérefdgkebras de Lie

P2- Uma Condicao Necessaria e Suficiente para Nilpotétefigebras de Lie

Jhone Caldeira & Eliana Rodrigug®JFG)
Resumo

A teoria das algebras de Lie teve suas origens por volta de d®artir da idéia
de abordar as equacdes diferenciais sob o0 mesmo pontstdeguie 0 adotado por Galois

para as equacoes algébricas.

O programa lancado por Sophus Lie e Felix Klein, consistmestudar as
equacOes diferenciais via seus grupos de simetrias. Eegeama colocou em evidéncia
0s grupos continuos de transformacdes para os quaigddiag ao longo dos anos, uma ex-

tensa teoria com ramificagbes nas mais diversas areasi@midtica e de suas aplicacdes.

A criacao desse vasto corpo do conhecimento matematide\ge a descoberta,
feita por Sophus Lie, dos grupos infinitesimais ou como &eoitla atualmente, das algebras

de Lie.

Introduc ao

A teoria das algebras de Lie teve suas origens por volta @@ &8partir da ideia de
abordar as equacdes diferenciais sob 0 mesmo ponto dequisto adotado por Galois para

as equacoes algébricas.

O programa lancado por Sophus Lie e Felix Klein, consistmestudar as
equacOes diferenciais via seus grupos de simetrias. Eegeama colocou em evidéncia
0S grupos continuos de transformacgdes para os quaisidoia¢c ao longo dos anos, uma

extensa teoria com ramificagdes nas mais diversas daeaat@matica e de suas aplicagoes.
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A criacao desse vasto corpo do conhecimento matematide\e a descoberta,
feita por Sophus Lie, dos grupos infinitesimais ou como &eoitla atualmente, das algebras
de Lie.

Objetivos

Apresentar as ideias principais da Teoria ddgebras de Lie, sobretudo o estudo de
conceitos comderivag@o, homomorfismo, solubilidade, nil@oicia,pem como importantes

resultados relativos a esses conceitos. Por fim, demosminaro Teorema de Engel.

A Nocao deAlgebra de Lie e Derivages

Definicdo 3.1. UmaAlgebra de LieL & um espaco vetorial sobre um corpomunido de
uma operaca@| : L x L — L chamadaolcheteou comutadorde = e y, que satisfaz os

seguintes axiomas:
(L1) a operacao colchete € bilinear;
(L2) [z, 2] = 0, para todor € L;

(L3) [z, [y, z]] + [y, [z, z]] + [z, [, y]] = O, para quaisquer, y e = pertencentes

al.

O axioma (L3) é chamadadentidade de Jacobi.

(L1) e (L2) aplicados dr + y, = + y| implicam a anticomutatividade: (L2)’
[z,y] = —[y,z]. Reciprocamente, (L2)' implica (L2), quando a caracterdsde F' & dife-
rente de 2.

Defini¢do 3.2.A dimen§ode uma algebra de Lie & sua dimensao como espaco vetorial.

Definicdo 3.3. Um subespacdd de uma algebra de Lié & chamado umaukalgebra(de

Lie) de L se[z,y] € K, para quaisquer,y € K.
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Por (L2), qualquer elemento nao nulo pertencente define uma subalgebra

unidimensional com 0 mesmo produto be

Exemplo 3.1. SejalV’ um espaco vetorial de dimensawsobreF’. DefinaEndV = {T :
V. — V; T & transformacao linejr Como um espaco vetorial sobf EndV tem di-
mensam? e & uma algebra associativa relativamente ao produtd. iSde facil verificacao

gue, com a operacao colchefe;dV € uma algebra de Lie sobre

Para distinguir esta nova estrutura, denotarepigg) por EndV visto como
uma algebra de Lie e a chamarenikigebra Linear Geral(devido a sua relacao com o

Grupo Linear Geral que consiste dos endomorfismos invertiveis sdbre

Definicdo 3.4. Qualquer subalgebra da algebra de Liél) é chamadalgebra de Lie

Linear.
Mencionaremos agora um importante exemplo de subalgelraedinear.

Exemplo 3.2. SejamT'(n, F') o conjunto das matrizes triangulares superiofég, F') o
conjunto das matrizes triangulares estritamente sugsréip (n, F') 0 conjunto das matrizes
diagonais E facil verificar que esses conjuntos sao fechados ema@koperacao colchete

e ainda que

T(n,F)=D(n,F)®N(n,F), [D(n,F),N(n,F)| = N(n,F)e[T(n,F),T(n,F)] = N(n, F).

Exemplo 3.3.Subalgebras del (V).

(@) so(V)={X € gl(V); X + X" =0}, ondeX"’ indica a transposta da matriz

O espaco das matrizes simétridas € ¢l(V); X = X'} ndo é subalgebra se

n > 2, pois seX eY sao simétricas, entdd, Y] & antissimétrica.
(b) sl(V)={X € gl(V); TrX = 0}.

Algumas algebras de Lie de transformagodes linearegsurgituralmente como

derivacOes de algebras.

Definicdo 3.5.SejaA uma algebra. Uma aplicagao lindar A — A satisfazendo a regra
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d(zy) = z0(y) + o(x)y & chamadaerivago.
Denotaremos pdderA o conjunto de todas as derivacdesAle

Exemplo 3.4. Der A € uma subalgebra dg(V/), isto &€, Der A € um subespaco vetorial de

EndV e & fechado em relagao & operagao colclhete.

Demonstragio. DerA C EndV. Sejamé,, §, € DerAea € F.
(@b + 6)(zy) = (adr)(xy) + (62)(wy)
(dy + 0)(zy) = z(adr)(y) + (ad)(x)y + xd2(y) + d2(z)y
(dy + 62)(zy) = z((adr)(y) + b2(y)) + ((adr)(x) + da(x))y
(@b + 0)(zy) = z((ady + 62)(y) + ((ady + 62(x)) (x))y.
Logo Der A & subespago vetorial déndV/ .
Mostraremos agora, qué, d,] ainda & uma derivac&o:
[01, 0] (zy) = 0105(xy) — 9201 (zy)
[01, 0a](zy) = 01(2(02(y) + 02(2)y)) — 02(x(61(y) + b1(x)y))
[01, 0a](zy) = 2(01(62(y)) — 62(01(y))) + (61(02(x)) — 6261 () )y
[01, 0] (wy) = [0, 82 (y) + [0, 62] (). u

Observag@o 3.4.1Nao é necessariamente verdade que o produto ordinadigedsderivacoes

€ ainda uma derivacao.
Certas derivacdes surgem naturalmente como no

Exemplo 3.5. Sejax € L. Definimosadx : . — L por adz(y) = [z,y], que & uma

derivacao dd..

Demonstragio. E de facil verificacdo quedz € EndV. Para mostrar quedz([y, z]) =
yadx(z) + adz(y)z, basta observar que usando (L2)' podemos reescrever adddatde

Jacobi da seguinte forma[y, z|] = [[z, ], 2] + [v, [z, 2]]. |
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ldeais, Homomorfismos e Representégs

Ideais e Homomorfismos

Definicdo 4.1.1. Um subespacd de uma algebra de Lié & umideal de L quandox €

L, y € Iimplica[z,y] € I.

Os ideais desempenham na teoria das algebras de Lie, 0 npeg@iodos sub-
grupos normais na teoria dos grupos e dos ideais bilateadieania dos anéis. Sera visto

adiante que eles surgem como nucleos de homomorfismos.
Trivialmente, o subespaco que consiste apenas do vemerusao ideais dé..

Exemplo 4.1.1.0 centroda algebra de Lié, definido porZ(L) = {z € L;[x,2] =0,V z €
L}, & umideal dd..

Definicdo 4.1.2.Sejal uma algebra de Lie, e, y| = 0 para todar, y € L, dizemos que

L éabeliana.
Assim, L é abeliana se, e somente 8§¢/.) = L.

Exemplo 4.1.2. Um exemplo importante de ideal de uma algebra dellLie aalgebra
derivada denotada pofL, L], ela & analoga ao subgrupo comutador de um grupo. Esta

algebra consiste de todas as combinacdes lineares dogaoresz, y] comz,y € L.
Deste modo/ & abeliana se, e somente de,L| = 0.

Exemplo 4.1.3.Sel e J sao dois ideais da algebra de lLigentdo/ + J = {z + y; = €
I,y eJyell,J] ={> ailri,y;]; i € I, y; € J}também sdo ideais de

E natural analisar a estrutura de uma algebra de Lie olhaadoseus ideais. Se

L nd@o possuir ideais nao triviais e, além dissg,/s€.| # 0, L & dita uma algebraimples
Assim, L simples implicaZ (L) =0 e L = [L, L].

No caso de uma algebra de Lienao ser simples (e nao unidimensional) &

possivel extrair d&. um ideal proprio/ e entao obter uma algebra de Lie de dimensao
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"menor”, aalgebra quocientd./I, cuja constru¢ao formal &€ a mesma de um anel quociente.

Como um espaco vetoridl,/ I € simplesmente 0 espago quociente e seu produto
de Lie esta bem definido por + I,y + I] = [z,y] + I.
Para uso posterior, definiremos duas nocdes relacionktiEssao analogas aquelas defini-

das na teoria dos grupos.

Definicao 4.1.3.0 normalizadorde uma subalgebra (ou apenas um subesp&Egd¢ uma

algebra de Lid. € definido porN,(K) = {x € L; [z, L] C K}.

Ny (K) & uma subalgebra de Lie dee & descrita como a maior subéalgebra de

L que possuf como ideal.

Definicdo 4.1.4.0 centralizadorde um subconjunt& C LéC,(X) = {x € L; [z, X]| =
0}.

Utilizando a Identidade de Jacobi, demonstra-se@ueX ) & subalgebra dé.
No caso particular em qu€ = L, tem-seC (L) = Z(L).

Homomorfismos e Representdies
Definicdo 4.2.1. SejamL, ' algebras de Lie sobré e ¢ : L — L' uma transformacao
linear. Dizemos que:
(a) » € umhomomorfismaeo([z,y]) = [¢(x), ¢(y)], paratodos:,y € L.
(b) € ummonomorfismose Kerg = 0.
(c) ¢ € umepimorfismoselm¢ = L'.
(d) ¢ & umisomorfismpse¢ € monomorfismo e epimorfismo.
(e) » € umautomorfismpse¢ € umisomorfismale L sobreL.
Observag@o 4.2.1.Ker¢ &€ um ideal dd. e I'm¢ € uma subalgebra d&.

Como nas demais teorias algébricas, existe uma bijegfuwal entre homomor-

fismos e ideais: a associamo# er¢ e ao ideall associamos aplicaggo carbnicaque leva
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xemaz+I1eL/l.
Apresentaremos a seguir um importante resultado.
Teorema 4.2.1. (Teoremas do Isomorfismo)

(@) Sep : L — L' € um isomorfismo de algebras de Lie, enﬁég% = I'ma.

(b) Se! e J sao ideais dé. tais quel C J, entdoZ & um ideal det e i—ﬁ )

isomorfo a%.

(c) Sel e J sao ideais d€., entao existe um isomorfismo natural erﬁ%’é e
1
m.
Definicao 4.2.2. SejamV um espaco vetorial g/(V') a algebra de Lie de transformacgdes
lineares dé/. Sejal uma algebra de Lie (sobre o mesmo corpo de escalareg’qudgma

representagode L emV & um homomorfisme : L — gl(V).

Exemplo 4.2.1. A aplicacao lineatd : L. — DerL que levar em adx define uma

representacao de, chamadaepresentago adjunta

Demonstrago. O fato dead ser transformacao linear decorre imediatamente daelitin

dade do colchete.

Mostraremos qued € um homomorfismo.

ladz, ady](z) = adrady(z) — adyadz(z)
= adz(ly, 2]) — ady([z, ])
= —[y [z - [z 29 - [y, [z, 2]
= [[z,y]. 2]
= adlz,y](2).
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Algebras de Lie Soliveis, Nilpotentes e o Teorema de Engel

Solubilidade

Nesta secao vamos estudar a formacao das algebreadbesi

Definicdo 5.1.1A sequéncia de ideais dedefinida porL® = L, LW = [L, L], L?® =
(LW, LM, ... LO = [L6-1 LE-D] & chamadagérie derivada

Definicio 5.1.2.Diz-se quel ésoluvelse L™ = 0 para algum inteiro positive.
Claramente temos que toda algebra de Lie abeliana éedoluv

Exemplo 5.1.1.7(n, F') & soluvel.

Teorema 5.1.1.Sejal. uma algebra de Lie.

(a) SeL é soluvel, entdo todas as subalgebras e imagens horficas@el sao

sollveis.
(b) Sel & um ideal soluvel dé tal que% e sollvel, entad, & soluvel.

(c) Sel, J sao ideais soluveis de, entaol + J € soluvel.
Exemplo 5.1.2.Sejam/l uma algebra de Lie arbitraria®um ideal maximal solUvel. SEé
um ideal sollvel qualquer de, entao pelo Teorema 5.1.1(c) temos gue [ = S, ou seja,
I C S. Isto mostra a existéncia de um Unico ideal maximal sgliy chamaremosadical

de L e denotaremos pdtad L. QuandoRadL = 0, diz-se quel, &€ semissimples

Note que uma algebra simples & semissimples.
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Nilpoténcia

A definicao de solubilidade imita a nocao corresponel@atteoria dos grupos, a qual remete
a Abel e Galois. Por outro lado, a no¢ao de grupo nilpotembais recente, e & modelada na
nocao correspondente para algebras de Lie.

Definicdo 5.2.1.A sequéncia de ideais dedefinidaporl’ = L, L' = [L, L](= L"), L? =

(L, LY],..., L' = [L, L*"'] & chamadaérie central descendente.

Definicdo 5.2.2.L énilpotentese L™ = 0 para algum inteiro positive.
Note que toda algebra abeliana & nilpotente
ComoL® c L’ paratoda, temos que toda algebra nilpotente & solUvel. A reciofalsa.

Teorema 5.2.1.Sejal uma algebra de Lie.

(a) SeL é nilpotente, entao todas as subalgebras e imagens honficas del

sao nilpotentes.
(b) Seﬁ é nilpotente, entad & nilpotente.
(c) SeL é nilpotente e nao-zero, entZgL) # 0.

A condicao paral ser nilpotente pode ser escrita como segue: para algum
(dependendo somente 8§ adxiadzs - - - adx,(y) = 0, paratodos;, y € L. Em particular,
(adz)™ = 0 para todos: € L.

Definicdo 5.2.3.Se L € uma algebra de Lie qualquetec L, dizemos que € ad-nilpotente

seadzr & um endomorfismo nilpotente.

Com esta linguagem, concluimos quelsé nilpotente entao todos os elemen-
tos deL sao ad-nilpotentes. Demonstraremos no Teorema de Engel geciproca deste

resultado & verdadeira.
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O Teorema de Engel

Lema 5.3.1.SejamV’ um espaco vetorial de dimensao finitA'e= g/() um endomorfismo
nilpotente. Entaad.X também & nilpotente.

Demonstrago. Note que(ad X )"(Y') & a soma de termos da formaX 'Y X7, onde; + j =
n. Assim, seX* = 0, entao(ad X )?*~1 = 0, para today € gi(V). [

Uma transformacao linear nilpotente sempre tem pelo si@noautovetor, cor-
respondendo ao seu Unico autovalor zero. Este &€ o caso enigq,. = 1 do probximo
teorema. Ele sera utilizado na demonstragao do Teorer&mgel.

Teorema 5.3.1.SejamV um espaco vetorial de dimensao finitéd @ma algebra del(V).
Se L consiste de endomorfismos nilpotentelg &4 0, entao exist® # v € V para o qual

Lv =0.

Veja a demonstracao em [Hum, pg 13].

Teorema 5.3.2. (Teorema de Engelejal uma algebra de Lie de dimensao finita. Entao
L & nilpotente se, e somente se, todos os elementbssde ad-nilpotentes.

Demonstra@o. Uma parte do teorema ja foi demonstrada no Lema 5.3.1.

Suponhamos qué &€ uma algebra de Lie cujos elementos sao ad-nilpotentes.
Assim, a algebradL C gl(V) satisfaz as condigdes do Teorema 5.3.1 (podemos admitir
L # 0). Concluimos que existe # X € L para o quakdL(X) = [L, X]| = 0, isto &,
Z(L) # 0. Logoﬁ consiste de elementos ad-nilpotentes e tem dimensao rdertre a
dimensao d€..

Usando inducao sobre a ordem fietemos que: séiml = 0, entéoﬁ

é nilpotente. Logo,/L € nilpotente. Seliml = 1, considereX um gerador de.. Por
hipotese,X & ad-nilpotente, ou seja, existe um inteiro positivtal que(adX)" = 0, isto
é [ X,[X,[...,[X,Y]..]]]] =0, para todoY” € L. Logo qualquer comutador com+ 1

elementos dé. é zero. Portantd, & nilpotente.

Suponhamos por hipbtese de indugéog&gé nilpotente. Pelo Teorema 5.2.1(b),
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segue qud. € nilpotente. [

Podemos discutir o significado do Teorema de Engel olhandogsacolchetes
sucessivos na algebra. Por um lado, uma algebra é niligade todos os produtos que envol-
vem uma certa quantidade de elementos €& zero. Agora paiarmgpeesentacao adjunta de
L seja nilpotente, a condicao &€ mais fraca, pois exigirpesas que certos produtos que en-
volvem dois elementos, um deles aparecendo uma Gnicaejazeso. O interessante nesse
caso € que o nUmero de produtos nao € fixo para todos asgmetementos e o anulamento

desses produtos levam a nilpoténcia da algébra

Exemplo 5.3.1. N(n, F') & nilpotente. De fato, basta aplicar o Lema 5.3.1 e o Teorema

de Engel.
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P3- Condicao de Nilpoténcia para Grupos Localmente Fanite Expoente
Algebras de Ligp — 1)-Engel de Caracteristiga(ou 0)

Jhone Caldeira, Lucimeire Alves Carvalho & Aline de Souzad (UFG)

Resumo

Seja P um grupo localmente finito de expoente primoadmitindo um grupo
G de automorfismos sollvel finito de ordentoprima conmp. Neste trabalho estudaremos
a influéncia dos centralizadores dos automorfismosiesobre a estrutura d2. Nesse
sentido, mostraremos que 8g(G), 0 subgrupo de pontos fixos, & soluvel de comprimento
derivadod, entaoP € nilpotente de classe limitada em termogde e d. Sera demonstrado
também que se uma algebra de lGe— 1)-Engel L, de caracteristica (ou 0) admite um
grupo de automorfisma§ solUvel finito de ordenn coprima com a caracteristica de
tal queC(G), a subalgebra de pontos fixos, & soluvel de comprimenteadi® d, entéo a

algebra de Lid. & nilpotente de classe limitada em termogde e d.

Introdug ao

SejamG um grupo finito e um automorfismo dé;. Denotamos o centralizador deem
G, ou subgrupo de pontos fixos, pOF(«) = {z € G|z* = z}. SeCg(«a) = 1, dizemos
guec € livre de pontos fixos e se a ordema@eé coprima com a ordem de, entaox &€ um
automorfismo coprimo dé. Sabe-se que com o estudo de centralizadores de automafismo

de grupos finitos podemos obter varias informacdes itaptgs sobre o grupo em questao.

Em 1902, Burnside provou que um grupbadmitindo um automorfismo de
ordem 2 livre de pontos fixos & abeliano. Este foi o primegsuttado significante, de que
temos registro, sobre o fato da existéncia de automorfiginres de pontos fixos implicar

em conclusodes substanciais em relacao ao grupo. Bertesisbém analisou o caso em que
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o automorfismo & de ordem 3 e provou que tal grupo & necassarte nilpotente de classe

no maximo 2.

Passados mais de cinquenta anos das descobertas de Buensit#s7 e 1959,
dois resultados se destacam, relativos a grupos admitimdonarfismos de ordem prima
livre de pontos fixos, devidos a Higman [3] e Thompson [8]grHian mostrou que existe
uma funcaoh(p) dependendo somente getal que todo grupo nilpotente admitindo um
automorfismo livre de pontos fixos de ordem pripfanilpotente de classe no maxirh).
Thompson por sua vez mostrou que todo grupo admitindo unmeurfsmo livre de pontos

fixos de ordem prima & nilpotente.

A partir dos resultados acima, uma questao que ficou em mgagpfesentar
explicitamente a funcaf(p). Higman deu um limitante inferior parap) quandop > 2,
sendoh(p) > piT‘l Ele também mostrou queg5) = 6. Um limitante superior para(p) foi
dado por Kreknin e Kostrikin. Eles mostraram que
(-1 -1

p—2

h(p) <

A partir da década de 60 do século passado, houve o intettesse buscar resul-
tados
semelhantes para o caso em que a ordem do automorfismo rs@ouimsnimero primo.
Como exemplo, em 1971 Ward [9] provou em qué/sé um grupo abeliano elementar de
ordemp® agindo sobre ump’-grupod finito tal queCg(v) & nilpotente para cadaemV#,
entdoG é nilpotente. Ainda Ward [10] mostra que Beé um grupo abeliano elementar
de ordemp* agindo sobre ump’-grupo sollvel finito e tal que o grupo derivado de(v)
é nilpotente para cadaem V#, entdo o grupo derivado d& & nilpotente. Ja em 1992,
Shumyatsky [7], generaliza os resultados de Ward, mostrque os mesmos sao validos na

classe dos grupos solluveis periodicos.

A fim de observar algumas conjecturas feitas na década dee6i3@mos de al-
gumas

definicoes.

SejaGG um grupo soluvel. O subgrupo de Fitting @¢ denotado po¥'(G), € o
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subgrupo gerado por todos os subgrupos normais nilpotdatésPelo Teorema de Fitting,

F(G) & nilpotente. Podemos definir a série superior de Fittang dada por

Fo(G) = 1; Fi1(G)/Fi(G) = F(G/F(G)); i=0,1,2,...

ComoG & um grupo solUvel, temos que existeal queG = F,(G). O menorh tal que isto

acontece é chamadadturadeFitting de G e & denotado pai(G).

Definimos também @omprimentocomposi¢acd:(G) de um grupo soluvel7,

que e o]
numero de divisores primos ¢€| contando as multiplicidades. Isto é,|68 = p* - - - pl*,

entao
S

KG) =) r

=1
SejamG um grupo finito eA um grupo sollvel de automorfismos e Su-
ponha que’;(A) = 1 e que a ordem dél e a ordem de&; sejam coprimas. Entao temos
as seguintes conjecturas que podem ser consideradas coeralgmacdes do Teorema de

Higman-Thompson.

Conjectura A. G & sollvel.

Conjectura B. h(G) < k(A).

Conjectura C. Se A & ciclico, entad> & solUvel de comprimento derivado limitado em
termos de A|.

A Conjectura A & conhecida como verdadeira pois segue daifitacao dos

grupos simples finitos.

A Conjectura B esta sendo hoje usualmente abordada usamd@balho im-
portante feito por Hall e Higman [1] em 1956. Quandl@ abeliano ela & verdadeira, mas o

caso geral continua em aberto.

Sabe-se pouco a respeito da Conjecturd& @onhecido que ela & verdadeira
somente sel & de ordem prima, que €& o caso demonstrado por Higman-T¢@wme no caso
onde aordem dd € 4. Por outro lado, o problema analogo para algebrasat®Liesolvido

por Kreknin em 1963 que afirma que toda algebra de Lie addatiom automorfismo livre
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de pontos fixos de ordemé solUvel de comprimento derivado no maxigto— 2.

Apesar da descoberta feita por Kreknin, infelizmente nd@stenenhum sinal de

como aplicar este teorema para grupos.

Sejal uma algebra de Lie. Dizemos quesatisfaz av-ésima condi¢ao de Engel
se

[z,y,y,...,y] = 0, para todosc,y € L. Dentro do contexto das algebras de Lie, mais

especificamente com relacao as algebras de Lie sa&igtazan-ésima condicao de Engel,
temos outro resultado importante devido a Higgins que afgoese uma algebra de Lie
(p — 1)-Engel de caracteristiga(ou zero) & soluvel de comprimento derivatj@ntéo ela &

. , . —1)4—
nilpotente de classe no maxinie-;—.

Uma nova ferramenta para o desenvolvimento dessas gassifgu pelas técnicas
utilizadas por Efim Zelmanov [11,12] durante a resolugd®blema Restrito de Burnside,
resolucao esta que lhe rendeu a Medalha Fields em 1994 rdderge trabalho estudamos
um dos problemas que foi motivado pelos trabalhos de Highteompson, de Kreknin e,

principalmente, pelas técnicas utilizadas e desenvadvimbr Zelmanov.

Objetivo

Nosso interesse principal baseia-se no estudo do compantarde centralizadores de
automorfismos de grupos finitos permitindo a obtencao fitenracdes importantes sobre
grupos. As abordagens permeiam substancialmente ressiltdanéis e algebras de Lie,
condicOes de Engel, centralizadores e automorfismosncopr As técnicas empregadas na
demonstracao do resultado principal sao baseadas etslas utilizados por Zelmanov na

resolucao do Problema Restrito de Burnside. A demoy@trpode ser encontrada em [4].
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Resultados e Discusses

Este trabalho tem como objetivo principal, dentro do caiotela algebra, provar que

Teorema 2.70.(Khukhro, Shumyatsky [4]) Se um grupo localmente fikitde expoente
primo p admite um grupo de automorfism@ssoluvel de ordem:, comn e p primos entre
si, tal que o grupo de pontos fix6% (G) & solivel de comprimento derivady entio P &

nilpotente de classe limitada por uma f@acque depende somente désnerosp, n e d.

Para isso, faremos uso de uma generalizacao do Teoremae#laiiK e uma

generalizacao do Teorema de Higgins, dadas, respe@ivampelos:

Teorema 2.71.(Khukhro, Shumyatsky [4]) Sejaum automorfismo semissimples de ordem

n de umaalgebra de Liel tal que

1L, Cyla), -, Cy(a)] = 0.

J

g
m

dIL < (m+1)""' +logam.

Teorema 2.72.(Khukhro, Shumyatsky [4]) Se urdégebra de Lie(p — 1)-Engel L de ca-
racteristicap (ou 0) admite um grupo de automorfisni®@solivel finito de ordem n coprima
com a caracteistica, tal queC', (G), a sukalgebra de pontos fixog,solivel de comprimento
derivadod, enfio aalgebra de Liel & nilpotente de classe limitada somente em termos de

p,n ed.

Faremos o estudo de algebras de Lie e utilizaremos o Méek®da para associar
uma algebra de Lie a um grupo. Também estudaremos ceattaties de automorfismos,
grupos e algebras de Lie sollveis e nilpotentes, entre®abnceitos presentes na Teoria de

Grupos.
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Conclusdes

Concluimos que o estudo dos centralizadores de automosdise torna uma ferramenta
muito importante durante a tentativa de se obter infooeagobre grupos. Com este es-
tudo, vivenciamos o enriquecimento das pesquisas e o de#giengnto do estudo na area de

Algebra, principalmente, da Teoria de Grupos.
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P4 - Sobre Grupos Satisfazendo Leis Positivas e Variedadesumo&

Jhone Caldeira, Aline de Souza Lima & ldA& Silva NascimentQUFG)

Resumo

Neste trabalho estudaremos a estrutura de grupos satidtamena lei positiva,
ou seja, uma identidade da formas v, ondeu e v sao palavras positivas. A questao prin-
cipal & saber quando tais grupos sao extensao de grdpogenites por grupos de expoente
finito. Estudaremos a resposta afirmativa a essa questaaiper larga class€ de grupos,
incluindo grupos solUveis e residualmente finitos, mostoaque, além disso, as classes de
grupos nilpotentes e de grupos de expoente finito em qusataas Unicas limitadas em ter-
mos do comprimento da lei positiva. Veremos também que,atitplar, se a variedade de
grupos é localmente finita e nilpotente, entao ela podétdeestar contida em um produto
de uma variedade nilpotente por uma variedade localmeriti® i@ expoente finito. Disso
seguem corolarios interessantes, por exemplo, que gdgloges de torcao, residualmente
finitos, n-Engel sao nilpotentes de classe limitada em termas. d&inda, consideraremos
a questao de Bergman para saber se uma lei positiva em uraeatiggcao de um subse-
migrupo de um grupo deve ser de fato uma lei em todo o grupotrama® que ela tem
uma resposta afirmativa para grupos sollveis. Todas aadissussoes estao baseadas nos

trabalhos de Burns, Macedonska e Medvedev [2] e Fernafldeber e Shumyatsky [4].

Introdug ao

Neste trabalho estudaremos a estrutura de grupos satidtaama lei positiva, ou seja,
uma identidade da forma = v, ondeu e v sao palavras positivas. A questao principal
€ saber quando tais grupos sao extensao de grupos nigetgor grupos de expoente fi-
nito. Estudaremos a resposta afirmativa a essa questaarparkarga classé€' de grupos,

incluindo grupos solUveis e residualmente finitos, mostoaque, além disso, as classes de
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grupos nilpotentes e de grupos de expoente finito em qusataas Unicas limitadas em ter-
mos do comprimento da lei positiva. Veremos também que,aticplar, se a variedade de
grupos é localmente finita e nilpotente, entao ela podétdeestar contida em um produto
de uma variedade nilpotente por uma variedade localmerite fie expoente finito. Disso
seguem corolarios interessantes, por exemplo, que gdglbges de tor¢ao, residualmente
finitos, n-Engel sao nilpotentes de classe limitada em termas. d&inda, consideraremos

a questao de Bergman para saber se uma lei positiva em uraeatjggcao de um subse-
migrupo de um grupo deve ser de fato uma lei em todo o grupotramao® que ela tem
uma resposta afirmativa para grupos sollveis. Todas aadissussoes estao baseadas nos

trabalhos de Burns, Macedohska e Medvedev [2] e Fernaildeber e Shumyatsky [4].

Materiais e Métodos

Nossos estudos e demonstracdes a respeito dessaseguesesultados sao baseados
fortemente nos trabalhos de Shalev [12] sobre os gruposdisdtisfazendo uma lei positiva
e varios trabalhos de Zelmanov [15-18] sobre o Problem#&iReBurniside, condicdes de

Engel e anéis de Lie, aléem de resultados de Lubotzky e M2jrsoprep-grupos potentes.

Definicao 2.73.SejaF’ um grupo livre sobreX = {zy, x9,...}. Dizemos que um elemento
daformaz;'z;)* - - - ;" € uma palavra positiva se; € um elementoao trivial de e tal
elemento 8o envolve os inversos dg, ou sejak > 1em; > 1 paraj = 1,...,k. Uma
lei positiva (ou de semigrupo) de um gru@cé uma identidadeao trivial da formau = v,
ondeu e v SAo palavras positivas erft, sobre toda substituip X — . O grau de uma

lei € o maximo dos comprimentos dentres v.

Neste trabalho, estudaremos uma estrutura de gruposgatisio uméei posi-
tiva por um resultado d#&al’cev: Um grupo que & a extensao de um grupo nilpotente po
um grupo de expoente finito satisfaz uma lei positiva. A qigeptincipal de nosso interesse

é discutir a veracidade da reciproca.
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Resultados e Discusses

Questio 2.74.Se um grupd- satisfaz uma lei positiva, et G deve ser uma extes de

um grupo nilpotente por um grupo finito?

Olshanskii e Storozhev [10] ttm mostrado que em geral astaplessa questao
e falsa. Eles exibem um exemplo de um gr@pgeradosatisfazendo uma lei positiva que
nao &€ uma extensao de um grupo nilpotente por um grupo.fiM@as existe um outro re-
sultado, enunciado mais tarde, que nos da uma respostatfarpara uma larga classe
C de grupos incluindo os grupos solUveis e residualmentm$iniAlém disso, & possivel
considerar uma outra ilustracao para a dicotomia indic&sin particular, pela diferenca da
metodologia e dos resultados associados com, por um ladbygae positiva do Problema
Restrito de Burnside e, por outro lado, a solu¢cao negdtivBroblema Geral de Burniside,
dentre os grupos obtidos por um caminho padrao via abondgupgra grupos sollveis e lo-

calmente finitos, o que nao & o caso dos exemplos apressntad

Para um inteiro positive, denotamos pdB, a variedade de Burnside restrita de
expoente:, ou seja, a variedade gerada por todos os grupos finitos derige. Também
definimos umSB-grupocomo sendo igual a um produto de muitas (finitas) variedades o

cada uma delas € ou sollUvel ¥y (para algune).

Teorema 2.75(2). Sejan um inteiro positivo. Existem fubesc(n) e e(n), dependendo
apenas de, tal que um SB-grup6& satisfazendo uma lei positiva de gra@ uma exteréo

de um grupo nilpotente de classe n@ximoc(n) por um grupo localmente finito de expoente
dividindoe(n), istoé,

G € Ren)Bew)

ondeR.,) denota a variedade de todos os grupos nilpotentes de class@ximoc(n).

A dependéncia de nos parametrog(n) e e(n) do teorema anterior tem como

consequéncia que se em um grugaodo subgrupo finitamente gerado &€ @B-grupo
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e satisfaz a lei positiva (possivelmente dependendo dorgpbpde grau no maximae,
entaoG € R.w)B.w). Similarmente, s€& & um produto subcartesiano 8&8-grupogodos

satisfazendo uma lei positiva de grau no maximentao novament@ € R, B.(m)-

SejaC uma classe de grupos obtidos pela classe de tod&Begrupospor
repetidas aplicacOes das operacbesi, onde para todo grupo em uma classee grupos,
LX é a classe de todos os grupos localmente RX é a classe dos grupos residualmente
X. Em particular, grupos residualmente finitos e grupos toeate sollveis pertencenta

Veremos a seguinte extensao do Teor@ma

Teorema 2.76.Se um grupd- pertence a classé€' e satisfaz uma lei positiva de gray
enéo

G e %c(n)%e(n).

ParaG residualmente finito isto melhora o Teorema A devido a SHa2y que
afirma que um grupo residualmente finito satisfazendo umaokgtiva &€ uma extensao de
um “grupo fortemente localmente nilpotente” por um grup@xigoente finito. Entendemos
por um grupo fortemente localmente nilpotente um grupo agra gariedades localmente

nilpotentes.

Segue do Teorem&a75que de fato um tal grupo pertenc&as., para alguns

ee.

Teorema 2.77.Uma variedadeés de grupo localmente nilpotente-por-finito (isé todos
0S seus subgrupos finitamente gerad@s exten8es de um grupo nilpotente por um finito)

se, e somente se,

B C RSB,

para algunsc ee.

Questio 2.78(Questao de BergmanpejamG um grupo eS C G algum subsemigrupo
gerador deGG. Existe alguma lei positiva satisfeita por (isto &, valendo sobre todas as

substituiesX — S) sendo na verdade satisfeita p6f?
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Burns, Macedonhska e Medvedev [2] afirmam que Ivanov e Ripsndependen-
temente construido exemplos mostrando que a respostarahpgea a questao de Bergman

€ negativa.

Teorema 2.79.A quesiio de Bergman tem uma resposta afirmativa para grupas/ed: se
G & um grupo salvel (ou um pouco mais geral, uma ex@msle um grupo salel por um
grupo localmente finito de expoente finitd) &€ G & um subsemigrupo gerador satisfazendo
uma lei positiva, efdto essa lei vale entr (dai, pelo Teorem&.75 G est realmente em

Rcn)DB.w), Onden € o grau da lei positiva).

Burns, Macedohska e Medvedev [2] conjecturaram que estiéaelo se mantém
em geral par& B-grupos, e consequentemente, para 0s grupoS . efambém afirmam ser
capazes de mostrar que para alcancar esta extensao eimaeanterior & suficiente impor
que G seja uma extensao de um grupo localmente finito de expoeitte hior um grupo

nilpotente.

Conclusdes

Acreditamos que realizando essas discussdes e aprofimdastudo das demonstracdes
dessas questoes e teoremas, poderemos interagir de fastaate interessante com impor-
tantes problemas em discussao pela comunidade mataméticespecial, pelos pesquisa-
dores na area dalgebra e Teoria dos Grupos. Estas abordagens nos pemniafihe-
cer fortemente resultados de Shalev [12], de Burns & Matskin & Medvedev [2] e de
Fernandez-Alcober & Shumyatsky [4] sobre grupos finitdstszendo uma lei positiva e
outros de Zelmanov [15-18] a respeito do Problema ResteitButnside e anéis de Lie com
condicdes de Engel, alem de importantes trabalhos detkkfpe Mann [9] sobre-grupos

potentes.
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P5- Campos Vetoriais Reversiveis no Plano

Kamila da Silva Andrade & Jo Carlos da Rocha MedradJFG)

Resumo

Introdug ao

Consideremos no espaco de campos vetoriais definid@?entonjunto2 composto pelos

germes de campos de vetorgs-reversiveis em 0 d&? com a topologia®” parar > 3.

Dizemos que o campo de vetor¥se ¢p—reversivel do tipd2, 1) se

parap emR?, 0, ondes € uma involugdo dim(Fix(¢)) = 1.

Estudamos bifurcacdes genéricas de campos vetoriassieeis definidos no
plano, ao redor de um ponto singular simétrico. A técnica&studo consiste em primeiro
mudarmos as coordenadas ao redor da singularidade sinétentao estudamos o con-
tato entre as orbitas do campo vetorial e a subvariedad®? dtada pelos pontos fixos da
involucao¢. Descrevemos o comportamento das singularidades estabdteuma relacao
com as singularidades que originam do contato entre o campetdres e a curva simeétrica
original. A principal razao de usar esta técnica é queoadeale contatos fornece podero-
sas ferramentas geomeétricas. Observamos ainda que estgantambém pode ser utilizado

para campos vetoriais definidos em variedades em dimensdissltas.

Apresentamos todos os diferentes tipos topologicos drikindades simétricas
no plano de campos de vetores de codimenséae 2, suas formas normais, seus respectivos
desdobramentos e portanto, uma completa lista de modgloticos para todas familias

a dois parametros de campos vetoriais reversiveis.
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Apresentamos ainda os retratos de fase destes campos eriagasnas de

bifurcacao e demonstraremos os teoremas:

Teorema 2.80(Singularidades GenéricasAs formas normais de campos de vetaf&'s

estruturalmente eéveis ent) sao:

1. Xoo(z,y) = (0,1/2);
2. X()l(l’,y) = (y,{L‘/Q),

3. Xoa(z,y) = (y, —x/2).

Teorema 2.81(Classificacao de Singularidades de CodimensaBrh)um espaco de fahas
de 1-parametro de campos de vetores ggnum conjunto densé formado por fartias tais

que suas formas normaide:

1. As formas normais de campos de vetd@rés estruturalmente eéteis ent?;
2. Xa(z,y) = (y,1/2(A + 2?));

3. Xu(z,y) = (exy, 1/2(2ey* +  + \)) come = +1;

4. Xa(z,y) = (zy, 1/2(=y* + 2+ N));

5. Xa(z,y) = (zy + ¥, 1/2(—z + y* + N)).

Teorema 2.82Classificagao de singularidades de codimensaB@)um espaco de fahas
de2-parametros de campos de vetores @um conjunto dense formado por fartias tais

gue suas formas normaiaa.

1. As formas normais de campos de vetores listadas no Te@&ta
2. Xog(z,y) = (y, 5[b2® + ax® + Bx]) comb = £1;
3. Xog(z,y) = (—ay, 3[—z +a(y® — z + @)*] + B) coma = +1;

4. Xop(x,y) = (By —v* +ayla+ 22+ (y> — B)?], 3l + (v — B) o+ 22 + (y* — B)2]));
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5. Xag(,y) = (vy + ay?, 5z + > + B));
6. Xos(7,y) = (zy, oz — y* + az® + B]) coma = +1;

7. Xop(z,y) = (axy, 5[ax + by? £ 32% 4 f]) coma = 1 eb =3 0ua =3 eb = 1.

Campos Vetoriais Reversveis

Sejal) o0 espaco dos germes de campos de vetdfeseversiveis em 0 d&? com topologia

C" parar > 3.

Definicdo 2.83.Dois campos de vetores; e X, em() sio C’—equivalentes se existe um

homeomorfismo que aplica as traebs deX; nas trajebrias deXs.

Vamos trabalhar com as involugdes que sao germes dambiéismosC, ¢ :
R% 0 — R?,0, satisfazend® o ¢ = Id e det(D¢(0)) = —1. E o conjuntoS = fix{¢} &

uma curva integravel efii?, 0.

Pelo Teorema de Montgomery—Bochner temos que, na vizjahd@cim ponto

fixo, a involugaay & C*>°—conjugada & = (z, —y).

Denotamos pof) o conjunto de todos os campos de vetasegeversiveis em

R?, 0. Nestas coordenadas temos gue {y = 0}. Dotamos? com topologiaC”, r > 3.

Consideremos a seguir, v) um sistema de coordenadas B 0, o conjunto
M = {(u,v) € R*,0;0 > 0}

e 0 conjuntoy de todos o€'" —campos de vetores efd (r > 3) dotado com topologig".

Denotamos o bordo d&/ porS.

Defini¢do 2.84.Dois campos de vetores, e F;, (definidos emV/ ), emy sdo ditosC’—
equivalentes se existe um homeomorfismo{em> 0}, (necessariamente preservando o

bordo{v = 0} ) que aplica trajebrias deF; em trajebrias deFs.
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Defini¢do 2.85.Um pontop € S & umasS-singularidade de/” € x seF'(p) € tangente &'

emp.

Sejah : R? 0 — R definida porh(u,v) = v. Nestas coordenadas o conjunto

S—singular def’ emy é determinado pelas equacgoes:

h=0elFh=VhIF =0.

Observamos qué™h = FF" 'h = V(F"'h).F.
Definicdo 2.86.Dizemos que uma singularidagec S &€ uma dobra dé se
h(p) = Fh(p) = 0 e F*h(p) # 0.
Definicdo 2.87.Dizemos que uma singularidage= S &€ uma €ispide deF’ se

h(p) = Fh(p) = F*h(p) = 0 € F*h(p) # 0.

Singularidades Geréricas

SejaX € Q. Nas coordenadds, y) determinadas acimatemos quese-= (f(z,v), g(x,y))

e X é p—reversivel entao podemos escrexena forma:

X(z,y) = (yf(x,y%),1/29(x,y%)).

No semiplana, > 0, considere

Um simples calculo mostra que nestas coordenadéagransformado em:
X(u,v) = (Vof(u,v), Vog(u,v)) emv > 0.
Segue que em > 0, X é topologicamente equivalentda= F'(X), onde

F(u,v) = (f(u,v), g(u,v)) parav > 0.
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Observa@o 2.88.F pode selC*>—estendido para uma vizinhanca tloPelas propriedades
simétricas deX (com respeita@ involug@o carbnica) deduzimos o comportamento/deX )
em M, 0 e assim, determinando completamente o comportamento e (. Portanto, o
problema inicialé trasformado em analisar o retrato de fase Beem M. Nao fazemos

distindo entreF’ e qualquer de suas extdies.

Singularidades de Codimenao 1

Denotamos poE, 0 conjunto de todos os elementos gmue sao estruturalmente estaveis
emO e porvy 0 subconjunto d& constituido de elementos que sao estruturalmenteestav
(emQ).

Consideremos os conjuntas = x \ Yo ey = Q\ v (a bifurcacdo dos
conjuntosy e (2, respectivamente). Se}a o subconjunto dg; constituido pelos elementos

gue sao estruturalmente estaveis com relaggo a

O primeiro passo & encontrar formas normais para singaldeis de codimensao
1 no bordo. Primeiramente, damos uma idéia intuitiva deatsggra usada para classificar
singularidades no bordo. Dadd = (f,g) emy tal queg(0) = 0, temos as seguintes

possibilidades:

(i) f(0)#0
(i) f(0)=0.
No caso (i) todas as formas normais podem ser obtidas do LarRarcha Nor-

mal de Vishik em [Vis]. O caso (ii) nao pode ocorrer em codis@ zero. A$ —sigularidades

de codimensao sao classificadas sob as seguintes condic¢des:

(a) 0 & um ponto singular hiperbolico de
(b) os autovalores dBF'(0) sao distintos;

(c) os autoespacos def’(0) sao transversais&, emo0.
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As S—singularidades de codimensasao caracterizadas por violagdes generi-

cas de cada uma das condicdes acima.
Lema 2.89.[Lema de Classifica#p] >; € uma subvariedade de codiméaog dey;. Alem
disso, os elementos dg sdo classificados a seguir:

1. S—singularidade @spide (definigo 2.87);

2. S—singularidade B: F'(0) = 0, os autovalores d& F'(0) (A, e \y) sdo reais, distin-

tos, A\ \2 > 0 € 0s autoespacoéie transversais & emo;

3. S—singularidade sela: F(0) = 0, os autovalores dé)F'(0) sao reais, distintos,

Ao < 0 e 0s autoespacosis transversais & emo0;

4. S—singularidade foco:0 € um ponto singular hipeddico de I’ e os autovalores de

DF(0)sa0 A = a £ ib, coma, b # 0.
Lema 2.90. [Lema da Forma Normal] Uma faitia & 1-parametroFA, A € (—¢,¢), do
campo de vetores e transversah >; emFj, tem as seguintes formas normais:
1. F, & umaS-singularidade aspide: F\(u, v) = (1, A + u?);

2. Fy @ umaS-singularidade 0: Fy(u,v) = (au,u+bv+ A)com a=1,b=2(ou
a=—1,b=-2);

3. Fy @ umaS—singularidade selaf)(u,v) = (u,u — v + A);
4. F, & umaS-singularidade focoF)(u,v) = (u + v, —u + v + A);

O restante da secao sera voltada pa determinar ressiadares (Lemag.89

e 2.90 para sistemas reversiveis segundo uma correlacg®.erar’’(.X).

Em () definimos o subconjunte, da seguinte maneira:
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“ X € v; se a origem & uma singularidade genérica de codimehsi@ocorrespondente
F=FX)"

Isto significa queX € v, se, e somente sé&, = F'(X) € 3.

O seguinte lema segue da definicaade do teorema em [Tei2]:

Lema 2.91.v, & aberto e denso efn,. Aléem dissop; € uma subvariedade de codimans
1 de(.

O seguinte resulatado & consequéncia dos Lend®e 2.90

Proposicao 2.92. (i) X (emS(2,) é estruturalmente egtel com relagoa (2, se, e somente

se,F(X) & estruturalmente evel com relago ay;;
(i) X € estruturalmente edtel enm(2; se, e somente s&, € vy;

(i) As formas normais de qualquer falia a 1-parametro de elementos efhpassando
por X, € v; e transversal a;; sao:
1. tipo dispide: X, = (y, (A + z%));
2. tipo ro: X, = (zy, 5(x + 2> + \))
(ouXy = (~zy, 3(z — 2y° + X)));
3. tiposela:X, = (zy, 1 (z — y* + \));

4. tipo foco: X = (zy + y*, L (—z + y> + \)).

Singularidades de Codimenao 2

Comecamos derivando preliminarmente formas normais sieagularidades de codimensao
2 e entao deduzimos os tipos topolbgicos de uma familigparametros genérica de campos

de vetores em.

AnaisdaSemanalo IME/UFG - ISSN2317-5591 - 256 -




Kamila da Silva Andrade & Joao Carlos da Rocha Medrado o ]
Campos Vetoriais Reversiveis no Plano

SejaX em€, = Q; \ v;. Entdo o correspondenté = F(X) esta emy, =

x1 \ X e vice versa.

SejaX, 0 subconjunto de, constituido pelos elementos detais que:

1. S—singularidade dove’s tail’(0) # 0, Fh(0) = F2h(0) = F3h(0) = 0 e F4(0) # 0;

2. S—singularidade sela—n6:& uma sela—no6 d& e os autoespacos d&F'(0) sao trans-

versais a emo;
3. S—singularidade HopfF'(0) = 0, 0 & uma singularidade Hopf de codimengade F;

4. S-singularidade no—degeneradbi0) = 0, os autovalores d® F(0) sdo iguais a
A, rank(DF(0) — AId) = 1 e os correspondentes autoespagos sao transversais a

emo;

5. S—singularidade tangente hiperbolida(0) = 0, os autovalores d® F'(0) sao reais e
distintos, e tem uma variedade invariante tendo contatdrgtiao comS em0. Além

disso, aos autovalores nao satisfazem a equagao2\;.

Observe que no caso (5) determinamos diferentes tiposigipok de uma—
singularidade. Eles dependem principalmente da posegiativa da variedade invariante
com respeito ao bordo e se a singularidade & uma sela ou ul@d disso, no caso nd

temos que a separar quando a variedade invariante fonmgeértee aS ou nao.

Abaixo listamos alguns resultados, a maior parte provadgei3].
Lema 2.93. (i) >, & aberto e denso epy;
(i) F é estruturalmente etel com relagoa x, se, e somente s&, € 3;
(i) X5 € uma subvariedade de codim@&og de;

(iv) as formas normais de qualquer fédra a 2-parametrosF,; transversal a-, em Fy,

SA0:

1. dove's tail: F,5(u, v) = (1, bu® + au® + Bu) comb = +1;
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2. sela-10: F,5(u,v) = (—u, —u+a(v — u+ a)* + B) coma = +1;

3. bifurcago Hopf:
Fag(u,v) = (8 —v+ula+u?+ (v =5l u+ (v—pB)a+u*+ (v-75)7%);

4. nb-degeneradof,s(u,v) = (u + av,u+ v + f);
5. selatangenteF,s(u, v) = (u, au — v + au® + ) coma = =+1;

6. no tangente:F,5(u, v) = (au, au + bv £ 3u® + )

coma=1leb=30ua=3eb=1;
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P6 - Normal Forms for Sewing Linear Systems

Kamila da Silva Andrade & Jo Carlos da Rocha MedradJFG)

Resumo

Resultados e Discuss

A large number of problems from mechanics, electrical eegimg and the theory of au-
tomatic control are described by non-smooth differentyastesms, see [AVK]. The basic
methods of qualitative theory for this kind of differentgfstems were established or de-
veloped in the book [Fi] and in a large number of papers, seen&iance [Ba], [CGP],
[BBCK], [GT], [KM]. Besides planar linear global differeiai systems can have at most 10
(7 non degenerated) different phase portraits (see farest[dum81]) and no limit cycles,
the number of different phase portraits, and the maximumbaimof limit cycles of pie-
cewise linear systems (even with as few as two regions)lisisknown. The fact that we
can situate on each region a linear system with either a regdilgr point, or a virtual one,
plus the fact that another singular point may appear on thef siiscontinuity by the combi-
nation of the two flows, and the possible existence of limdley, increases a lot the number

of possible phase portraits of a piecewise linear diffea¢system.

In this work we study piecewise linear systems on the EualidspaceR?, and
we consider the straight lineé = {(x,y) € R?|y = 0} as the set of discontinuity. Observe
that if f : R? — R is given by f(z,y) = y thenX = f71(0), thusX is the separating
boundary of the regions™ = {p € R?|f(p) > 0} andX~ = {p € R?|f(p) < 0}.

A vector field X (z,y) = (X1(z,v), X2(x,y)), onR?, is an application that for
each poinp € R? we get the associated the vecfo(p) € T,R?, whereT,R? is the tangent

plane toR” in the pointp. The planeT,R* has a basis which we denote by, 1} and,
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therefore, in this basis

So, given a smooth functiofi: R? — R, we define

X50) = (Xt + X)) 1)
Pr

Px
= ((X1(p), X2(p)), Vf(p))
= (X(p), V£(p)),

= X1(p)==(p) + Xa(p)

andX"f(p) = X(X"1f)(p) = (X(p), VX" f(p)) for all n € N. We say that an orbit of
X istangent to: atp if X f(p) = 0.

Let I be the space af** linear vector fields ofR? of the formAX + B, where
B € R* andA € M?**(R) with det(A) # 0, endowed with theC>-topology and let
Q = Q(R?, f) be the space of vector fields: R* —s R? such that

Z(x,y) { X@y), for (z.y) €T, (2.3.1)

Y(z,y), for (z,y)€X,

whereX = (X1, X5),Y = (Y1,Y2) € I'. We write Z = (X, Y'), which can be multivalued
at points of> endowed with product topology di = Q(R?, f).

The trajectories of/ are solutions of the autonomous differential equation sys-
temp = Z(p), which has, in general, discontinuous righthand side. Trech@sults of
differential equations, in this context, were stated byppibv in [Fi]. Related theories can
be found in [K], [ST], [T].

GivenZ = (X,Y) € Q the following regions in the discontinuity s&t are

distinguished:

(i) ¥; C X is thesewing regiornif (X f)(Yf) > 0onXy;
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(i) Xy C X istheescaping regioif (X f) > 0and(Y f) < 0on3,;

(iii)y X3 C X is thesliding regionif (X f) < 0and(Y f) > 0 onXs.

A pointp € Y is asewing pointanescaping poinbr asliding pointif p € X,

p € Y5 0rp € Y3 respectively.

We are interested in the study of discontinuous linear systg = (X,Y) € (),
having only tangency and sewing points¥inthis is, having the propertX f(p)Y f(p) > 0
for all p € ¥, which we calledsewing linear system&\Ve show that there are three normal
forms for represent this systems, moreover, we presentidsegportraits for the cases where
the singular points ok andY are onX. We remark that in this case both are the same. So,

we can consider this point at origin.

We denoted byp(t, A) the flow of 2.3.1) andp*(t, A) the flows of X andY
respectively. IfA € R?\ ¥ thenp(t, A) = p*(t, A), if A € Yand(XfY f)(A) = 0 then
o(t,A) = Aforallt € R, finally if A € X but(XfY f)(A) # 0we have

- if Xf(A),Yf(A) > 0then

e (t,A), t<0

A, t=

p*(t,A), t>0
- if Xf(A),Y f(A) <0then

e (t,A), t<0

A t=0

e (t,A), t>0

ConsiderZ = (X,Y) € Q a sewing linear system. Thefican be expressed by

(a1x+a2y+a3,b1$+b2y+b3)a (:E7y) € E+
7= (X.¥)= . (23.2)

(Cll‘ + ¢y + c3, dlx + d2y + d3) > (:an) € X
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Given X € T, we say that an orbit ok is tangent ta: atp if X f(p) = 0 and
this contact is of orden if X?f(p) =0fori=1,...,n — 1 andX"f(p) # 0.

Lema 2.94.Let X € I" be expressed by = (a2 + asy + as, bz + bay + bs). If there exists
an isolated tangency poipte X thenb; # 0. Moreover, if X2 f(p) = 0 thenp is a singular
point of X.

So, we can conclude thatjpfe ¥ is a tangency point but it is not a singular point
of X then itis a fold point, this is, the contact pns of order2, which can be either internal
(if X2f(p) > 0) or external (ifX2f(p) < 0).

Lema 2.95. Consider a sewing linear systefh= (X,Y) € Q given by 2.3.2 such that

there are isolated tangency points@fandY on X, thenY can be expressed by

Y(z,y) = (cla: + coy + 3, dyx + doy + %) . (x,y) €2, (2.3.3)

Now, in order to simplify the expression &.3.2 , we consider the linear change

of coordinates, = (¢, ¢_) such thatp, is definite onX™ andy_ on X, satisfying:

() ¢y andy_ must be non degenerate,

(i) each point of>> must be transformed for bothky,, andy_, into the same point again
of 3, and

(iii) the rescaling of the time must have the same sigiidérand onX .

Lema 2.96.Lety, andy_ be a pair of linear change of coordinates defined@hand ¥~

respectively. Ifp, (p) = ¢_(p) € X forall p € ¥, then
Al Bl Al B2
eil@) = ¢ and ¢ (g) = 7
0 D 0 Dy

forall ¢ € Xt andg, € .

AnaisdaSemanalo IME/UFG - ISSN2317-5591 - 262 -




Kamila da Silva Andrade & Joao Carlos da Rocha Medrado ) )
Normal Forms for Sewing Linear Systems

Definicao 2.97.We say that two sewing systetisand 7, on 2 are topologically equiva-
lents if there exists a homeomorphism which maps trajezsarfZ; onto trajectories of7,,

preserving>..

Lema 2.98. Consider a sewing linear systeth= (X, Y") € Q of the form

ay +b ey +
X = Y and Y = y+s . ThenZ = (X,Y) is topo-
cx + dy gxr + hy

logically equivalent taZ = (Y, X).

Lema 2.99.GivenX €I by

ay+0b
X = ,onXx .
cr + dy
ThenX is equivalent to
~ —ay +b
X = Y ,onx™.
—cx + dy
: : ay +b L .
Lema 2.100. Given the vector field = e I'". Then it is equivalent to
cr+dy+e
~ ay+b
S
cx +dy

Observag@o 2.101.0bserve that a horizontal translation does not change plpastaits

of the vector fields oix.

And now, we present the main result.

Theorem 1: Normal Forms for Sewing Linear Systems

LetZ = (X,Y) €  a sewing system whif andY having a isolated tangency

point. Then it can be written by

(y +(11,.T+(12y), (Jf,y) € Z+7
Q) 7=

(y + B,z + Boy), (x,y) €.
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(y + o, T A+ OCQy), (Jf,y) € Z+7
(i) Z =

(—y + B,z + Boy), (z,y) € X.

(_y + Qq, T + (12’3/), (.T, y) € Z+7
@iy 7z =
(—y+ B, 2+ Bay), (z,y) € T
Observa@o 2.102.We don't present here the phase portraits, but we have doimetlite

original paper.
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P7 - Sobre uma Construcao Relacionada ao Quadrado TenS@aahbeliano de um Grupo

Agenor Andrade & Ricardo Nunes de Olive{tdaFG)

Introdug ao

Este trabalho destina-se ao estudo do artigo “On Constru&elated to the Non-abelian
Tensor Square of a Grotiple Rocco [1]. O objetivo entao & analisar um operadua classe
dos grupos, que esta relacionado com o quadrado tensaaaleliano de um grupo, onde
apresentaremos algumas propriedades envolvidas comegiaduy, relacionando a finitude,
solubilidade ou a nilpoténcia de um grupbcom a finitude, solubilidade ou nilpoténcia,
respectivamente, de. Por fim, sao estabelecidas algumas cotas para o0 quadrestwis

G ® G, quandaZ € ump-grupo finito.

Definicao 2.103.Sejam e G¥ grupos isomorfos pop, g — ¢¥, paratodog € G. Defini-

mos O SegUinte grupo:
V= <G7 GSO} [glagg]g?) - [gi]?)v (933)<P] - [glag;)]gg’ 7v91792793 € G> .

Nossa motivacdo para introdu2iré que ele possui um subgrufi@, G| iso-

morfo ao quadrado tensorial nao-abeli@gh® G, como sera visto mais adiante.

Resultados e Discuss

Muito Util para o estudo desse artigo, foi 0 seguinte subgswdo grupd/.

A =([g,9%llg € G)

A importancia deste subgrupo, & destacada na demoastiaoqué’ herda as propriedades

de finitude, nilpoténcia e solubilidade do grugpusando o fato de que
vV x(G)

A~ RG)
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Lema 2.104.
A<V NZW),

onde)’ e Z(V) sdo respectivamente os subgrupos derivado e o centro do gfupo
Outro subgrupo muito importante &
T =[G,G*l=(lg,h7"]|lg,h € G).

A importancia deste subgrupo deve-se ao fato dele ser i$omo quadrado ten-

sorial nao-abeliano do grupe.

Os principais resultados apresentados no artigo foram:

Lema 2.105.Sejany, g1, 92, g3, 94 €lementos quaisquer de um grupoAs seguintes reldges

sdo \alidas emV(G):

=

. g1, g5Now95T = [gy, g8 low9) = [gy, g5]l004)%;

N

91,98, 93] = 91, 92, 93] = 91, 95, 93;

w

9f. 92, 93) = 197, 92, 951 = 95, 9%, 93);

AN

. lg, ¢%] € central emV(G);

o1

- [91. 95192, g7 € central emV(G);
6. [9,97] = 1, paratodog € G'.

Proposicgao 2.106.SejaG um w-grupo finito ou, um grupo nilpotente finito ou, um grupo
soluvel. En&oV & respectivamente umgrupo finito ou, um grupo nilpotente finito ou, um

grupo solivel.

A seguir apresentamos um dos resultados centrais obtidd¥gooo [1] em seu

artigo.
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Considere a aplicagaoabaixo, definida sobre os geradoresde G

T GG — T

(1 ®92) — g1, 95)

Tal aplicacao pode ser estendida a um epimorfismé&' deG em Y, uma vez

que,T preserva as relacdes definidorastle G.
Proposigio 2.107.7: G ® G — Y, dada por(g; ® g2)” = [g1, ¢5] & um isomorfismo.
Proposigao 2.108.Sejam

G = GYWeaP=a> .. >G>,
1 = &(G)4&6(G) <

G = nG)ErpG)E..ByG) ..,
respectivamente, aésie derivada, a 8rie central superior e aé&ie central inferior deG.
Entao
1. [£(G), (GUTD)?] = 1, para todgj > 0;
2. [§:1(G), v (G?)] - [v(G), &+1(G¥)] & central enl’, para todoj > 1;

3. [£;(G),~,;(G¥)] & central enV, para todoj > 1.

Os Resultados Principais

Lema 2.109.
V=(TxG)xG*.
Teorema 2.110.Para: > 2 0 i-ésimo termo daé&ie central inferior de) & dado por
(V) = WGU(C) i (), GG (67,

onde~;(G) denota ai-ésimo termo daégie central inferior do grupd-.
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Em particular, s € nilpotente de classe entao) é nilpotente de classe no

maximoc + 1.

Teorema 2.111.Parai > 2, oi-ésimo termo daésie derivada de’ € dado por
Yo — G(i)(Gw)(i) [C;(ifl)7 (GAO)(ifl)L

ondeG® denota oi-ésimo termo daé&sie derivada de-.

Em particular, s&7 & um grupo soltvel de comprimento derivagd@ntao) &

soltvel de comprimento derivado no maxime 1.

Mudando agora o foco panagrupos finitos, Rocco [1], obteve os seguintes
resultados, referentes a um limitante para a ordem dos giupa’ e, conseéientemente,

também pard’ ® G.

Lema 2.112.SejaG um p-grupo finito ec € Z(G) N G' um elemento de ordem Sed
denota o subgrupo de Frattini d&, enfio

V| divide pzygy.;9<<f>);.

Proposicgao 2.113.SejaG ump-grupo finito de classe (de nilpgncia) 2. Endio ]T\ divide

[EEPRANT: (g) .

Corolério 2.114. SejaG ump-grupo de classe menor do que, ou igual a 2, d6th= p" e

|G’| = p™. Entio| Y| dividepn(—™),

Por fim, Rocco apresentou um limitante para a ordem do quadeadorial nao-
abeliano de um-grupo finitoG.
Teorema 2.115.SejaG um p-grupo finito com|/G| = p" e |G'| = p™. Engo |V| divide

2
n‘+2n—nm
p .

Através deste teorema que o limitante para a ordem do qi@ateasorial nao-

abeliano foi estipulada, mediante o seguinte corolario:
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Corolario 2.116. Seja|G| = p", |G'| = p™ ed = d(G) o numero minimal de geradores de
G. Ento

Conclusdes

Os principais fatos observados (e demonstrados) no anampto pelo professor Rocco

sSao:

e (G finito = V finito;

G w-grupo finito—= V =- grupo finito;

G nilpotente finito—> V nilpotente finito , comx/(V) = cl(G) oucl(V) = cl(G) + 1;

G soluvel— V solGvel, comil(V) = dI(G) oudl(V) = dI(G) + 1;

Y =[G.G~G®G

G ump-grupo finito com G| = p" e |G| = p" = p© < |G @ G| < p"(=™),
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P8 - Estudo da Série dos Custos da Cesta Basica de Goiania

Karollyna Barbosa BidUFG) & Marcel Dantas de Quintel§UFS)

Resumo

Tendo a pesquisa da Cesta Basica Nacional, uma das pigftpaas de medir
o custo de vida do trabalhador brasileiro previstos no Decte Lei rA° 399 de 30/04/1938,
o presente trabalho aborda no ambito da capital goianaearspresentativa do custo men-
sal da cesta béasica no periodo de janeiro de 2003 a junh@lde Foi realizado o infla-
cionamento da série pelo IPCA (06/2010=1), desta fornmetrdo ao cenario ecAimico
atual dos custos reais de compra. Apoiados pelo softwaatistgio R-Project 2.12.1 foi
aplicada a decomposicao da cesta basica observouammoctamento de cada item, suas
participacdes e variacoes, aplicando o exercicio ddatar uma regressao maltipla, com-
postas pelos custos individuais de seus itens, desta farsadsar um modelo que permita

predizer num momento futuro.

Introdug ao

A analise de regressao & uma ferramenta estatistida panderosa aplicavel a situa¢des em
gue se desejam explicar valores de uma variavel depengaritencao de valores conhecidos
de variaveis independentes. A utilizacao dessa feméaae analise em recursos computa-
cionais potencializa o poder da estatistica, e movidas ipstinto investigativo intrinseco

do ser humano motivaram o exercicio da analise da sédagstes da Cesta Basica da cidade

de Goiania.
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Objetivo

Este estudo tem como objetivo explorar a Série de Custosdta®asica de Goiania, de
forma descritiva e sob a aplicagao de técnicas dos MedkdRegressao Linear, propostas
em (GURJARATI, 2005), aplicado aos custos totais da cestaseastos individuais dos

itens que as compde, utilizando o software de analisdégistatR-Project.

Materiais e Méetodos

O termo regressao foi criado por Francis Galton (Galtoan€is. “Family Likeness in Sta-
ture”. Londres: Proceedings of Royal Society. vol. 40, 1§8642-72.), que verificou em
um de seus artigos, que embora existisse uma tendénciaedeatgialtos tivessem filhos
altos e os pais baixos, filhos baixos, a estatura média @as;as nascidas de pais com dada
altura tendiam a mover-se ou regredir a altura média dalpg@o. Em outras palavras, a
altura de criancas filhas de pais mais altos ou mais baix®® gomum tende a mover-se no
sentido da altura média da populagao.

Em termos modernos, pode-se dizer que:

A analise de regressao se ocupa da dependéncia de uaneelaai variavel
dependente, em relacao a uma ou mais variaveis, avemgxplanatorias, com
vistas a estimar e/ou prever o valor médio (da populagagyimeira em termos
dos valores conhecidos ou fixados (em amostragens repetidasegundas.
(GUJARATI, 2005, p.13)

Em termos praticos, suponhamos dispor de uma amostra comdades, e,
ainda, que para cada unidade, temos um par de valores dageisiX e Y (Custo total da
Cesta Basica e os custos individuais de seus itens, pompéxerBuscando estabelecer uma
possivel relagao matematica entre as duas variayeesarelacao for boa, usa-la para fazer

previsdes. No exemplo, o interesse sera estabeleceralagao matematica (linear) entre os
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valores individuais dos itens (X) e o custo total da Ceswid&Y), e dessa maneira prever
valores o Custo Total da Cesta Basica em funcao dos lwdesiduais de seus itens.

O Modelo de Regressao Linear pode ser representado como:

Yi=Bo+B:iXi+ B 1 Xiy1t - + 0. Xnte

Y — Variavel Dependente ou Resposta;

X — Variavel Independente ou Preditora;

Bo — Intercepto ou coeficiente linear da reta;

g; — erro aleatorio de Y para a observacao i;

ei—1,2..n

Bo e (i, também sdo conhecidos como parametros ou coeficieategoessao.

Para se determinar a “equacao” de regressao linearesnelem-se encontrar
0s coeficientes:

?i:§0+@Xi+B¢+1Xi+1+ = -+Ban

e Y, —valorda previsao de Y para uma observacao de Xi;

e X;—valor de X para a observacao i;

e 53, — estimador de

° Bl — estimadores dé

A pesquisa da Cesta Basica Nacional, realizada pelo DIEE®partamento In-

tersindical de Estatistica e Estudos Socioecondmicosiezesseis capitais do Brasil, acom-
panha mensalmente a evolugao de precos de treze pratiutaimentacao, assim como

0 gasto mensal que um trabalhador teria para compra-los.etddulogia utilizada para

a pesquisa da Cesta Basica Nacional & estabelecida c@mbd3ecreto Lei h 399 de
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30/04/1938, que regulamenta o salario minimo no Bras.eAta Basica Nacional, segundo
esse decreto, seria suficiente para o sustento e o bem estaitddalhador em idade adulta,

contendo quantidades balanceadas de proteinas, calerias calcio e fosforo.

Os produtos da Cesta Basica, da Regiao 1 (Regiao 1. SFEB®RJ, GO, DF),
e suas respectivas quantidades mensais: Carne - 6,0 kg: /€& |; Feijao - 4,5 kg; Arroz -
3,0 kg; Farinha - 1,5 kg; Tomate - 6,0 kg; Batata - 9,0 kg; P&@ kg; Café - 600 g; Banana
- 90 unid.; Aclcar - 3,0 kg@leo - 750 ml; e Manteiga - 750 g.

O indice de Precos ao Consumidor Amplo - IPGrabalhado pelo IBGE, foi
utilizado como indexador da inflagdo. Através dele séiearas variagdes dos custos com
0s gastos das pessoas que ganham de um a quarenta salanmesmas regioes metropo-
litanas de Belém, Belo Horizonte, Brasilia, Curitibartateza, Porto Alegre, Recife, Rio de
Janeiro, Salvador, Sao Paulo e municipio de Goianiaet@db no dia 27 de julho de 2011

as 17:25, em:

http://seriesestatisticas.ibge.gov.br/lista_tema.as px?0p=0&no=11

Resultados e Concluges

Para iniciar qualquer estudo preliminar, foi necessarlar o inflacionamento da série de
custo da cesta basica da cidade de Goiania, compreemndréganeiro de 2003 e dezembro
de 2010, para o periodo final da sé&feez.2010 = 1).

Com o intuito de analisar os itens que comp0de a cesta bésiean exploradas
inicialmente suas estatisticas descritivas, inclugtapercentual dos custos individuais dos

itens em relacao ao custo total, baseados pelas médpegtes da série.
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Maximo Minimo Media Variancia DesPadrao CV Percent
Custo Total 241.00 169.32 201.30 347.11 18.63 9.26 100.00
Carne 89.36 50.99 61.95 81.20 9.01 14.55 30.77
Leite 16.72 10.66 1261 2.17 1.47 11.69 6.26
Feijao 33.26 9.87 1545 26.29 5.13 33.19 7.68
Arroz 8.41 4.96 6.05 1.04 1.02 16.86 3.00
Farinha 4.31 2.42 3.08 0.21 0.46 14.82 1.53
Batata 17.18 4.50 9.39 6.43 2.54 27.00 4.67
Tomate 30.12 7.50 16.69 21.67 4.65 27.90 8.29
Pao 43.64 34.20 38.01 5.38 2.32 6.11 18.88
Cafe 7.15 5.69 6.46 0.14 0.37 5.70 3.21
Banana 19.14 9.96 12.67 4.78 2.19 17.25 6.29
Acucar 5.76 2.31 3.66 0.90 0.95 25.97 1.82
Oleo 3.58 2.05 2.66 0.22 0.47 1765 1.32
Manteiga 16.25 11.31 12.62 1.00 1.00 7.92 6.27

Quadro 1: Estatasticas Descritivas Custos da Cestad@siania

Movidos pelo objetivo de exploracao do conhecimentotissieo na pratica do
estudo economeétrico aplicado a execucao das teatcasdelagem de regressoes lineares,
nao se utilizou a equacao total do custo da cesta basseendo o exercicio da determinacao

de seu padrao de custo pelas tendéncias de precos déessuda maior custo.

Sendo os itens: Carne, Pao, Tomate e Feijao os de maianpacgo percentual
no preco médio da cesta basica da cidade de Goianialidesg pela utilizacao desses para
a composicao do modelo da equacao de regressao. Avabaerda série de pregcos desses
guatro itens associados as suas estatisticas descriivaste aléem desses item serem 0s
proporcionalmente mais participativos eles sao os de mizégvio Padrao, mostrando-se
itens de grande variabilidade e sensibilidade de seus pEssas situacdes reforcam a ideia

de maior influencia deles no custo total.

Se observa que todos os itens tem 0 mesmo padrao de crescienemelacao
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ao custo total da cesta basica, porém, o feijao e, saleticarne mostram-se com maior
linearidade que o pao e o tomate. Esses diagramas mostemuanto maior 0s custos
individuais de seus itens, maior sera o seu custo total pgacipalmente nos itens em que

a dispersao se mostra com padrao de linearidade maistitefo@mo no caso do item carne.

No Quadro 2, abaixo, apresenta outra forma de escola dasemsrindependen-
tes dentre o universo delas. A matriz de correlacao testdiearidade entre as variaveis
dependentes, isso significa que variaveis preditoras cm@naia de colinearidade nao po-
dem ser escritas como combinacado linear das demais. Emodegoraticos, variaveis alta-
mente correlacionadas podem tem pouco poder de con&ibpera o modelo, caso as duas
compuserem o0 modelo seu poder de determinacao serégpnatite 0 mesmo assim para o
estatistico, &€ mais parcimonioso o uso de somente un@ehdom poder de previsao. Essa
matriz traz as correlacdes de Pearson, que nos mostrada® as variaveis se correlacio-

nam.

Carne Pao  Tomate Feijgo
Carne 1.000 0.696 0.058 0.400
Pao 0.696 1.000 0.031 0.056
Tomate 0.058 0.031 1.000 0.130
Feijjao 0.400 0.056 0.130 1.00

Quadro 2: Matriz de Correlacdes entre as Variaveis laddpntes

O problema da colinearidade traz como consequéncia a wiigaim do poder de
predicao do modelo de regressao. Contudo para os aigafiesse trabalho essa situacao
nao sera determinante para considerar que iSso seja uecinop Baseados nos critérios
ja mencionados anteriormente, e ap6s o métodos conipuaes executados no R-Project,

chegamos ao modelo para o Custo Total da Cesta Basica dke ddasoiania:

CustoTotal; = 46,75+ 1,42 Carne; + 0,78 Pao; + 1,36 Tomate; + 0,94 Feijao,
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De acordo com o valor dos parametros, temos que para cadasude R$ 1,00
no preco da Carne, mantida das demais variaveis do mdulera um acréscimo de R$
1,42 no custo total da Cesta Basica de Goiania. Da mesmefanantidas as condicdes
acima, temos que a cada real de acréscimo no custo do P&onte ou do Feijao, o custo
total aumentara em R$ 0,78; R$ 1,36; e R$ 0,94, respectivi@n&egundo o modelo, de
acordo com a série de custos o valor minimo da cesta bése&eaao contenham os itens do

modelo (Carne, Pao, Tomate e Feijao) teria o custo de R$46,

Call: Im(formula = CestaGyMN$Cesta ~ CestaGyN$Carne + CestaGyN$Pao +

CestaGynN$Tomate + CestaGyN$Feijao)

Residuals:

Coefficients:

Estimate Std. Error tvalue P(t|)

(Intercept) 46.75164 8.23715 5.676 1.63e-07 ***
CestaGynN$Carne  1.41702 0.07843 18.06& 2e-16 ***
CestaGynN$Pao 0.77910 0.27959 2.787 0.00648 **
CestaGynN$Tomate 1.35842 0.09491 14.31% 2e-16 ***
CestaGynN$Feijao  0.93767 0.09976  9.399 4.61le-15***

Signif. codes: 0 *** 0.001 ** 0.01 ' 0.05‘70.1°'1
Residual standard error: 4.267 on 91 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9497, Adjusted R-squared: 0.9475

F-statistic: 429.9 on 4 and 91 DF, p-value2.2e-16
Quadro 3: Resumo do Modelo de Regressao

O coeficiente de determinacdo 2 B Adjusted R (ajustado a quantidade de
vaiaveis contida no modelo), mede a qualidade do ajustanieear da regressao ao con-
junto de dados observados, assim ele mede a propor¢caenpeattotal da variavel depen-
dente(Y), & explicada pelas variacdes das variavdeggandentes (X). No estudo em questao

95% dos custos totais da cesta basica & explicado peltssadas Carne, Pao, Tomate e

*Resumo obtido por meio da funcio summary() do R-Project
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Feijao, deixando os 10% restantes para possiveis eisigue foram omitidas no estudo ou

para flutuacdes do acaso.

O erro padrao refere-se ao erro total da estimativa. Assirmo exercicio de
previsao, se em determinado periodo i seus custos fomesmespectivos custos médios da
série de jan.2004 a dez.2010 (Carne - R$ 61,95; Pao - R$;3Bthate - R$ 16,69; Feijao
- R$ 26,29), teriamos:

CustoTotal = 46,75+ 1,42 x 61,95+ 0,78 x 38,01 + 1,36 x 16,69 + 0,94 x 26, 29
CustoTotal = 211,78

Levando em consideracao a previsao de custo total ealaydor meio da equacgao

de regressao, a cesta basica de Goiania sairia por R¥& Jitevisao compreendida no in-

tervalo de confianca entre 211,788,48, um valor muito preciso tendo em vista a baixa

variabilidade do modelo.

Analysis of Variance Table

Response: CestaGy$Cesta
Df SumSq MeanSq F value PfF)

CestaGynN$Carne 1  25301.8 25301.8 1389.3535 2.2e-16 ***
CestaGynN$Pao 1 74 7.4 0.4083 0.5244 Quadro
CestaGynN$Tomate 1  4400.6 4400.6 241.6442< 2.2e-16 ***
CestaGynN$Feijao 1 1608.8 1608.8 88.3428 4.614e-15 *¥*
Residuals 91 1657.2 182

Signif. codes: 0 “*** 0.001 ** 0.01 ' 0.05‘70.1°"1
4: ANOVA(ANOVA - Andlise de Variancia) do Modelo de Regsd®

*1C = [Valor £ T(sig,gl)* Erro Padrao]
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Analisando os residuos da regressao, podemos obsenaidade dos pres-
supostos (Normalidade, Independéncia, Variancia eotst- homogeneidade) através de
técnicas de observagao dos graficos, essa analiga éde base na experiéncia do pesquisa-
dor, devendo ser complementada pelos testes de hiposasesgiricos ou nao parameétricos

para se comprovar 0S pressupostos.

Observamos uma leve tendéncia quadratica na distébudgs residuos, no en-
tanto a distribuicao desses parece ser simétrica era ttarfinha média. Segundo o Q-Q plot
€ notoria a normalidade dos residuos, nele observa-gserass distribuidos de modo apro-
ximadamente linear, sugerindo que eles sigam uma digtéibuiormal. O terceiro grafico
mostra a distribuicao da raiz do modulo dos residuos empagagao aos valores preditos,
este nos permite observar a tendéncia a heteroscedade@d que a magnitude da variagao
dos residuos esta relacionada com os valores preditogcd$io nao se observa padrao de

correlacionamento entre os modulos dos desvios e 0s sgloeditos.
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Caike DamkqUFG)

Resumo

Nosso trabalho busca estudar a existéncia e multiplieidadsolucdes positivas

para o seguinte problema de Dirichlet assintoticamengafin

—Au = f(z,u(x)), em .
u = 0, sobre OS2

(2.3.4)

ondeQ2? C R¥, paraN > 3, € um aberto limitado com fronteira regulafe Q2 x R — R

satisfaz as seguintes condicoes:

H1)f € C(2 x R); f(z,0) =0, Vo € Q; f(x,t) >0, Vt >0, z€ Qe

flat) =0,
Vit <0, x €€
t), .
(H2)f(xt’ ) € nao-decrescente com respeitoa 0, Vr € €);
t t .
(H3)limM = p; lim f(@,1) = [ uniformementevz € (), ondey €
t—0 ¢ t—oo  {

[0,400), 1 € (0, +00] sdo constantese< \; < [ e\; o primeiro autovalor do Laplaciano
(=4, Hy(2)).

Para garantir a existéncia e multiplicidade de solug@&egssitamos verificar que

o funcional energia relacionado ao problema
1 2
J(u) == [ |Vulde — | F(z,u)dzx, (2.3.5)
2 Q Q

ondeF(z,u) = / f(zx, s)ds, satisfaz a condi¢do de Palais-Smale, a ser descritacabai
0
Além disso, devemos garantir qu2 3.5 possua a geometria do Passo da Montanha e ob-

tendo a existéncia de solucao do proble&.4).
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Problemas Elpticos Assintoticamente Lineares

Primeiramente, comecaremos com algumas definicOésasas

Definicao 2.117.Sejau € L}, (). Dizemos que uma fuagu; € L} () & uma derivada

/ 02 g = — /vicpdx (2.3.6)
6552 Q

para today € C5°(12) . Neste caso, denotamos= 2~ - e dizemos que & fracamente dife-

fraca deu, se

renciavel se todas as derivadas fracas de primeira ordem definem funges em’;, .(Q2)

e vale(2.3.9.

Considere o seguinte espaco de funcdes

Wh2(Q) = {u:QQRN—)R:ueLQ(Q) Y e 12(Q), w=1,...,N}

8:&
chamado de espaco de Sobolev. Definimos tamB&m(Q) = C°(Q) N W2(Q).

Agora, temos suporte para definir o que vem a ser soluca@a fta problema
(2.3.9.

Obter uma solucao fraca do probler2a3(4 é equivalente a encontrar um ponto
critico nao-nulo do funcional que é de class€*. Este resultado pode ser obtido em [1],

capitulo 5.

Necessitamos, agora, introduzir o Teorema do Passo da Matanas para
isto definiremos sequéncia de Palais-Smale e de Ceraminelguen funcional satisfaz a

condicao de Palais-Smale e de Cerami.

SejaH um espaco de Hilbert. Entao definimos:

Definicdo 2.118.Seja{u, } uma seqéncia emH. Dizemos qudu,} & uma segéncia de
Palais-Smale, ou simplismentesS), emH se{.J(u,)} & limitado eJ'(u,,) — 0, quando
n — oo. SeJ(u,) — ¢, entio a(PS)-seq@nciaé denotada po(PS).-seqéncia. Analo-

gamente, dizemos que uma s&xia{ u,, } emH & uma segéncia de Cerami noimelc € R
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se

n—oo

J () 7% e e (1 + |lun DI (un) [ ;7s —— 0

Considere/ : H — R um funcional de classé’.

Definicao 2.119.Diz-se que o funcional satisfaz a cond#o (P.S), respectivamentegPs)..,
emH, se para toda P.S)-seqi&ncia, respectivamentes).-seq@&ncia, possui uma sub-
sequencia convergente na norma. E dizemos dusatisfaz a condio de Cerami se para

toda seqéncia de Cerami noimel ¢ € R possui uma subseguocia convergente na norma.
O Teorema do Passo da Montanha necessita que o funclbid) (satisfaca
duas condi¢cOes descritas a seguir.
(PM-1) J € CY(H,R), J(0) = 0e3r,p > 0 tais que

J(u) > p, Vue S, ={ueH:|ul|l=r}

(PM-2) Je € H com|le|| > r tal queJ(e) < 0.

Dizemos que quando um funcional satisfaz (PM-1) e (PM-2)eksui a geo-
metria do Passo da Montanha. Além disso, denotd pmiconjunto de todos os caminhos

que ligamu = 0 eu = e, isto €,

['={yeC(0,1,H) : 7(0) =0 e (1) =e}.

Claramentd” # @, poisy(t) = te & tal quey € I'. Considere,

¢ = inf max{J(vy(t)) : t € [0,1]} > p > 0. (2.3.7)

yell
ondep & obtido da condica(PM-1).
O resultado a seguir nos garante que o vagldado por2.3.7), € um valor critico

para o funcional em questao.

Teorema 2.120.[Passo da Montanha]Suponha que/ satisfaca as cond@es (PM-1) e
(PM-2) e queJ satisfaz(PS)., ondec & dado por(2.3.7. Ento c & um valor citico para

J, ou seja, existe € H, nao-nulo, tal que/(z) = ce J'(z) = 0.
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Demonstra@o: Veja [1], capitulo 5, pagina 118.

Enunciaremos uma condi¢ao imposta ao nosso funciorahatia de Condicao

de Cerami. Para maiores detalhes veja [7].

Proposicao 2.121.[Existéncia de uma secgncia de Cerami]Suponha que/ dado por
(2.3.5 satisfaca
max{J(0), J(e)} <a < f < inf J(u)

[[ull=r
para alguma < g,r > 0ee € H coml|e|| > r. Sejac > ( dado por(2.3.7). Ento existe

uma segéncia{u,} C H tal que
J(un) === 2 e (L [lun|) 1" (un) [l gg;1 = 0
Introduziremos dois lemas técnicos, que juntamente comopoBi¢ao2.121,
nos ajudam na demonstracao do nosso resultado principal.

Lema 2.122.Sejay; > 0 a autofun@o associada ao autovaloy; do problema(—A, #H)
normalizada e suponha que vaM 1), (H2) e (H3). Ento o funcional/ satisfaz a geome-

tria do Passo da Montanha da seguinte maneira:

1. Existemr, 5 > 0 tais queJ(u) > 3, Yu € H com||u| = r
2. J(te)) =2 —oo sel € (A, +o0], ondel & obtido emH3).
Lema 2.123.SejaJ dado por(2.3.9 tal que
(J' (1), ty) == 0

Entio existe uma subse@pcia de{w,, }, ao qual denotaremos igualmente geor, }, tal que

(1+t%)

J(tuy,) < + J(uy), Vt >0eneN.

Finalmente enunciaremos o resultado principal do nossaltra que nos for-

nece em quais condi¢des o probler®a(4 possui solucao.

Teorema 2.124.Se as condiges H1), (H2) e (H3) sao satisfeitas, e@b

AnaisdaSemanalo IME/UFG - ISSN2317-5591 - 284 -




Caike Damke . . ] )
Problemas Elipticos Assintoticamente Lineares

1. O problemg2.3.4 ndo possui soludo sel < \y;
2. Se\; < | < 400, enfio 0 problemg?2.3.4 possui uma sollip positiva,

3. Suponha qué = )\; (neste caso, dizemos que o problef@a.4 € ressonante). O
problema(2.3.4 possui uma sol#ip positivau € H se, e 6 se, existe algum > 0

tal queu(z) = ap; e f(z,u) = Mu(z).

Demonstracoes dos Lem2d22 2.123e do Teorema.124sao obtidas no artigo
[7].

Conclusdes

Concluimos que o resultado acima, Teoredri?4 nos fornece condi¢des boas
para obtencao de uma solucao positiva para o problerdaridlet assintoticamente linear

(2.3.4), pois nao precisamos impor na fungha seguinte condi¢ao:

(A-R) paraalgund > 2e M > 0, entdadd < OF(z,s) < f(z,s)s, q.t.p.z €
e |s| > M. conhecida como condicdo de Ambrosetti-Rabinowitz.aEsindicao implica
facilmente a condica¢PS) (veja [1], capitulo 5). Entretanto, para problemas aesird-
mente lineares a condicdA-R) nao é aplicavel. Neste caso, vemos dia), (H2) e (H3)

sao cruciais para obtermos a condicao de Cerami, obgéidRroposica@.121
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P10- Exemplos de Trajetoria Central em Programacao Semidefi

Mayk dos Santos & Orizon Pereira Ferrei(BlFG)

Resumo

Apresentaremos um de exemplo de trajetoria central perdahl na auséncia de
estrita complementaridade com a propriedade que a medidaemdimensao do problema
associado cresce as velocidades de convergéncia datiajetntral primal diminui e da

trajetoria dual permanece constante iguaf 2

Caracterizacao do Problema

SejaS™ o espaco das matrizes simétricas de ordecom o produto interng@, ) definido

por (U, V) = tracqUV'), ST o cone das matrizes simétricas positivas semi-definidas e
ST, seu interior. Dadosl,, ..., A,, € 5", defina o operador linead : S* — IR™ por

AX = (A1, X), ..., (A, X))T, e sejad* : R™ — S™ o operador adjunto dd o qual &
dado pord*v = Y7 v A;.

Dadas as fungdes : (0,4+00) — S" eg : (0,+00) — (0,+00), €Screvemos
f(n) = O(g(n)) paratodqu € (0,+00), se para alguma constanté > 0 temos|| f ()| <
Mg(p) para todoy € (0,400). Além disso, escrevemagd i) = ©(g(p)) para todou €
(0, +00) se f(11) = Og(u)) e gln) = O(| f(u)ll) para todau € (0, +o0), i.e., existe uma
constatel > 0, g(u) < M| f(n)| paratodqu € (0, +o0).

Os problema de programacao semi-definida na forma prichahksao definidos,

respectivamente, por

( (

miny (C', X), max, b’y,
(P)q st. AX =b, (D) st. Ay +S=0C,
X e 8%, S e St
\ \
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ondeC € S", b € IR™, Ay,..., A, € S"saodados & € St ,y € R™eS € S sao as

variaveis. As condicdes de otimalidade destes proldegrdada pelo seguinte sistema

;

AX =b, X eS8,

Ay+S=C, Sesy,,

XS =0.

A trajetoria central primal $\{X(\mu): \mu>0\}$
associada ao problema primal (P) e a

trajetoria central dual ${S(\mu): \mu>0\}$ associada ao
problema dual (D) com respeito a

barreira $f(X)=-\In\det \big{(} X\big{)}$ sao definidas,
respectivamente, por

X(\mu)=\argmin_{X} \{\langle C,\, , X \rangle +\mu

f(X): \mathcal{A}X=b\}, \mu\in N\IR_+ |

ou equivalentemente, pelo sistema de equacdes prinal-du

(

AX =0b, XeSt,,

(PD)q Ay +S=C, Sesr,,

\XS:MI, we Ry.

E bem conhecido que, sk, ..., A,, € S" sao linearmente independente, 0s seguintes con-
juntos PP={X € S": AX =0, X € S7 }eP(D)={(y,5) e R™" x S": Ay + S =

C,S € S, } sdo nao vazios. Entao os problemas (P) e (D) tem conjsitagdes compac-

tos e nao vazios e as trajetorias centrais estao bemdiefjrveja Todd [11].

Por exemplo: Na presenca de estrita complementaridadsteseguinte decomposicao

Xp X Sgp S
- B BN 5= B OBN

para mais detalhes veja [8]. Foi mostrado em [8] que a ordecowlegéncia dos blocos ao

Y

longo da trajetoria central, quangdende a zero, sao iguais a

Xp(p) =0(1), Xpn(n)=0(/n), Xn(n)=0(n),
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Sp(p) = O(n), Spn(p) =O(Vn), Sx(p) =06(1).

Na auséncia de estrita complementaridade temos na des@ap@cima o surgimento de
mais um bloco, a saber, o blo€oonde a estrita complementaridade falha. Resultando assim

a seguinte decomposicao

Xp Xpr Xpn Sp Spr Ssn
X = XE;T Xr Xrn S = S,th St Srn |
Xpy Xpy Xw Sen Sty Sn

para mais detalhes veja [1], [2] e [4]. Neste caso, quandarglamentaridade estrita fa-
Iha, nao se sabe a ordem exata de convergéncia ao longajeldria central, dos blocos
X7, Xpr, XrNn, ST, Spr € Sry. Mais especificamente, alguns problemas que se colocam

sao obter os seguintes resultados:

1. A velocidade de convergéncia dos blocos onde a estmtplemmentaridade falha, e

2. 0 comportamento limite da derivada das trajetorias @rardual.

As respostas para estes problemas sao importantes, poplexgara obtencao de algorit-
mos de convergéncia superlinear para programacao sémith. Com o objetivo de en-
tender o comportamento da trajetoria central. No trabaffresentaremos um exemplo de
trajetoria central, na auséncia da estrita complemigiaide, com dimensao arbitraria, com
a propriedade que a medida que a dimensao do problemaadsacesce a velocidade de
convergéncia da trajetoria central primal diminui e aealade da trajetoria dual permanece

constante igual &/2.
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P11- Grupos em que cada Elemento Comuta com suagens Endomorficas

Sergio Fernandes, Ticianne Bueno & Shirlei SercodkG)

Resumo

Introdug ao

SejaG um grupo finito em que cada elemento comuta com sua imagenménfica (-

grupo). Vamos dar um contra exemplo-exemplo a conjectuea:ge¢ abeliano.

Parag eh emG, g eg~'(h~'gh) comutam. Entdg comuta com seu conjugado
e G satisfaz a identidade:, y, ] = 1. PortantoG satisfaz as relacdds,y, z,w] = 1 e
[z,y,2]* = 1 (veja [4, p. 322]). Logd € nilpotente de classe menor ou igual a 3 &'se
um p-grupo para um primp # 3, G € nilpotente de classe menor ou igual a 2. Vamos exibir
para um primo qualquerum p-grupo nilpotente de classe 2 em que cada elemento comuta
com todas as suas imagens endomorficas.

Seja

2

G = {(a,a2,a3,a4 : al =1,[a;,aj,a5] =1,(1 <i,5,k <4)

€ (1) [alv 0’2] = alf’ (2) [a’la a3] = a’ga (3) [a’la a4] = aiv

(4) [as, as] = a3, (5) las, as] = 1,(6) a3, a4 = ay).

SejamEnd(G) e Aut(G) o endomorfismo e o automorfismo @erespectiva-
mente. Denotaremos péind.(G) = {6 € End(G)|0(G) < Z(G)} e porAut.(G) = {0 €
Aut(@)]0(g)g~" € Z(G) paratodgy € G}, o automorfismo central d&.

O grupoG & um grupo nao abeliano de expoepiteobjetivo do trabalho & mos-

trar que,
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1. G» =U(G) =G = Z(G),ondelU(G) = {g € G| o(9)| p}-

2. cada endomorfismo estrito (i.e. um endomorfismo quesn@m automorfismo) dé&

tem suaimagem eff(G), e

3. cada automorfismo & central.

Que consiste em provar o Teorema 1.1, que nos d&'+grupo nao abeliano.

Resultados e Discuss

Nosso objetivo consiste em mostrar o seguinte teorema.

Teorema 1.1 End(G) = End.(G) U Aut.(G).

Corolario 1.1 Cada elemento e comuta com sua imagem endomoérfica.
Lema 1.1 Ordem deG ép®.

Prova: Das relagdes definidoras d& temos|G| < p®. Vamos construir um grupo de

ordemp® que satisfaz as relacdes definidoragde

Sejam

e H=(h,hs:h" =h e [hy, hs] = h%).

K & um grupo abeliano de ordeph e H € um grupo nilpotente de classe 2 de
ordemp’. Sejamy; e s 0s automorfismos d& determinados pos;; (k1) = ky,01(ks) = ks,

0'1(]%'2) = kflkg eO'l(]{Z4) = k;pkgl, 0'3(]{?1) = ]{Zl, 0'3(]{?3) = ]{Zg, 0'3(]{?2) = kgkg 60'3(]{?4) =
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ks 'ks. O subgrupo delut(K) gerado pow; € o3 € um grupo abeliano de expoentele

ordemp?. Sejad um homomorfismo dé/ em Aut(K), definido por

0:H — Aut(K)
hl — 01

hg!—)O’g

SejaS = K x9 H = {kh,h € H ek € K} o produto semidireto d& por H
determinado pof. Assimhk = (§(h=')(k)h. S € um grupo de ordem' e os elementos
k'A% e k3 'h geram um subgrup® de ordenp? em Z(G). Sejal = S/R, t; = hy - R,
ty =ky- R, t3=hs- Rety = ky- R. O grupol de ordeny® & gerado poft; : 1 <i < 4}

e ost; satisfazem as relagOes definidoragde

Lemal.2 Z(G)=G =GP =U(G)ondeU(G) & o conjunto de todos os elementos cuja

ordem dividep.

Prova: Temos que’ = (a?,1 < i < 4) = GP. Como(G & nilpotente de class2
12(G) < Z(G), que implicaG’ C Z(G) eG' C U(G). Umavez queG| = p?, |G'| = p?. Se
|Z(@)| > p°, entadG : Z(G)] < p?, masG/Z(G) é gerado pofa, Z(G), as Z(G), a3 Z (G),
asZ(G)}. Assim, dois geradores de sao congruentesod Z(G) e G/Z(G) & gerado por,
no maximo, trés elementos. Assi@¥’| < p*, uma contradicdo. Log&(G) = G’. Da
mesma forma seU,(G)| > p°, entdo[G : U(G)] < p* entdo|G?| < p*, que &€ uma

contradicdo. Donde concluimos qdéG) = G' = G? = U(G).
Para uny € G fixado, seja
b,:G — G
h — [hy]

Comod é Nilpotente de classg 6, & um homomorfismaker 6, = C((g))
e[G: Cal(9))] = 16,(G)].
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Lema 1.3
() Ca((ar)) = G" - (a),

(i) Ca((az)) = Co((as)) = G- (az, as),

(i) Cc((as)) =G"- (a3, aras).

Prova: E facil ver que o lado direito esta contido no lado esquefddG) = (a?, a?, a®).
Assim [G : Cg({(a1))] = p?, que da a primeira igualdade. Da mesma forffia| = p* e

G Cal(a)] =p* (2 <i < 4).

Lema 1.4 Sejan; (1 <i <) inteiros. A matriz

Mo 0 ns Ny
A - —1q ns 0 0

0O —ny ng—mny 0O

0 0 —n3 —N1

considerada sobre o corpo primo de caracterigtiean posto 0, 2, ou 3.

Prova: O postoded # 4 umavez queetA = 0. Pode-se verificar se todas as submatrizes
de ordem 2 tem determinantéfod p), entdon; = 0 (mod p), (1 <i < 4). Logo posto de
A # 2.

Lema 15 Sef ¢ Aut(G) el € End(G) entddd € End.(G).

Prova: Sejaf ¢ Aut(G) nao trivial. Entdo deve existir um elemeritale ordem maior
quep tal qued(h) tem ordemp. Agora, o Lema 1.2 diz qué&”’ & o conjunto de todos 0s
elementos cujas ordens divige Assim sef ¢ Aut(G) implica que para algum ¢ G’

temosf(h) &€ um elemento d&”. Daih = [[._, a" comn; Z 0 (mod p) para pelo menos
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umi. Temos qué([a;, h])[0(a;),0(h)] = 1, (1 < i < 4), uma vez quer & nilpotente de

clase menor ou igual a dois, logo

([a;,h],1 <i < 4) C Ker 6. (2.3.8)
Assim obtemos
@ b = alagag,
(*) [a27 h] = al—pmagna’
[ag, h] _ a;pngai(rm—nl)’

—pn3

las, h] = ag e

y
Observe que as linhas da matdzao justamente os expoentes€mas equacdes
do lado direito déx). A partir da senten¢2.3.8 vemos que 0s quatro elementoq deestao
no Ker 6. Obviamente, elas também sdo comutadores e, portai@o eatinterseccao de
Ker 6 e G’. Pelo Lema 1.2 cada de) tem ordem 1 oy, logo cada um destes quatro ele-
mentos esta ng (G). Assim as equacdes do lado direito(él¢ sdo produtos de poténcias de
elementos en¥ (G). Mas como postoA) < 2, Atem pelo menos 2 linhas L.I. (Linearmente
Independentes). Assim ha entre os quatro elementds)deelo menos dois elementos de
ordemp tal que um nao é poténcia do outro. Mas uma que estes elessio de ordeme

estdo en¥”(G), eles geram um subgrupo de ordgLogo |ker 0 U G| > p?.

ComoG? = U(G). Assim, cada elemento de orden& umap-ésima poténcia
de algum elemento de ordesh Assim, da interseccao deéer 0 e G’ resulta que existeri,
e h,, cada um de ordent, tal qued(h}) ed(hh) sao comutadores que estaolioer 6. Como
G tem ordenp® e expoente?, devem existir dois elementos adicionais de orgénh; e hy,
de tal forma qué& = (hy, ho, h3, hy). Umavez quél e bl estdo nd<er 0, 0(hY)) = 0(hh) =
1. Agora(0(G)) = (0(h1),0(hs),0(hs3),0(hs))’. Masé(h,) ed(hsy) estao en’ = Z(G) e
por isso nao podem gerar comutadores nao-trivial. @&ly))’ = (6(hs), 0(hs))’. Considere
0 comutador gerado pdérhs) e d(hy), tem ordem no maximp. Assim,(0(G))’ tem ordem

< p. Temos pelo teorema do Nicleo e da Imagem|die 0 U G’| < p>.
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Desta forma podemos assumir d\ig;) € G’ ed(h}) = 1. Mas entad(h,), 0(hs)
ef(hs) € G' = Z(G). Entaod(hy), 0(hs), 0(hs) ef(hy) comutam entre si &) € abeliano.
AssimG’ C Ker 0. Uma vez que&y’ = U(G) todos os elementos d& que tem ordenp
estdo emK er 6. Sejar um elemento de ordept emG, entaod(x) tem ordem no maximo
p. ComoU(G) = Z(G) resulta quéd(G) C Z(G).

Seja
R={g€G|[G:Cal{9)] =p"}

Ri={geCG|g¢CGeg=ay}

Ry ={g9€ G |g ¢ G'eg =ajaza,}

Pelo menos um dos numeros inteirosu s nao € divisivel pop uma vez que
9¢G.

Lemal6 R=R;UR,.

Prova: Sejah = [[_,a. h € R se, e somente s@,(G)| = p>. O argumento no Lema
1.5 nos da quéd,(G)| = p* se, e somente se, posto de= 2. Por inspecdo podemos

observar que posto dé= 2 seh € Ry U R,. PortantoR = R U Rs.

Sejad,;; denota o determinantg, j)-menor deA. Se posto ded = 2 ent&o

d;; =0 (mod p), 1 <i,j < 4. Em particular

—n2ny=di3=0 (modp),
—ni(ny —ny) =dip =0 (modp),
—ning =dsy =0 (mod p), (2.3.9)

—ngng(ny —ng) =dgyg =0 (mod p).

As equacde?.3.9implicam que cada um; = n3 = 0 (mod p) oU ny =

ny —nyg =0 (mod p).
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Lema 1.7 Aut(G) = Aut.(G).

Prova: Temos queC;((h)) = G’ - (as,a4) S€h € Ry € C((h)) = G - (a3, a1a4) S€
h € Rs. Seja@ € Aut(G) Ou’l) 9(&2), 9(&4) € Ry e@(ag) € Ry ou Z’l) 9(&2), 9(&4) € Rye
0(a3) € Ry. Das relacde8 e 3 deG implica[f(ay), h;] = h? para algumh,; € R;, i = 1,2,

Seja
hi = alaj
hy = dlaya)
O(a;) = af'a3?a3*ay”

Portanto, temos, entre outras igualdades, as seguintes:
rag =r(az+1)=s(ag —1) = (g —ay — Du= (v — ay — 1)t =0 (mod p).

As Unicas solugdes sag — 1 = az = a4 (mod p).

Considere o casa). Assim

o) = afagag oy oar) = afaal
0(az) = ax’a}, O(ay) = a‘lslaggail.

Das relagdes 1, 4 e 6, implica quelf(a;), 6(az)] = 0(a;)” temos, entre outras

igualdades, as seguintes:

atafy=a;r—F—1=Fi(r—-1)=F(nu—-1)

= fB3(7a — 1) =374 = (63 — 1)72 = 0 (mod p).

Oup; #Z 0 (mod p) oufs # 0 (mod p). Logoy, — 1 =3 =1 =0 =a; =

a; — 1 =0 (mod p), uma contradicao.

Considere o casg. Assim

o) = afagag o as) = afial,
0(az) = a'al’ay, O(ag) = agzaj“.
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Das relacgdes 1, 4 e 6@, implica quelf(a;), 6(az)] = 0(a;)” temos, entre outras

igualdades, as seguintes:
(=1 =(n =)+ =a(fi— 1)+ 1= = Balv: — 1)
= Bz = Pa(y1 + 1) = a(n1 — 1) = (0 — 1)73 = 0 (mod p).

SepBy # 0 (mod p), entdoys = 11+ 1 = B = a3 = 0 (mod p). Assim
1 = 0 (mod p), uma contradicao. S& = 0 (mod p), entaos, £ 0 (mod p) e

NM=v—1=h=a;—1=ay =y — 1 =0 (mod p).

Logofd € Aut.(G).

Conclusbes

Concluimos qué&: & um grupo néo abeliano de expoeptee ordemp® que tem a proprie-
dade de que todo elemento comuta com sua imagem endomériicsteriormente iremos
estudar o artigo [6] Malone que mostra, para 2, 0 exemplo de Fraudree nao tem a propri-
edade citada no titulo. E estudaremos o artigo principdbfahi, Faghili, Linton e O’'Brien

gue nos da um exemplo de um 3-grupo de classe 3 que comutailaomagem automorfica.

Temos entao a partir deste estudo o enriquecimento dasipase desenvolvi-

mento do estudo na area de algebra e principalmente da teogrupos.
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P12- Comutatividade Fraca por Bijecao entre Grupos Abekano

Silvio MaceddIFG-Luziania)& Ricardo Nunes de OliveirlUFG)

Resumo

The weak commutativity group by bijectioi(H, K,0) = (H, K|[h,h°] =
1, Yh € H) is defined as being the quotient of the free prodiict KX by normal closure
of {[h,h?] : Vh € H} in H = K. In this paper, is a resume of the Macedo [MAC], that
studied the results obtained in 2009 by Oliveira and Sidi&][@at support the following

conjecture:

If H K =7, x---x Z,thenG(H, K, o) is p-group

Keys words: Free groups, presentations of groups, weak commutatiilpg-

tency class, double cosets.

Resultados e Discuss

Em 1980, Sidki [SIDKI] introduziu o grupo de comutatividaftlaca
X(H) = (H,H?|[h,h¥] =1, Yh € H),

definindo-o como o quociente do produto liviex H¥ (p : H — H¥ um isomorfismo)
pelo fecho normal d€[h, h?] : Vh € H} emH x H¥, (h¥ denotap(h)). Nesse artigo, Sidki

fez um estudo detalhado do grup@H ) e obteve, dentre outros resultados, o seguinte

Teorema 2.125.Seja’P qualquer uma das seguintes propriedades de grupos: finijude

grupo, nilpotente, salvel; enéo

H & umP-grupo=—- x(H) & umP-grupo.
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Em 1981, Rocco [ROCCO2] considerou o caso oAdé ump-grupo finito de
ordemp”, p impar e classe de nilpoténciee provou quey(H) & ump-grupo de ordem
divisor depQ”p(g) com classe de nilpoténcia no maxird@ Posteriormente, Gupta, Rocco
e Sidki [GRS], obtiveram um refinamento para esse resultadsirando que a classe de

nilpoténcia & no maxim® + c.

Seguindo outra dire¢ao, em 2009, Oliveira e Sidki [OS]sid@raram um caso
mais geral do grupo de comutatividade fradd?), a saber, quande : H — K & uma

bijecao entre grupos finitos comfixando a identidade, o grupo
G(H,K,o)=(H,K|[h,h’] =1, Yh € H)

foi definido como sendo o quociente do produto livfe< K pelo fecho normal dé[h, h7] :
Vh € H} emH = K. Assim, quandd? = K e ¢ for um isomorfismo, os grupog(H) e

G(H, K, o) coincidem. Surge entao, a seguinte pergunta:

Quiais resultados obtidos paray(H) continuam validos paraG(H, K, 0)?
Oliveira e Sidki [OS] proporam entao a seguinte:
Conjectura 2.126.SeH e K sao grupos nilpotentes finitosee: H — K & uma bije&o

fixando a identidade, e G(H, K, o) € nilpotente.

Mas devido a dificuldade do problema, eles se concentrarasastmmais parti-
cular em que os grupds e K da conjectura acima sao isomorfogax ... x Z,, p primo.

Assim o problema basico tratado nesse artigo foi o seguinte

Conjectura 2.127.SeH, K = 7Z, X ... X Z,, enfioG = G(H, K, o) & um p-grupo.

Neste caso, o estudo do grupbé facilitado pelas seguintes propriedades do

grupoH = Z,, X ... X Ly:

(i) H pode ser visto como um espagco vetorial sdbye

(i) Todo elemento d€f possui ordenp.

Este artigo & um resumo da dissertacao de Macedo [MAE] fe um estudo

dos resultados obtidos por Oliveira e Sidki [OS].
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A finitude do grupo G(H, K, o)

Definicao 2.128.(Sidki[?]) SejamH e K grupos finitos ey : H — K uma fun@o. Enfo

atripla (H, K,~) é dita especial se satisfaz

1

() "=1el" " =1,

(i) (57 )| =15,
para todo subconjunt§ de K tal quel € S e paratodoh € H.

O critério de finitude a seguir & dado para um grupo maid dergqueG(H, K, o).

Teorema 2.129.(Sidki [SIDKI]) Seja(H, K, v) uma tripla especial, ond& e K sio grupos
finitos de ordensn e n, respectivamente, tal que < n < m. Sejamé : H — K e

¢ : H — H funges. Endo o grupo definido por
G(H,K,v,0,¢) = (H, K|hh"(h9) "' (h°)"' = 1,vh € H)

é finito de ordem no &ximo(m — 1)e™, ondee & o rtumero de Euler.

O grupo de comutatividade fra¢q H, K, o) & um caso particular do grupo defi-
nido acima e nesse caso, Sidki [SIDKI] mostrou, como um éimdo Teorema acima, que
G(H, K, o) possui ordem limitada pare™~!. QuandoH, K = Z x Zy X 7y X 7, Utilizando
0 GAP [GAP], vemos que para algumas permutagdes/(H, K,o)| = 2¥ = 16 - 21671,

QuandoH = K escreveremos simplesmeii{éH, o).

O grupo G(H, o) com H ciclico de ordemn.

SejamH = (X|R) e K = (Y|S). EntaoH x K = (X,Y|R, S,[X,Y]). A partir disso,

vemos que% =~ H x K. Segue entdo que $¢ = G(H, K, o) for abeliano, entdo

G=Hx K.

Teorema 2.130.SeH & um grupo tclico de ordenm, enBio G = G(H, o) € abeliano. Logo
G=HxH.
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Calculo de alguns grupos=(H, o) com o GAP

O calculo direto dog|H| — 1)! gruposG(H, o) torna-se inviavel muito rapidamente por
causa do crescimento fatorial. O teorema abaixo nos pefazige uma melhoria no céalculo

dos grupos(H, o) via GAP, pois ele afirma que a maioria desses grupos sao ifmsno

Teorema 2.131.(Oliveira e Sidki [OS]) SejanH{, K grupos es : H — K uma bije@o
fixando a identidade. Sec Aut(H) e € Aut(K),enBoG(H, K,0) = G(H, K, aof3).

SejaH = {1, hs,...,h,}, podemos identificadut(H) com um subgrupo de
S\x|-1 Simplesmente observando que um automorfisrde [ induz uma permutagaonos
indices dos elementos dg, isto &i” = j <= h{* = h;. Fazendo as mesmas consideragoes

parak = H, podemos escrever
A= Aut(H) = Aut(K) < S,,_1.

Agora podemos calcular as classes duplgs,, /A = {AsA : s € S,_1} no GAP, utili-

zando a funcao

DoubleCosetRepsAndSizes(G,U,V)

que retorna uma lista com os representantes das classes@dypl/U junto com a respec-
tiva ordem de cada classe. Nas tabelas abai&@, classe de nilpoténcia/& o comprimento

derivado do grup@-(H, o).

(l) H:ZQ X ZQ.

o | |G(H,o)||c|d
() 25 2|2
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(ll) H:ZQ XZQ XZQ.

o IG(H,o)| | c|d
0 210 |32
(6,7) 210 |32
(5,6,7) 28 22
(4,5,6,7) 28 22

(i) H = 7Zy x Zy x 7y X Zo. Para este caso, listamos apenas 0s grupos de ordem maxima.

o) |G(H,0)| | ¢

() 919 4

(14, 15) 29 |5
(10,13)(14, 15) 219 |5
(8,11)(9,12)(10, 13) 219 | 4
(8,11)(9,12)(10,14,13,15) | 2 |5

(lV) H =74 X Zs.

o |G(H,o)| | c|d
0 $ |22
6,7) $ 2|2
(4,6,8,7) 3 |22
(7,8) 3 1)1
(3,4,7,5,6,8) | 3* |11

Observa@o 2.132.Em sua tese de doutorado, Oliveira [OL] deu provas diretasgados

€SSes Casos apresentados.

O grupo G(H,o) comH = Z, X Z,

Adaptando alguns resultados em Oliveira e Sidki [OS], pumtemostrar em Macedo [MAC]

que:
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Teorema 2.133.SejaH, K = A,, cOmH = (a1,a2) € K = (b1, by). EnBOG = G(H,0) &

um p-grupo com classe de nil@oicia no naximo 2.

Permutando os subgrupos ilicos

Nesta secéo vamos denofdr= Z, x --- x Z, (k copias) porH = Ay, e olhar paraH
como um espago vetorial solifg. Consideraremos também, X' = A, e escreveremos

G(H,o)aoinves de7(H, K, 0).

Proposiao 2.134.(Oliveira e Sidki [OS]) Sejant, K = A, comH = (ai,...,a;) €
K = (by,...,bs). Ento para toda bijedoo : H — K, fixando a identidade, podemos
obter uma bijego s : H — K, fixando a identidade, tal qu& = b;, i = 1,2,...,k e
G(H,o) = G(H,0o).

Teorema 2.135.(Oliveira e Sidki [OS] Sejar uma permutago de H = Ay, fixando a

identidade, e considere arelag R C H x H definida por
R={(d" V)(1<i,j<p—1):a° =b}.

Entio existe pelo mengs- 1 permutagess de H fixando a identidade tal qug’)® = (a°)’
paratodol < i < p — 1, cujo grafico{(a,a’) : h € H} est contido emR.
Corolario 2.136. Para toda permuta&o o de H fixando a identidade, existem uma permétac

¢ de H e um epimorfismo d&(H, 5) emG(H, o).

O teorema abaixo & um refinamento do método das classessdupl
Teorema 2.137.Seq, 5 € PGL(k,p), enBoG(H, ) = G(H, acp).

Exemplo 2.138.Para 0 grupoAs; ; temosl3 geradores de subgrupocticos 252 classes
duplas emPGL(3,3)S13PGL(3,3). As ordens dos grupos com as respectivas quantidades
sa0:

{3°% 235}, {37, 11}, {3%,5}, {3°, 1}.

Obtemos ainda as seguintes inforroas:
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(i) Todos os grupos de ordeffi possuem classes de nilpatia iguais al, isto &, €0
abelianos e portanto isomorfos4 3 x As 3. Os demais gruposie todos nilpotentes

de classe.

(i) Para o Gnico grupo de orderfi?, o representante de classe du@a = id, logo este

grupo de ordem éximaé isomorfo ay(As3).

O grupo G(H, K,5), H e K extendes deH e K

SejamH e K grupos possuindo subgrupos norm&ise N, respectivamente. Sejd um
transversal dé/ em H com1 € H e K um transversal d& em A com1 € K. Deste
modo podemos fazer a seguinte identificacao
H K

H=— K=—.
M’ N
Considerand¢H| = |K| e |[M| = |N|, tomemos bijecdes : H — K ea : M —» N,
ambas fixando a identidade. Seja aindama bijecao entrd/ e N (nao necessariamente
fixando a identidade). Observe qlle= {mh : m € M,h € H} e K = {nk:n € N,k €

K}. Obtemos assim uma bijecda H — K definida por

g : m—m” (2.3.1)

Qe

mh — m”h’ seh # 1,

Lema 2.139.0 grupoG(H, K, o) & isomorfo ao quociente d&é = G(H, K, &) pelo fecho
normal de(M, N) emG.

Teorema 2.140.Mantendo a nota&o prévia, suponha/, N centrais emi, K, respectiva-

mente e qué&/(M, N, o) seja abeliano. EdtoV = (M, N)¢ & abeliano.

Corolério 2.141. Suponha nas hifgeses do teorema acima qié = (m) e N = (n) sS40
ciclicos, cada um deles com ordem igual a um prim&nio V' = (M, N>é € um p-grupo

abeliano elementar de posto n@rimo|H | + 1.
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Mais alguns casos particulares dé&:(H, o)

Teorema 2.142.SejamH, K grupos abelianos finitos de ordene G = G(H, K, o). Enfio

0 grupoG/G” & nilpotente de classe ncaximon.

Teorema 2.143.SejaH = A, pimparec : H — H uma transpos&o. Enfio G(H, o)

€ um p-grupo com classe de nilpatia no naximo 3.

Observa@o 2.144.Parap = 2 0 teorema acima podeio ser verdadeiro. De fato, o grupo

G(As.4, (14,15)) calculado na Seip 2.3 possue classe de nilgoicia igual ab.

Referéncias

[GRS] Gupta, N.; Rocco, N.; Sidki. SDiagonal embeddings of nilpotent groypkiois J.
of Math, 30, 1986.

[MAC] Macedo, S.S.A.Comutatividade Fraca por Bijé&p entre Grupos AbelianpBisser-
tacao de Mestrado. UFG, 2010.

[OL] Oliveira, R. N., Comutatividade Fraca entre Grupos Isomorfdese de Doutorado.
UNB, 2007.

[OS] Oliveira, R. N.; Sidki, S. N.On commutativity and finiteness in groyill. of the
Braz. Math. Soc., 40(2): 149-180, 2009.

[ROCCOZ2] Rocco, N. ROn weak commutativity between finite p-groypsdd. Journal of
Algebra, 76, 1982.

[SIDKI] Sidki, S. N., On weak permutability between groups. Journal of Algeb@a 186-
225, 1980.

[GAP] The GAP Groups, GAP-Group8)gorithms and Programming/ersion 4.4.12.
(http://www.gap-system.org), 2008.

AnaisdaSemanalo IME/UFG - ISSN2317-5591 - 306 -




CAPITULO 3

RESUMOS SIMPLES

3.1 Conferencias

C2 - Observacdes sob o Delta de Dirac
Olimpio Hiroshi Miyagaki(UFJF)
C3 - Cotas nas Universidades: Quantas? Para Quem?
Dani Gamermar{UFRJ)
C4 - Regularity Results for Semimonotone Operators: an Extersf Minty’s Theorem
Rolando Grciga Otero(IMPA)
C5 - Um Teorema de Lagrange, a Exponencial Complexa e o PlanaBno
como um Parabol6ide no Cone de Luz

307



Silvio Macedo & Ricardo Nunes de Oliveira o . )
Comutatividade Fraca por Bijecao entre Grupos Abelianos

Ruy Tojeiro de Figueiredo JunigtJFSCar)

C6 - CaminhosOtimos para Veiculos Autbnomos
Nancy Lopes Garci@dUNICAMP)

C7 - Teoria de Ramsey
Irene Naomi Nakaok8dJEM)

C8 - Solucdes Estacionarias de Fluidos Incompressoggisuma Lei de Poténcia
para a Viscosidade, em Dominios com Fronteiras Illimitadas
Marcelo Martins dos Santq&JNICAMP)

C9 - Problemas Quasilineares com Termos Singulares e Comwecti
Manuela Caetano Martins de Rezern(tisnB)

C11- Produtos Tensoriais nao Abelianos de Grupos e CorstaiRelacionadas
Norai Romeu Rocc@JnB)

C12- Bayesian Analysis of Aggregated Functional Data
Ronaldo DiagUNICAMP)

C13- Solugdes Ground State para um Problema Eliptico Samgul

Carlos Alberto Pereira dos Sant¢snB)

AnaisdaSemanalo IME/UFG - ISSN2317-5591 - 308 -




Olimpio Hiroshi Miyagaki )
Observacdes sob o Delta de Dirac

C2 - Observacdes sob o Delta de Dirac

Olimpio Hiroshi Miyagaki(UFJF)
Resumo

Sera introduzido o delta de Dirac, e motivando o estudo dssiluicoes de
Schwartz. Faz-se Igumas observacdes historicas dasragyens da época tais como: Di-
rac, Schwartz, Hadamard etc. Finalmente conclui-se que del Dirac trata-se de uma

distribuicado. Serao apresentados algumas aplisacoe
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C3 - Cotas nas Universidades: Quantas? Para Quem?

Dani Gamermar{UFRJ)

Resumo

A crescente utilizagao do ENEM como meio de avaliaca@nteada nas uni-
versidades trouxe a atencao da sociedade brasileiraopasa da Teoria de Resposta ao
item (TRI). Mais recentemente, tem ganho forca a idéiaapreecdes precisam ser feitas
na avaliagcao baseada apenas no ENEM, para acomodar gteppsvilegiados. Sao as
chamadas cotas e propostas com varios matizes e mas/é&d sido formuladas com os
mais variados niveis de sustentacao cientifica. Edsatpase propde a mostrar em uma
linguagem simples como esse problema deve ser abordadmtitogmvista cientifico. Ini-
cialmente serao apresentados os conceitos basicos d&@dferiormente serao discutidas
algumas de suas extensdes. Através de uma generalidacER| que é rotineiramente uti-
lizada, pode se entender que modificacdes precisam seporadas e de que forma se da o

efeito dessas mudancas.
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C4 - Regularity Results for Semimonotone Operators: an Extersf Minty’s Theorem

Rolando Grciga Otero(IMPA)
Resumo

We introduce the concept gksemimonotone point-to-set operators in Hilbert
spaces. This notion is symmetrical with respect to the gHgh, as is the case for mo-
notonicity, but not for other related notions, like e.g. bgmnotonicity, of which our new
class is a relaxation. We give a necessary conditiopf&emimonotonicity ofl" in terms of
Lispchitz continuity of[T + p~'I]~! and a sufficient condition related to expansivityZaf
We also establish surjectivity results for maxirpademimonotone operators. This is a work

joint Alfredo lusem.
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C5- Um Teorema de Lagrange, a Exponencial Complexa e o PlanaBno
como um Parabolbide no Cone de Luz

Ruy Tojeiro de Figueiredo JunigtJFSCar)
Resumo

Em 1779 (1), Lagrange resolveu o problema de determinarstodanapas con-
formes da Terra com a propriedade de que os meridianos (alejos) sejam representados
por circulos ou retas. Um passo importante na soluca@aeterizar os pares de familias de
circulos ou retas tais que cada elemento de uma delasgoneioa todos os elementos da
outra. Nesta palestra, usaremos o teorema de Lagrange comnmativacao para discutir
aplicacOes conformes, veremos como a exponencial camplgarece naturalmente em sua
solucao e introduziremos o modelo do plano Euclidiano@om parabolbide no cone de
luz do espaco de Lorentz, com o qual obteremos de uma manajpées a caracterizacao de

familias ortogonais de circulos ou retas necessariarodstracao do Teorema de Lagrange.
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C6 - CaminhosOtimos para Veiculos Autbnomos

Nancy Lopes Garci@dUNICAMP)
Resumo

Nosso objetivo &€ encontrar automaticamente 0 menor cangntre dois pontos
A e B quando a estrada & povoada de obstaculos. Um mésmdpanameétrico penalizado é
utilizado tanto quando os obstaculos sao vistos penfigithe como quando estao sujeitos a

erros de medicao.
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C7 - Teoria de Ramsey

Irene Naomi Nakaok@dJEM)

Resumo

A teoria de Ramsey &, atualmente, um dos ramos mais impestda combi-

natoria e teve seu inicio em 1930 com o trabalmwa problemin formal logic do ma-

tematico, filosolo e economista Frank P. Ramsey. Ela tigeeguestdes do tipo:

Dado um conjunt® que tem uma propriedade, &€ verdade que sempre que
S € particionado em um namero finito de subconjuntos, um dbsajuntos

deve também ter a proprieda&@

O resultado mais simples da teoria de Ramseyp@ripiodacasadospombos

(PCP), também conhecido como principio das gavetas dehizit, 0 quakstabelece que

Se mais quer pombos sao colocados etrgaiolas, entao pelo menos uma

gaiola deve conter pelo menos dois pombos.

Nesta palestra, serao apresentadas algumas aplicdgd&SP e introduzida a

teoria de Ramsey, bem como algumas de suas aplicagdes.
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C8 - Solucdes Estacionarias de Fluidos Incompressoggisuma Lei de Poténcia
para a Viscosidade, em Dominios com Fronteiras Illimitadas

Marcelo Martins dos Santq&JNICAMP)

Resumo

Falaremos sobre o modelo estacionario para fluidos incesspreis com a vis-
D(u)[P~2, onde|D(u)[P~2? & a

cosidade: dada pela lei de Ostwald-De Waele, ou sgja;
taxa de cisalhamento. Discutiremos a solugao de Amicé pgroblema conhecido como
“problema de Leray”, para fluidos newtonianos, istpés= 2, e a versao modificada do
problema de Leray devido a Ladyzhenskaya e Solonikov. Enidgagnos restringiremos ao
casop > 2 (“shear thickening fluids”) e apresentaremos um resultasmaem colaboracao
com Gilberlandio J. Dias (UNIFAP, Universidade Federahdoapa e IMECC-UNICAMP),

o qual generaliza o teorema Ladyzhenskaya-Solonikovapar 2.
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C9 - Problemas Quasilineares com Termos Singulares e Comwecti

Manuela Caetano Martins de Rezern(tinB)
Resumo

We establish the existence of solutions for the problem
— Apu = g(x,u) + Af(x,u) + pV (x, Vu) in RN
u>0inRY and u(z) =0, |z — +oo,
where A, is the p-Laplacian operatot, < p < oo; A andy are real parametersg;, f :
RY x (0,00) — [0,00) andV : RY x RY — [0, 00) are continuous functions satisfying
appropriated hypotheses.
No monotonicity conditions or the existence of singulargyrequired on the
nonlinearitiesg and f, but singular and super linear terms are included in ourltesdio

study the problem, with or without the convective tetm we apply a regularization and

monotonicity technique, sub and super solutions methodspproximation arguments.

The results presented are obtained in a joint work with Joxigalves (UFG) and
C.A.Santos (UnB).
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C11- Produtos Tensoriais nao Abelianos de Grupos e CorstsiRelacionadas

Norai Romeu Rocc@UnB)
Resumo

Nesta palestra abordamos o produto tensorial naoo abal@mgrupos, explo-
rando em particular algumas propriedades estruturais ddrgdo tensorial de um grupo
G modulo um inteiro ndo negativg G ®? GG (quadrado g-tensorial d&), com vistas a

computacao desses e outros invariantes de um grupo

Nossa abordagem & conduzida via um operadora classe dos grupos. Propri-
edades estruturais e condic¢des de finituded€’) sao estudadas. Apresentamos resultados
tedricos e descrevemos um algoritmo para compui@r) e algumas das suas se¢des mais
relevantes para 0 nosso proposito, para o caso de grupogjabs G. Concluimos exi-
bindo alguns exemplos computados com auxilio do sistem@ (&*oups, Algorithms and

Programming).
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C12- Bayesian Analysis of Aggregated Functional Data

Ronaldo DiagUNICAMP)
Resumo

In many areas of science one aims to estimate latent subgimpunean curves
based only on observations of aggregated population cuByeaggregated curves we mean
linear combination of functional data that cannot be obsgmdividually. We assume that
several aggregated curves with linear independent caaffiare available. More specifi-
cally, we assume each aggregated curve is an independdiat pzailization of a Gaussian
process with mean modeled through a weighted linear combimef the disaggregated cur-
ves. We model the mean of the Gaussian processes as a smudtbrftapproximated by a
function belonging to a finite dimensional space HK whichgarmed by K B-splines basis
functions. We explore two different specifications of theargance function of the Gaus-
sian process: one that assumes a constant variance acaagsniain of the process, and a
more general variance structure which is itself modelled amooth function, providing a
nonstationary covariance function. Inference proceduipeiformed following the Bayesian
paradigm allowing experts” opinion to be considered whémesing the disaggregated cur-
ves. Moreover, it naturally provides the uncertainty agged with the parameters estimates
and fitted values. Our model is suitable for a wide range ofiegons. We concentrate on
two different real examples: calibration problem for NIResproscopy data and an analysis

of distribution of energy among different type of consumers
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C13- Solugdes Ground State para um Problema Eliptico Samngul

Carlos Alberto Pereira dos SantgenB)

Resumo

Nesta palestra apresentaremos alguns resultados reldoma existéncia, nao-
existéncia e comportamento assintotico de solucOexsifgl state
para o problema nao-linear, eliptico e singular

—Au = g(u)|Vul* + M (@) f(u) in RY,

|z|—o00

u>0in RY, wu(z) =5 0,

onde)\ € R & um parametray > 0, nao indenticamente nula, & uma funcao localmente H

"older continua;g : (0,00) — Re f : (0,00) — (0,00) s@o fungdes continuas, (possi-

velmente) singulares efyy isto &, f(s) SN eg(s) 29 % oug(s) =0 o

Os principais resultados que serao apresentados edifcgoios em A. L. Melo,
C. A. Santos; Structure of ground state solutions for siagelliptic equations with a qua-
dratic gradient term, Electron. J. Differential Equatiohel. 2011 (2011), No. 70, pp.
1-14.
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3.2 Minicursos

MCS3 - Teoria das Ciéncias e Pensamento Livre

Ole Peter SmitfUFG)
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MCS3 - Teoria das Ciéncias e Pensamento Livre

Ole Peter SmitfUFG)

Resumo

Abordamos o0s conceitos, raciocinios e métodos basicasim de todas as
ciéncias, expondo exemplos de varias areas de conhattiméntroduzindo Pensamento
Livre, tentamos definir o conceito liberdade em suas vdpa®mas: individual e social,

levando-nos a uma observagao sobre as sociedades humanas
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3.3 Ses8es Tecnicas

ST5- Método de ponto proximal para otimizacao convexa
llton Ferreira de MenezefJFG)

ST7 - Método de ponto Proximal para uma classe de fun¢Oesajisfezem a desigualdade
de Lojasiewicz

Jo< Henrique Amara(UFG)
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ST5- Método de ponto proximal para otimizacao convexa

llton Ferreira de Meneze@JFG)
Resumo

Neste trabalho & apresentado o método de ponto proxiriedp a minimizacao
irrestrita de fungdes convexas nao necessariamewtediaveis. A boa definicao da sequéncia
gerada pelo método de ponto proximal & garantida. Al&sode provado a convergéncia to-

tal da sequéncia a um minimizador global do problema emtgaes
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ST7 - Método de ponto Proximal para uma classe de funcOesajisfazem a desigualdade
de Lojasiewicz

Jos Henrique Amara{UFG)

Resumo

Neste trabalho & apresentado o método de ponto proxiriedp a minimizacao
irrestrita de fun¢des nao necessariamente difereesigue satisfazem a desigualdade de
Lojasiewicz. Além disso, seguindo a ideia original de Ilsggavicz, & apresentado a con-
vergéncia total da sequéncia gerada pelo método de pamtonal (quando esta é limitada)

a algum ponto critico generalizado.
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