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MC7 - Cadeias de Markov e Aplicacoes

Valdivino Vargas anior (UFG)

Resumo

Uma Cadeia de Markov & um tipo especial de processo eitirgsie possui a chamada
propriedade markoviana. Um processo estocastico tenpaiedade markoviana se os esta-
dos anteriores do processo sao irrelevantes para a doedios estados seguintes, desde que
o estado atual seja conhecido. Os primeiros resultadosegéaa processos foram obtidos
por Andrey Markov em 1906. Nos Gltimos anos, Cadeias de dMar&m sido amplamente
estudadas e utilizadas nas mais variadas areas do commegims aplicacoes mais basicas
encontradas em livros introdutérios incluem probabdemassociadas jogos, evolucao de
populacdes e resultados sobre teoria de filas. Em ge@nea-se aplicacdes de Cadeias
de Markov em modelos epidémicos, processos de migrasagjos sobre o DNA, modelos
de gerenciamento de recursos, modelos para processosis@ogd@codelo para difusao de

informacao, dentre outros.

Neste trabalho apresentamos conceitos elementares deddéMarkov e di-
versas aplicacdes do uso de seus conceitos. Considepaoidemas envolvendo passeios
aleatorios, processos de ramificacao, teoria de filas etc

Introduc ao

Um processo estocastico representa um sistema na qualdoestida ao longo do tempo
de forma aleatoria. Podemos pensar um processo estmcéstno uma familia de variaveis
aleatérias indexadas por elementague pertencem a um determinado conjufitanuitas
vezes interpretados como o tempo.ISé discreto temos um processo estocastico a tempo
discreto. S€" & continuo temos um processo estocastico a tempo contRepresentamos
um processo estocastico poX, }.cr. As variaveisX; possuem possiveis valores num con-
junto £ chamado conjunto de estados ou espaco de estados. Esteepadatinuo ou dis-
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creto. Quandd; = i diz-se que 0 processo esta no estado instante de tempio Quando
temos um processo a tempo discreto, & comum utilizar g&@ofac,, n = 0,1,2,--- } para
processo estocastico. Nesse caso, usamos a notagdmlugar dex;,.

Exemplo 1.1. (Jogo de Azar) Considere a seguinte sitiadipogtica. Um jogador entra
em um cassino comreais em dinheiro para “tentar a sorte”. Admita que ele paipa de
um jogo que consiste de apostas independentes. Em cada aposiado hones®@lancado,
se sai a facémpar: ele recebée reais. Caso saia a face parele perdej reais. Defina como
X; a variavel a aleabria que representa o ganho do jogador nasima jogada. Neste caso,
o capital acumulado pelo jogador, digam8s, & dado por

Sn:SO+iXZ‘,TLZ 1.

i=1
ondeS, = k. Nesse caso, o proces$s, },,~o & um processo estastico a tempo discreto
com espaco de estados discreto.

Exemplo 1.2. (Fila M/M/1)

Suponha que clientes chegam a uma éstale servico com umimico servidor {inico aten-
dente) de acordo com um processo de Poisson deXagau seja, 0 tempo entre sucessivas
chegadas &o variaveis aleabrias exponenciais independentes coéd'ra%. Na chegada,
cada cliente sex atendido imediatamente se o servidor estiver livre. Casdrario,ele vai
para uma fila de espera. Quando o servidor termina de servimecliente, o cliente deixa
o sistema e o f@ximo cliente na fila, se existe algum, entra para o ser atbmdDs tempos
sucessivos de servicas considerados vasiveis aleabrias exponencialmente distritilas

e independentes com’enh'a%. Tal sistema conhecido como sistema de fila M/M/1. Se cha-
marmos deX (¢) o nimero de clientes no sistema no instartemos um processo esémtico

a tempo corthuo com espaco de estados discreto.

Exemplo 1.3. (Atividade seguradora)
O modelo chssico do risco na atividade segurad@aim processo

U(t) =u+ct —S(t),

ondelU (t) & o capital da seguradora no instantéreserva de risco) e € uma constante que
representa o @mio por unidade de tempo, de forma quesed o premio que recebeu a
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seguradora & o instante. u & a reserva inicial da seguradora.¥(t) representa o valor

total das indeniza@es aé o instante t,

S(t) = iyn

onde{Y,}.>1 & uma segéncia de varveis aleabrias rbo negativas que representam os
valores das indenizégs individuais que deve pagar a seguradora ante a @uria de
sinistros e{ X} }:>, & um processo de Poisson horéngo das ocoéncias das indenizées
até o instante. O processq U, }:>, & um processo estastico a tempo coiriuo com espaco

de estados coftuo.

Uma Cadeia de Markov & um tipo especial de processo efitargse possui a
chamada propriedade markoviana. Um processo estocéstica propriedade markoviana
se 0s estados anteriores do processo sao irrelevantes pegdicao dos estados seguintes,
desde que o estado atual seja conhecido. Os primeirosa@ssippara estes processos foram
obtidos por Andrey Markov em 1906.

Nos Ultimos anos, Cadeias de Markov tem sido amplamenidasas e utiliza-
das nas mais variadas areas do conhecimento. As apEagais basicas encontradas em
livros introdutérios incluem probabilidades associgdg®s, evolugao de populacdes e re-
sultados sobre teoria de filas. Em geral, encontra-se gpbsade Cadeias de Markov em
modelos epidémicos, processos de migracao, estudos sdbNA, modelos de gerencia-
mento de recursos, modelos para processos de decisadprpadedifusao de informagao,

dentre outros.

No exemplo da fila M/M/1 temos um processo markoviano a tengmdimuo.
O primeiro M significa que o processo de chegada & marko\i@aiszson) e o segundo &
devido ao servico de distribuicao ser exponencial (lm&gno). O numero 1 se refere ao
fato de haver um Gnico servidor. Neste texto, considerasegpenas Cadeias de Markov a

tempo discreto, isto &, cadeias com conjufte {0,1,2,3,---}.
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Definicao

Seja o processo estocasti€d,,n = 0,1,2,---} em tempo discreto. Supomos que as

variaveisX,, assumem valores num conjurficfinito ou infinito enumeravel.

Definicao 1.4. X, & cadeia de Markov a tempo discreto se

P(Xpy1 =j|Xn =4, X010 =1, -, X1 =101, X0 = dg) = P(Xpp1 = j| X =1) = B

7j

para qualquer escolha dos estadps, i, 1, - - , i1, io € todo instanter.

Em uma Cadeia de Markov, o simbaly, (probabilidade de passar de i para
j em um passo) €& usado para representar a probabilidadéi¢moral) de que, dado que o
sistema esteja no estaflem certo momento, venha a estar no estado instante de tempo
seguinte. Em geral, @3 ; sao chamadas probabilidades de transi¢cao da CadeiamttewWa
De fato, podemos pens&y; como a probabilidade de ocorrer uma transicao do estaaia
o0 estadg.

A definicao dada diz que numa Cadeia de Markov a chance desso estar no
instanten + 1 no estadg depende somente do estado do processo no instaiste €, inde-
pende de toda a histbria passada do processo (estadas, - - - , X,,_1). Esta propriedade
chama-se propriedade markoviana.

Exemplo 1.5. (Jogo de Azar) Suponha um jogo no qual em cada apostapee um real
com probabilidadd — p ou ganha um real com probabilidage Suponha ainda que véc
decide parar de jogar se a sua fortuna atingir N reais e se élagir O reais o cassino &o
deixa voé jogar mais. SejaX,, o capital que voe tem depois de apostas. Claramente
€ o capital corrente e o resultado dogimo sorteio que &o determinar a sua fortuna
depois da aposta seguinte. Qualquer que tenha sido a édoldg sua fortuna no passado
(ou seja, os valores d&,, |, X,, o, ..., Xp), para prever o poximo estadoX,,. |, &€ suficiente
conhecer a sua fortuna no preserit¥,). De fato, seX, = i, com0 < i < N, enfio
independentemente dos valoigs..,i,_1, temos

P(XnJrl =1 + 1|Xn = ’i,Xn,1 = Z'nfl, ...,Xo = Zo) =P

pois iSso significa que se se @oganhar a aposta + 1, a sua fortuna vai ser acrescentada
em um real e portanté suficiente conhecer o valor da sua fortuna no presente. Ea ca
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aposta a sua fortuna somente pol@umentar ou diminuir em um real com uma chance
gue réo depende dolmmero de apostas que wEez. Em outras palavras, a probabilidade
condicional deste exempl@a depende de.

Teoria Elementar

Matriz de Transi¢ao

Considere uma Cadeia de Markov com espaco de estades {i,,i;,---}. As proba-
bilidades de transicao podem ser representadas atilavésa matriz chamada matriz de
transicao:

Piio Pigin b

0,20 0,12

Piio Divin P
pr =

Bn,io Bnﬂ-l Pi'n7i2

Claramente, uma matriz de transi¢ao satisfaz:

1.P,;>0

2. ZjeE Pj=1

Exemplo 1.6.No exemplo do jogo de azar 8¢= 4 ep = 0,4 temos
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Proposigao 1.7. Suponha uma Cadeia de Markov com distriignicial 7, e matriz de
transic@o P = (P, ) jer. Sejami, ..., 1, € E. Temos:

P(Xl Iil,XQIiQ,...,Xn:in ‘ XQI’io) :Pz

0501 Pil,iQ e Pin—l,in

Equacgdes de Chapman-Kolmogorov

As equacdes de Chapman-Kolmogorov possibilitam o téfbe probabilidades de transi¢ao
emn passos. Estas equacdes dizem que as probabilidadessiedmade: passos podem
ser obtidas, recursivamente, a partir das probabilidaglésdsicao de uma etapa. Temos:

P =N pS) P para todos:, m > 0, e todosi, j € E

keE
Assim, se a matriz de ordemé P™ = (Pif?)) entaoP"+™ = p™ ptm) Por inducao,
podemos escreveé?™ = P,

Portanto, para uma Cadeia de Markov com espaco de estadosi,, i, - - }
as probabilidades de transicao erpassos podem ser representadas através da matriz

P P P

10,20 10,11 10,92

n pn n
21,20 21,21 11,22

pn) —
pr. pn. pn

in,i0 in,?1 in,i2

ondeP); = P(Xpin = ix Xy = 45).

Exemplo 1.8.(Mobilidade Social) Conside a histia de \arias gera@es de uma faitia que
ao longo do tempo tem somente um filho. Neste modelo simgbseavaéo da classe so-
cial (alta, média ou baixa) da faiffia para cada gerago permitiria descrever sua evolag
social ao longo do tempo. Se tivermos uma sociedade compostiamnilias deste tipo,
podemos escolher ao acaso umaiigare para cada gerago n chamar deX,, a uma quan-
tidade que valex 3 se a farilia for de classe alta, 2 se ela for de classédra e 1 se for
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de classe baixa. Desta forma, cadg, sera uma varavel aleabria e a sua evolugo ao
longo do tempo, permitr tirar conclues sobre as mudancas na estrutura da sociedade.
Suponha que o processg, € uma Cadeia de Markov com espaco de estddes{1,2, 3}
cujas mudancas de classe sociaBestladas pela seguinte matriz de trarggic

0,70 0,20 0,10
P=1 0,30 0,50 0,20
0,20 0,40 0,40
a) Suponha que a fdira comeca na classe @dia (estado 2) na gerap 0. Qual a proba-
bilidade que a gera@o 1 ascenda classe alta (estado 3) e a gefax2 desca para a baixa

(estado 1)?

Solugdo:
P(X1=3X,=1|X0=2)=P(Xo=1|X,=3)P(X, =3| Xo=2) = Ps.Ps,
=0,2.0,2=0,04

b) Suponha de novo que a fdim comeca na classe&dlia (estado 2) na geré@p 0. Qual a
probabilidade que a ger&p 2 desca para a classe baixa (estado 1)?
Solugao:

]

3
P(Xo=1|Xg=2)=) P(Xi=kXo=1|Xo=2)=> PyPp2
k=1

i

1

0,3.0,7+0,5.0,340,2.0,2 = 0,4

Distribui¢ ao Inicial

Definicao 1.9. Sejar, uma distribui@o de probabilidades no conjunio satisfazendo:
1. m(i) > 0 paratodoi € E,
2. ZjeE mo(i) = 1

Dizemos quer, & a distribuigo inicial da cadeia se para todoc E temosP (X, = i) =
mo (7). Em outras palavras, a distribuép inicial de uma cadeié a fun@o de probabilidade
do seu estado iniciak.
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Note que
P(X,=k) = m(i)Py

el
Proposicao 1.10. Suponha uma Cadeia de Markov com distriaignicial 7, € matriz de
transiggo P = (P, ;); jer. Sejami, ..., 4, € E. Temos:

=

in—1 7in

P(Xo = 1o, X1 = i1, Xo = 19, ---7Xn - Zn) = Wo(io)Pz‘o,z'le

1,02

Exemplo 1.11.Considere uma Cadeia de Markov com espaco de estades{1,2,3} e
matriz de transigo dada por

gl Wi N
O =
O Wik e

:
Suponha que a distribup inicial da cadeigé dada porry = (0,3 0,3 0,4).
a) CalculeP(Xy =2, X; =3, Xo=1).
b) CalculeP(X, = 2).
Solugao:
a)P(X, =2,X, =3,Xo=1) = m(1)P5. P35 = 0,3.0,25.0,4 = 0,03
b) P(X> =2)= 0 m(i) Py = mo(1) P{3 + mo(2) P35 + mo(3) Py

Mas
5 11 1. 12 9
P1(22) = Zpl,kpk,Q =P Pio+PioPos+PisgPso=—-~+-0+4+—--=—
— 24 4 45 40
5 21 12 9
P2(22) = ZPZkPk,Q - P2,1P1,2 + P2,2P272 + P273P3,2 =——-4+00+-—- = —
- 34 35 30
5 31 2 2 3
P2’522) :ZPB,kPk,2:P3,1P1,2‘|‘P3,2P272+P373P3,2 =——4+-04+0.—= —
s 54 5 520
Logo
9 9 3 87
P(Xs=2)=03.—+03.—+04.— = — = 0.2175.
(X2 =2) 20 U250 TR0 T 100
Em geral, para uma Cadeia de Markov com espaco de ediado§, is, - - - , iy}
se

P(n)=[P(X,=1) P(X,=13) --- P(X, =1i)]
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€ um vetor contendo as marginais_g entao

P0)=[P(Xo=11) P(Xo=1ia) - P(Xo=rx)] = [molir) mo(i2) --- mo(ix)]-

Distribui¢ ao Assinttica

Definicao 1.12. A distribuigdo 7., sera a distribuigo assinbtica da cadeia{ X, },>¢ se

satisfazer

nh_@ P!, = moo(j) paratodo je E.

Exemplo 1.13.Telefone sem fio

(Problema extrado da prova da VI OLIMBADA IBEROAMERICANA DE MATEAMICA
UNIVERSIRRIA, realizada em 8 DE NOVEMBRO DE 2003frids criancas esto brin-
cando de telefone sem fio. A crian€g sussurra tés palavras para a criancéd’; , que
sussurra 0 que ouviu para a criangg, e assim por diante @&uma mensagem chegar
criancaC,, . Cada uma das &s palavras tem exatamente umaitgea’errada (por exem-
plo, as palavras rago e ra&o 10 "gémeas”poi muito &cil confundi-las). Cada crianca

(i4+1) tem probabilidadgl de ouvir corretamente o que a criangtalou, terr% de probabili-

»n 1
6

de trocar a segunda palavra?de probabilidade de trocar a terceira palavra (e portanto

dade de trocar a primeira palavra dita pela crian¢@ela sua "gemea”, - de probabilidade
nunca troca mais de uma palavra). Note que numa troca a mensggpde ser acidental-
mente corrigida. Calcule a probabilidade de que a criad¢aouca exatamente a mensagem
original. Qualé o valor dessa probabilidade quando— oo ?

Solugao:

Sejama, b, c as tiés palavras &, b, ¢ suas @meas. Constitmos uma cadeia de Markov
com espaco de estadés= {a;,7 = 1,2,3---8}, ondea; = (a,b,c),as = (a,b,c),a3 =

(a,b,c),ay = (a,b,c),as = (a,b,¢),as = (a,b,¢),a; = (a,b,¢) eas = (a,b,¢). Dai temos
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a seguinte matriz de transiQ:

(-]
@]

O ol =
@) O o= NI= ol
=) O o= NIe ol
=) =) O W= olm O ol
(e O o=
S O ol
o O ok O O
O ol ol O oS O

O ol NI ol

@) ] O ol o=
o O o=
O ol NI O

O ol
D= NI= O
N[— O

D=
D=

Para obtermos a resposta do problema em cestlculamos a matri?”. NestaP™ (1,1) =
P(X, = a; | Xo = a1) representa a probabilidade pedida. Realizanddizulo, temos:

11 /1\" 1/2\""
P<Xn:a1‘xozal>:§+§(§) +1(§) |

Observe que no limite,

1
Toola1) = lim P(X, =a; | Xo=a1) = g

n—oo

Distribui¢ &o Invariante

Definicao 1.14.Toda distribui@o = serd chamada de distribuép invariante da cadeia

{X., }n>0 Se satisfazer
> w(i)P.; = =(j), paratodo je E.

i€l

Observe que, sg& € finito podemos obter a distribuicao invariante resaticeo

sistema
TP = :

ZieE W(l) =1
Proposigao 1.15.Para um distribuiéo invariante &0 \alidas as afirmages:
i) Paratodoj € F en > 1temos que

el
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i) Ser & a distribuigo inicial da Cadeia erdto para todon > 1, temos que

Intuitivamente falando, se a cadeia comeca com a dist@lounvariante entao a
distribuicdo em todos os instantes sera a mesma (dane de distribuicao invariante).

Proposicdo 1.16.Seja{ X,,},,~0 uma Cadeia de Markov com matriz de trarg¢’ e com
distribuicdo assinbtican,,. Enio 7., € alnica distribui@o invariante da cadeia.

Exemplo 1.17.Considere uma Cadeia de Markov com a seguinte matriz deig&as

>

Il

—_
(@») O N
o O N

Nesse caso, a distribldg invariante existe e corresponde a

— (1 1 1
=41

O limite deP™ quandon — oo n&o existe poiP?" ! = P e P?* = P2, dessa maneirado
existe distribuiéo assinbtica.

Exemplo 1.18.(Cadeia de Ehrenfest)

Suponha que o total de bolas contidas em duas uen&s A cada instante de tempg
pegamos uma bola da primeira urna e a colocamos na segundécetwversa. Seja,, a
quantidade de bolas na primeira urna. Claramentg,& uma cadeia de Markov com espaco
de estado#’ = {0, 1, 2,3} e matriz de transigo

—_
]

(@) O Wi
O whh O @)
— O wiv
o wi= O )

Nesse caso, a distribldg invariante existe e corresponde a

T= (1 3 3 1
8 8 8 8

Note quer ~ Binomial (3,1).
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Classifica@o dos estados de uma Cadeia de Markov

Definicao 1.19.(Estado acesdsel)

Um estadgy € acestvel a partir do estada, se existen > 0 tal que P, >0. Em outras
palavras, se for po$gel atingir o estadg partindo do estade, enfo j € dito acesivel a
partir de i. Admitimos que, qualquer estadlé acessrel a partir dele pbprio.

Definicao 1.20.(Estados comun&yveis)

Dizemos que dois estados se comunicam caso cada um foiestesgpartir do outro. A
relacido de comunicadp no espacgo de estadéuma relaéo de equivancia. De fato, ela
satisfaz as seguintes condes:

i) (Reflexiva) Qualquer estadcse comunica com ele mesmo+ i), poisPi?i =1.

i) (Simétrica) Se o estado se comunica com 0 estagp o estadoj se comunica com 0
estadai: (i <> j) = (j < 1).

i) (Transitiva) Se o estado se comunica com o0 estago e o estadgi comunica com o
estadok, entio o estada comunica com o estado (i <> j)e(j <> k) = (i > k) .

Definicao 1.21.(Estado &o essencial)
Um estada € £ & réo essencial se existe um instante j € F tais quepP;”; >0 e P/} =0
para todom natural. Caso confirio, temos um estado essencial.

Definicao 1.22.(Estado recorrente e transiente)

Sejaf; a probabilidade de que iniciando no estafla cadeia de Marko\,, volte a este
estado. Erfio f; = P(existe n> O tal queX,,=i | X, = 7).

Sef; =1 o estadce chamado recorrenteajsef; < 1 o estada@ chamado transiente.

Proposicao 1.23.0 estada é

(n)

recorrente s& ° | P}’ =ocoe

transiente s& 7 Pi(,’;) < 0.

Definicao 1.24.(Estado absorvente)

Um estada € absorvente se uma vez adentrado nele, a cadeia jamaisa, tstde,
1,sej=i

By =
0, caso contario
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Em particular, todo estado absorvente é recorrente.

Definicao 1.25.Um conjunto de estados de uma Cadeia de Markov formam umseclas
se quaisquer dois estados desse conjunto se comuniqueraisgugr dois estados comu-
nicaveis de cadeia pertencem a mesma classe. Desse modoseleasclasses para uma
Cadeia de Markov, efb elas &0 disjuntas ; N C, = () ou idénticas () = C).

Exemplo 1.26.Considere uma Cadeia de Markov com espaco de estédoed 1,2, 3, 4,5}
e matriz de transig§o dada por

—

(@]
o O
o O
o O

[a) =} (NI
[a) =} (NI
U= W e
S N
glw Y N

0 recorrentes. Temosd&s classes:

8.

O estadol é absorvente? é transiente,l,3,4 e 5
C) = {1}, Cy = {2} eCs; = {3,4, 5}

Definicao 1.27.Cadeia Irredutvel
Uma Cadeia de Markox,, € irreduivel se todos os estados formam apenas uma classe.

Definicao 1.28.Periodo de um estado
Um estada tem pefodod se PZ.(Z.”) = 0 se e somente se nao se divided. Um estadc
chamado apefidico sed = 1.

Exemplo 1.29.Considere uma Cadeia de Markov com espaco de estBdoes 1,2,3} e a
seguinte matriz de tran<iQ:

s

I

—_
(@n) O -
(@n) O I

Nesse caso, os estadn? e 3 tem pefodo?2.

Definicao 1.30.SejaT; o tempo de retorno do estado Se o estado & recorrente, eréo
eleé chamado recorrente positivo,s€lB)< co. Um estade ergbdico se for apdodico e

recorrente positivo.
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Teorema 1.31.Teorema hAsico de conve@ncia
Se uma Cadeia de Markd\w, },,~o com distribui@o invarianter for irredutivel e aperddica
enfio 7 seld a sua distribui@o assinbtica.

Exemplo 1.32.No exemplo do Telefone sem fio pdderos ter obtido a distribuép as-

sintbtica simplesmente calculando a distric@ginvariante. A marginakr(i),: € E da

distribuicdo invariante para uma Cadeia de Markov a tempo discreto geaenterpretada
ainda como a propo@o do tempo que 0 processo permanece no estaédasim, No pro-
blema do Telefone sem fio pode-se dizer que para uma quaetgtadde de criancas:(

grande) a proporgo de criangas que ouvem exatamente a mensagem orﬁg%nal

Passeios Aledirios

Apresentamos agora um dos processos markovianos maisdfajoahamado passeio aleatorio.
Estes sao a formalizacao matematica de uma trajgeiama particula, digamos) a partir

de uma sequéncia de passos dados de forma aleatorias&vaeas do conhecimento como
estatistica, economia, computacao, eletricidaddpg@ quimica, dentre outras fazem uso
de resultados oriundos desse majestoso modelo.

Definicdo 1.33.SejamX, Xs, - - - variaveis aleabrias independentes e identicamente dis-

tribuidas tal que B X; |< co. Sejag=Ce

i=1

O processd S,,,n > 0} & chamado Passeio Aléato.
Observe que nesse caso,
P = P(Sn—i—l :j|sn = Z) = P(Xn—f—l =] _i)'

Exemplo 1.34.SejamX;, X, - - - variaveis aleabrias independentes e identicamente dis-
tribuidas tal que

PX;=1)=peP(X;=-1)=1—-p=q.
Temos um passeio aléaio simples. Se &m disso, p = g temos um passeio ateat simples
simetrico.
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Para um passeio aleatério simples:

P(Spin=i+1Sy=i) = P(Xpp1 = 1) =p=1—P(Spey =i —1|S, = 9).

O problema da ruina do jogador

Considere a seguinte situacao hipotética. Um jogadiva@m um cassino comreais em
dinheiro para “tentar a sorte”. Admita que ele participa oejogo que consiste de apostas
independentes. Em cada aposta ele recebe um real em casor@dee/caso contrario perde
um real. A chance de vitoria em cada apostaeeconsequentemente de derrbta p = g.
Admita que os recursos do cassino sao ilimitados, istoénais sorte que o jogador tenha,
nao consegue “quebrar a banca”. Suponha que ele jogueniu@afiente, apenas parando
em caso de ficar sem dinheiro. Uma questao interessantece gaal € a probabilidade
do jogador em algum momento ficar sem dinheiro. Nesta dicégna capital acumulado
pelo jogador ao longo das apostas pode ser visto como umi@assatorio. Nesse caso, a
variavel aleatoria Xrepresenta o ganho do jogador na i-ésima jogada. Vamosangste
mesmo estando em um*“cassino justo”(istp & 0.5), com probabilidade 1, o jogador fica
sem dinheiro em algum momento. Este problema & conhecido agina do jogador.

Demonstrago. Sejah; = P;(acertar 0). Entaa & a solugao minimal ndo negativa de

ho =1
1 1 .
h; = éhiJrl + §hi,1 para i=1,2,...

Essa relagao de recorréncia tem solugao geral

Mas arestricad < h; < 1forca B =0. Assimp; = 0 para toda e temos entao o resultado
desejado. ]

Processos de Ramificap

Outro grupo de processos markovianos importantes & o dosgs0s de ramificacdo. Estes
foram inicialmente estudados por Galton e Watson. O olgetia investigar o problema da
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extingao de sobrenomes, ou seja, analisar a ocorréa@atoh¢cao do nome da familia.

Atualmente, podemos encontrar aplicagdes de processcamdficacao em di-
versas areas do conhecimento incluindo Fisica, Bio)ddgalicina, Economia e Computacao.

Defini¢cao 1.35.Considere uma Cadeia de Mark¢x,, },,~o comX, = k e

anl
Xo=)Y_ 7
=1
onde asZ; sao variaveis aleabrias independentes e identicamente disftidas. { X, },,>0 &
chamado processo de ramificax

Podemos pensa¥, como o nimero de individuos iniciais na populac¢ao. Bodo
os descendentes destes individuos formam a primeiragyeeaseu nUmero & denotado por
X;. Em geral,X,, & o tamanho da n-ésima gera¢ao. Na definicao acifnegpresenta o
nimero de descendentes do i-esimo individuo da geragal.

Pi,j = P(Xn—f—l :]|Xn :i) =P (er :]>
r=1

Proposicao 1.36.Suponha queX, = 1. Entdo E[X,,] = ¢", ondex € o rumero nédio de
descendentes por indduo.

Demonstrago.
EIX,] = E[E[X, | Xoo]l = wE[Xy1] = pE[E[Xyo1 | Xool] = pE[X, o] = -+ = "
O
Note que:

Seu < 1: E[X,,] converge para zero.
Seu =1: E[X,] & constante e igual a 1.
Seu > 1: E[X,,] diverge para infinito.

Sejar a probabilidade de extingao de um processo de ramificasi® &,
7 =P(X,, =0 para algum n).
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Teorema 1.37.Suponhaque P(; =0) > 0e P(X; =0) + P(X; = 1) < 1. Ento
I) 7 € 0 menor amero positivo satisfazendo

xr = ijP(Xl =7)

ou seja, 0 menor@mero inteiro positivo satisfazendo= Gy, (), ondeGy, & a fun@o
geradora de probabilidade d&;.
i) 7= 1 se e somente ge< 1.

Conclusao

Pesquisas Recentes

Como ja foi mencionado, processos markovianos estadwedgs em estudos nas mais va-
riadas areas do conhecimento. A titulo de exemplo apt@ssmos dois problemas que tem
sido amplamente estudados recentemente e que fazem usmdsgms markovianos.

Problema 1
Suponha que inicialmente um Unico elemento de uma po@ollpgssui uma informacao.
Este repassa a informacao para uma quantidade aledébviainhos e depois deixa de fazer
isso. Cada individuo ao receber a informacao repetenesseno processo. Aqui algumas
perguntas surgem: Que propor¢ao da populagcao tomacwnénto da informacao ? Qual
é a velocidade com que a informacao se espalha ? Se a pap@anfinita existe probabili-
dade deste processo ocorrer indefinidamente sempre dgistigum individuo transmitindo

a informacgao ?

Problema 2
Considere um modelo para estudo da disseminacao de efmusedes de computadores.
Imagine uma sequéncia de computadores ligados em redendimie inicial um Gnico
computador € infectado por um virus o qual se movimentt@iamente na rede infectando
computadores pelo caminho. Quando um ou mais virus chegam @mputador, este é
infectado por um novo virus que inicia a mesma dinamica dementos. Ao ser infectado
cada computador ativa um antivirus que ira matar qualgues que ali saltar futuramente.
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Neste modelo algumas perguntas surgem: Numa populagadandmitos computadores,
existe probabilidade de infinitos computadadores sereectadlos? O que ocorre se criar-
mos um virus forte capaz de sobreviver a um grande nUmearordputadores com antivirus?

Numa populacao finita, qual propor¢cao de computadeiatectada pelo virus?
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MC11 - Uso do Maxima como Ferramenta no Ciclo Basico
Reginaldo de Jesus Sant@gdFMG)

Departamento de Matematica-ICEx - Universidade Federdidhas Gerais
http://www.mat.ufmg.br/"regi

Resumo

Mostramos como podemos usar o programa de computac@brialg Maxima e o pacote
GAAL, escrito pelo autor, no ensino de disciplinas de Matgoa do ciclo basico de cursos
da area de Ciéncias Exatas, como Geometria Analfigebra Linear e Equacdes Diferen-
ciais.

Maxima & um programa para fazer calculos matematicosipukacdes simbolicas,
calculos numéricos e graficos. Podem ser escritaofspara executar tarefas mais com-

plexas. Existem algumas interfaces para o uso do Maximai. ésamos usando a interface
chamada wxMaxima.

Introduc ao

Cada arquivo do wxMaxima & formado de células onde podeesseitos blocos de coman-
dos. Cada célula tem um colchete a esquerda indicandcconakeca e termina o bloco. Para
executar uma célula vocé deve clicar nele e digitar SHENTFER.

(%i1) /+Por exemplo para calcular a derivada da fungc ao cos(x) =/
/ = Clique nesta ¢ elula e digite SHIFT-ENTER. */
diff(cos(x),x);

(%01) —sin(x)

Maxima pode calcular integrais indefinidas
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(%i3) integrate( x/(1+x°2),x );

log (22 + 1)
2
e integrais definidas.

(%03)

(%i4) integrate( 1/(1+x°2), x, 0, 1);
s

0, _

(%04) 1

Podem ser calculados limites:

(%i5)  limit( (2 *x+1)/(3 *x+2), x,inf);
limit( sin(3 *X)IX,  X,0);

(%05)
(%06)

Wwl

Maxima pode resolver equacdes e sistemas de equacoes:

(%i7) solve(x’2-5  *x+6 =0,X);
solve([x+y+z=5,3 *X-5 *y=10,y+2 *z=3],[X,y,Z]);

(%07) [z =3,z =2]
(%08) [[x =

Algebra Linear

Matrizes podem ser criadas e manipuladas.

(%i9)  A:matrix([1,2],[3,4]);
B:matrix([1,1],[1,1]);

(%09)
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(%010)
11

Matrizes podem ser somadas:

(%i13) A + B ;

(%013)
45

multiplicadas:

(%i14) A . B ;

(%014)
77

podemos elevar ao quadrado:

(%i15) A™2:

10
15 22

(%015)

A inversa pode ser obtida:

(%i16) A™-1;

(%016)

N[

2

Podemos calcular o determinante:

(%i17) determinant(matrix([a,b],[c,d]));

(%017) ad —bc

Matrizes podem ser concatenadas lado a lado:

(%i18) C:addcol(A,B);
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(%018)
3411

Podemos eliminar colunas:

Uso do Maxima como Ferramenta no Ciclo Basico

Por exemplo, o comando abaixo elimina as colunas 3 e 4 daznatri

(%i19) submatrix(C,3,4);

(%019)

Graficos

Desenha o gréafico da func&m(x) paraxz no intervalo—n, 7] ey em[—1.5, 1.5].

(%i20) f:sin(x)$ a:-%pi$ b:%pi$ c:-1.5% d:1.5%

(%i25) wxdraw2d(grid = true,
user_preamble = "set size ratio -1",
xrange = 1.1 =«[a,b],yrange = 1.1 *[c,d],
line_type = solid,
head length = 0.2,
head_angle = 15,

color = black,
label(["x",1.05 *p,0.08 *(d-c))),
label(["y",0.05 x(b-a),d-0.02  *(d-c)]),

vector(1.1 *[a,0],1.1  *[b-a,0]),
vector(1.1 =[0,c],1.1 * [0,d-c]),
color = blue,

explicit(f, x, a,b)

)$
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(%t25)

15 |

05 ¢

0.5

1.5 ¢

Desenha o circule? + y? = 4 paraz no intervalo[—5, 5] ey em|[-3, 3].

(%i26) fix"2+y"2$ a:-5$% b:5$ c:-3% d:3$

(%i31) wxdraw2d(grid = true,

user_preamble = "set size ratio -1",
xrange = 1.1 =*[a,b],yrange = 1.1 * [c,d],
line_type = solid,

head_length = 0.5,

head _angle = 15,

color = black,

label(["x",1.05 *b,0.08 = (d-c)]),
label(["y",0.05 * (b-a),d-0.02 * (d-c)]),
vector(1.1 =*[a,0],1.1 * [b-a,0]),
vector(1.1 *[0,c],1.1 *[0,d-c]),

color = blue,

/ *ip_grid=[200,200], */

implicit(f=4, x, a,b,y,c,d)

)$
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3 I,
21
1 K\ |
0 -
N
2|
!

(06t31) 4 2 0 2 4

O Pacote GAAL

Escrevemos um pacote com varias funcdes para faciliéstuwlo de Geometria Analitica e
Algebra Linear. O comando abaixo carrega o pacote GAAL.:

(%i32) load("C:/maxima/gaal.mac");

(%032) C:/maxima/gaal.mac

Matrizes

(%i33) D:randi(1,3);

(%033) (_3 3 —1)

cria uma matriz 1x3 aleatoria com entradas entre -5 e 5.

(%i34) D:diag(D);

(%034) | 0 -3 0

cria uma matriz diagonal cujos elementos da diagonal estazamatriz D.
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Vamos descobrir d&é000 pares de matrizes aleatorias 2 quantos comutam.

(%i35) c:0%
for n:1 thru 1000 do
(Arrandi(2), B:randi(2), if (A.B=B.A) then c:c+1)$
C,

(%037) 2

TroqueA:randi(2) por A:diag(randi(1,2)) editando a célula anterior e assim a
matriz A sera diagonal. Repita o comando com SHIFT-ENTER.

Sistemas Lineares

Vamos resolver um sistema linear que depende de um paametr

(%i42) kill(a)$
A:matrix([1,2,1,3],[1,1,-1,2],[1,1,a"2-5,a]);

1 2 1 3
(%0043) |1 1 -1 2

1 1 a>=5 a

faz o escalonamento da matrizpasso a passo. Responda digitando 1 para continuar e 2
para parar e SHIFT-ENTER. Pare o escalonamento ao final dali@anacao respondendo
com 2 e SHIFT-ENTER.

(%i44) B:escalona(A);

1 2 1 3
1 1 —1 2
1 1 a*2=5 a

la. eliminac 3ao:
linha 2 --> linha 2 + (-1) *linha 1
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linha 3 --> linha 3 + (-1) *linha 1
1 2 1 3
0o -1 =2 —1

0 -1 a>—=6 a—3

Continua? (sim=1;/n ao=2;)1,
2a. eliminac  ao:
linha 2 --> -1 x|linha 2

1 2 1 3
0 1 2 1
0 —1 a>—6 a—3

Continua? (sim=1;/n ao=2;)1;
linha 1 --> linha 1 + (-2) *linha 2
linha 3 --> linha 3 + (1) *linha 2

1 0 =3 1
0 1 2 1
0 0 a>—4 a—2

Continua? (sim=1;/n a0=2;)2;

10 -3 1
(%044) (0 1 2 1
00 a?—4 a—2
(%i45) [ *substitui a por 2. */
C:subst(a=2,B);

10 -3 1
(%045) [0 1 2 1
00 0 0

A matriz C' ja esta na forma escalonada reduzida.
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(%i146) [ +substitui a por -2. */
C:subst(a=-2,B);

10 =3 1
(%046) [0 1 2 1

00 0 -4

A matriz C' ja esta na forma escalonada reduzida.

Paraa # +2 pode-se continuar a escalonar a maltiz

(%i47) C:escalona(B);

10 —3 1
0 1 2 1
00 a?—4 a—2

3a. eliminac  ao:

linha 3 --> 1/(a"2-4) *linha 3
10 =3 1
01 2 1
00 1 4=

Continua? (sim=1;/n ao=2;)1;

linha 1 --> linha 1 + (3) *linha 3
linha 2 --> linha 2 + (-2) *linha 3
100 22y

2(a—2
010 122
00 1 i

a’—4

Continua? (sim=1;/n ao=2;)1;

100 2241

24

(%047) [0 1 0 1242
a—2
001 =2
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Simplificando o resultado

(%i48)  C:ratsimp(C);

1 0 0 o2
(%048) |0 1 0

00 1
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Conica que Passa por 5 Pontos

Vamos encontrar a curva dada implicitamente pela equacao
ar® +bxy + ey’ +dr+ey+ f=0
que passa por 5 pontos.

(%i1) load("C:/maxima/gaal®);
(%01) C:/maximal/gaal.mac
cria uma matriz com entradas inteiras e aleatbrias em gigeloda tem as coordenadas de

um ponto.

(%i2)  P:randi(5,2);

-3 =3
-1 0
(%02) -1 —4
4 0
3 =2

gera uma matriz de Vandermond usando as colunds de

(%i3)  A:matvand(P,2);

9 9 9 -3 -3 1
1 0 0 -1 0 1
(%03) 1 4 16 -1 —4 1
16 0 0 4 0 1

9 -6 4 3 =21

escalona a matriz do sisterdaX = 0.

(%i4)  S:escalona(A);
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1

4

_ 17

48
11
24

3

4

71
48

—_

(%04)

o O o O

o o o = O
o o = o O
o = O O O
- o o O O

obtémf(x,y) tal que a cdnica de equactr, y) = 0 interpola os pontos.

(%i5)  kill(x,y)$
f:poly2sym2(addrow(-col(S,6),[1]));

1192 172y 71y 2°> 3z
%06) — . _ 42Ty
(%06) 54 a8 s 117"

desenha o grafico da coni¢ér, y) = 0 que interpola os pontos que estao £m
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(%i7) a:-5% b:5$ c:-5$ d:5%

wxdraw2d(grid = true,
user_preamble = "set size ratio -1",
xrange = [a,b],yrange = |[c,d],
line_type = solid,
head_length = 0.5,
head _angle = 15,
color = black,
label(["x",b-0.03 *(b-a),0.08  *(d-c))),
label(["y",0.07 * (b-a),d-0.04 = (d-c)]),
vector([a,0],[b-a,0]),
vector([0,c],[0,d-c]),
color = blue,
implicit(f, x, -5,5, y, -5,5),
point_type = filled_circle,
point_size = 1,
color = red,
points(P)
)$
l by
2 | |
0 /'/_\i
2l
4!

(O%6t11) 4 2 0 2 4
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|dentificacdo de Mnicas

Exemplo

Vamos identificar a conica de equac¢hd — 4y + 63% — 30 = 0.

(%i1)  kill(all$
load("C:/maxima/gaal");

X:transpose([x,y])$ X1:transpose([x1,y1])$

(%01) C:/maximal/gaal.mac
(%i4)  A:matrix([9,-2],[-2,6]);
f:expand(transpose(X) . A . X -30);

—2
(%04)
-2 6

(%05) 6y* —4xy+ 9z —30
diagonaliza a matrizi, ou seja, encontra matrizés (invertivel) e D (diagonal) tais que

A= PDP",

(%i6)  ldiagonal(A); P:[1]$ D:[2]$

2 L1 10 0
(%06) [( v ﬁ) : ( )]
v v/ \U 9
substituiX por PX;.
(%i9)  fl:substi(f,X,P . X1);
(%09) 5y1% + 1021% — 30
desenha o grafico da coni¢ér, y) = 0.
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(%i10) a:-5% b:5$ c:-5$ d:5%

wxdraw2d(grid = true,

user_preamble = "set size ratio -1",
xrange = [a,b],yrange = |[c,d],
line_type = solid,
head_length = 0.5,
head_angle = 15,
color = black,
vector([a,0],[b-a,0]),
vector([0,c],[0,d-c]),
label(["x",b-0.03 *(b-a),0.08  *(d-c)]),
label(["y",0.07 *(b-a),d-0.04  *(d-c)]),
vector([0,0],[P[1,2],P[2,2]]),
vector([0,0],[P[1,1],P[2,1]]),

vector(-3  *[P[1,2],P[2,2]],6 * [P[L,2],P[2,21]).
vector(-3 = [P[1,1],P[2,1]],6 «[P[L,1],P[2,1]]).
label(["x™,3.5 «P[1,1],3.5  *P[2,1]]),
label(["y™,3.5 *P[1,2],3.5  *P[2,2]),

color = blue,
implicit(f, x, -5,5, y, -5,5)
)$

(%t14)
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Exemplo

Vamos identificar a conica de equac¢hg + 6zy + y* — 10y/10x + 10v/10y + 90 = 0.

(%i15) A:matrix([9,3],[3,1]);
K:matrix([-10 *107(1/2),10  *10°(1/2)]);
f.expand(transpose(X) . A . X + K . X + 90);

9
(%015)
3

_ W

(%016) (10 10}
(%017) y2 + 62y + 102y + 922 — 102 2 + 90

N—

(%i18) l:diagonal(A); P:[1]$ D:I[2]$

= 2= 0 0
(%018) [| V1 VIO,
BRUURRYT 0 10

substituiX por PX;.

(%i21) fl:substi(f,X,P . X1);
(%021) 10 y1% —20y1 — 4021 + 90

substituiz, porz, + 2.

(%i22) f2:substi(fl,x1,x2+2);
(%022) 10 y1% —20y1 — 4022 + 10

substituiy; porys + 1.

(%i23) f2:substi(f2,yl,y2+1);

(%023) 10 y2% — 40 22
(%i24) XO0:P. matrix([2],[1]);
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2l

(%024) !

g
o
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(%i25) a:-5% b:5$ c:-5$ d:5%

wxdraw2d(grid = true,

user_preamble = "set size ratio -1",
xrange = [a,b],yrange = |[c,d],
line_type = solid,
head_length = 0.5,
head_angle = 15,
color = black,
vector([a,0],[b-a,0]),
vector([0,c],[0,d-c]),
label(["x",b-0.03 *(b-a),0.08  *(d-c)]),
label(["y",0.07 *(b-a),d-0.04  *(d-c)]),
vector([0,0],[P[1,2],P[2,2]]),
vector([0,0],[P[1,1],P[2,1]]),

vector(-3  *[P[1,2],P[2,2]],6 * [P[L,2],P[2,21]).
vector(-3 = [P[1,1],P[2,1]],6 «[P[L,1],P[2,1]]).
label(["x™,3.5 «P[1,1],3.5  *P[2,1]]),
label(["y™,3.5 *P[1,2],3.5  *P[2,2]),

vector([X0[1,1],X0[2,1]],[P[1,2],P[2,2]]),
vector([X0[1,1],X0[2,1]],[P[1,1],P[2,1]]),
vector(-3  *[P[1,2],P[2,2]]+[X0[1,1],X0[2,1]],
6+ [P[1,2],P[2,2]]),
vector(-3  *[P[1,1],P[2,1]]+[X0[1,1],X0[2,1]],
6+ [P[1,1],P[2,1])),
label(["x™",3.5 * P[1,1]+X0[1,1],3.5 * P[2,1]+X0[2,1]]),
label(["y"™,3.5 * P[1,2]+X0[1,1],3.5 * P[2,2]+X0[2,1])),
color = blue,
implicit(f, x, -5,5, y, -5,5)
)$
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Y
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X
4 |
R
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(%t29)
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Sistemas de Equages Diferenciais o Homogneos

Vamos encontrar a solugao geral do sistema de equaiféssndiais lineares

zi(t) = x(t) + x(t) + 2
oh(t) = x(t) + xo(t) + 2t

(%i65) kill(all)$
load("C:/Maxima/gaal.mac");

(%01) C:/Maxima/gaal.mac

(%i2)  A:matrix([1,1],[1,1]); F:matrix([2],[2

(%02)

11
(%03)

21

Decompde a matriZ na formad = PDP~!

(%i4)  ljordand(A); P:[1]$ D:I[2]$

1 1 0 0
s (1 .09)
-1 1 0 2

(%i7)  G:(P"-1).F;

(1 ! t)
(%07)
t+1

]);

Encontra uma solugao particular da equacao difereptia di1y; + g11

(%i8)  kill(y1)$

y1l:rhs(ratsimp(ode2('diff(yl,t)=D[1,1]

yl:subst(%c=0,y1);

2 —2t—2%c

%09) —
(%09) :

AnaisdaXXV Semanalo IME/UFG 2011

*y1+G[1,1],y1,1));

- 40 -



Reginaldo de Jesus Santos ] ) )
Uso do Maxima como Ferramenta no Ciclo Basico

2 —2t

(%010) —

Encontra uma solugao particular da equacao diferepgia daoys + go1

(%i11) kill(y2)$
y2:rhs(ratsimp(ode2('diff(y2,t)=DJ[2,2] *y2+G[2,1],y2,1)));
y2:subst(%c=0,y2);

4%ce*t — 2t —3

%012
(%012) -

-2t —
(%013) &

Uma solucao particular do sistema & dada por

(%i14) Xp:ratsimp(P.matrix([y1],[y2]));

212243

(%014) 4
2t2—6t—3
4

A solucao geral é entdo a soma da solucao geral darast®mogéneo com uma solugcao

particular do sistema nao homogéneo

(%i15) doallmxops:false$
X:c[l] *%e"(D[1,1] =*t) xcol(P,1) +
c[2] *%e"(D[2,2] =*t) *col(P,2)+Xp;

doallmxops:true$

_ 2t2-2t+3
4 1 2t 1
(%016) + ¢ et 4+
212 —6t—3 1 1

4
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MC16 - Introducao a Anélise Bayesiana

Marta Cristina Bianchi & David HenriquefUFG)

Resumo

A informacao sobre um parametro de interegsem um modelo probabilistico, & crucial no
estudo da Estatistica. O objetivo em uma analise infeakédentar reduzir o desconheci-
mento sobre o verdadeiro valor leCom o intuito de propor uma solugcao para esta questao,
a Inferéncia Bayesiana traz uma metodologia que trataeatexa sobre o verdadeiro valor
ded através de utmodelo probabikticopara esse parametro.

Neste mini-curso sera apresentada uma introducao aéhdia Bayesiana
confrontando-a a Inferéncia Classica. Serdao apradestos fundamentos da teoria Bayesi-

ana, bem como alguns métodos inferenciais e computasior@entes a esta teoria.

Fundamentos da Teoria Bayesiana

Em inferéncia classica, as inferéncias sobre o paranust interessé, quantidade fixa e
desconhecida, provéem exclusivamente de informacastatppor meio da realizagao de
experimentos e respectivo modelo de verossimilhanca.o&wo lado, a Inferéncia Baye-
siana une a informacao amostral ao conhecimento do [sestpripara realizar inferéncias
sobre o parametro de interesse.

A filosofia bayesiana incorpora a informagariori sobre o parametre, for-
mada por juizos ou experiéncias individuais do pesqoisanteriores a realizacao do expe-
rimento, a informagao amostral advinda dos dados edfunerossimilhanca. A informacao
a priori, anterior a informagao amostral, & modelada por umiilliscdo denominada
priori. Esta informagao, quando atualizada pela informagaas#ral, & modelada por uma
distribuicao denominada posteriori

O principal fundamento da Inferéncia Bayesiana provériamrema de Bayes,
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resultado da Teoria de Probabilidade que atualiza pratdabdiés apbs o acontecimento de

um dado fendmeno.

Teorema 1: SejamA;, A,, ..., A,, eventos que formam uma particao do espacgo
amostrak? e B um evento qualquer d& Entao, temos

P(B|A:) P(4;)

P(A|B) = S P(B|A)P(A)

Uma interpretacao para este teorema consiste em coasmed;,i = 1,...,n
como "causas”, "hipbteses” ou "estados” a que 0 pesquisatibui graus de credibilidade
ou probabilidadea priori P(A;) de natureza subjetiva. Apos a informagao adicionalli-rea
zacao do acontecimento B - o investigador revé suas piladedes a priori por meio do
Teorema de Bayes e passa a atribuir Approbabilidades posterioriP(A;|B).

Considereh(0) a distribuicaoa priori de ¢ dada pelo pesquisador, f&.|0) a
verossi milhanca do modelo amostral indexadofyar Teorema de Bayes para densidades
conduz a relagao,

f(x[0)n(0)
I, f(x[0)n(6)d6

sendoh(f|z) a distribuicdoa posterioride ¢, apos realizado o experimento e observada a

h(0]x) = , 0eo, (1.1)

amostraX = x. Caso 0 espago paramétrico seja discreto, temos:

n(ox) = LIDRO) g (1.2)

- e fxI0)R(0)’

Como os denominadores nas equac@ed) € (1.2) nao dependem dg pode-se

reescrever a distribuicao a posteriori da maneira a segui

h(0]x) = k(x) f(x|0)1(0)  f(x|0)h(0), 0 € ©.

Verifica-se entdo que a informacaposterioriprovém de uma combinacao entre
a informacao amostral, representada pela verossingi#h&na informacao inicial do pesqui-

sador, representada pela distribuiggoriori.
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Assim como na inferéncia classica, em inferéncia bayesb modelo normal
também possui importantes resultados. A seguir, doisdessultados serao apresentados.

Teorema 2: Suponhd@ ~ N(a,b?) e X |0 ~ N(0,0?) coma? conhecido, entao
a distribuicdo a posteriori deé (0| X = x) ~ N(A, B%) onde,

1
) + _2:1: 1
A=2 2~ e B*=——
b2 o2 b2 o2

Corolério 1: Considere uma amostra aleatofis,, Xs, ..., X,,) da distribuicao
N(6,0?), o* conhecido, e como priofi ~ N(a,b?), entdo como posteriori temd$x ~
N(C, D?) onde

b2%a + no %z

2 _ -2 -2
C= T pe— e D"=b""+no "

Os exemplos 1 e 2 ilustram casos em que a informagao am@strais signifi-
cante que a informacaa priori. O terceiro exemplo ilustra o contrario, a significancéa d
priori frente os dados.

Exemplo 1:

Situacdo A: Um pesquisador deseja estudar propor¢ao de fuméantgsponha
que ele nao disponha de qualquer informacao inicial aepermita fazer distingao entre

os valores do interval®), 1] parafd. Neste caso, poderia-se tomar uma distribuggwiori
uniforme,

1, se 6¢€]0,1]
0, se 6¢]10,1].

h(g) =

Considerando o nUmero de fumantes, entre um grupoe iddividuos, como a
variavel aleatoria’ a ser observada, temos entao para os dados o modelo biniaadpor:

Fo)=Ccror(1—0)" 7, 0<0<1, 2€{0,1,2,....n}.
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Observado o valok = z, atualiza-se a informacauopriori por meio da distribuigao
a posteriori

h(0]z) o f(2]|0)h(0) o 67(1 — )", 0 <0 < 1,

sendo entdo, a menos de uma constante, a distribiieadx + 1,7 — z + 1).

Situacao B: Considere agora que o pesquisador possui algumas infoesao-
bre a verdadeira propor¢cao de fumartteSuponha que esta informacao possa ser traduzida
através de uma distribui¢@opriori assumindo o formato de unigeta, com valor médio
da ordem de 0.4 e variancia da ordem de 0.04. Desta formastemaBeta(2, 3). Logo, a
respectiva distribuicao a posteriori, apos observdds =, & calculada por,

h(0]x) o< f(x|0)h(0) o< 0°(1 — 0)""0(1 — §)* = 6" (1 — g)"**2,

sendo entdo, a menos de uma constante, a distribiieadx + 2, n — = + 3).

As Figuras 1(a) e 1(b) apresentam respectivamente osagafas densidades
priori e a posterioride ¢ nas situagdes A e B, quando observado 20% de fumantes em um
grupo de 10 pessoas. Observa-se que neste caso as difearrescdes priori sobred,
apos atualizacao pelos dados, conduzem a mesma irfaoagosteriorj indicando que a
informagao amostral &€ mais significante que a inforacpriori.

Exemplo 2:

Situagao A: Dois fisicos,F} e F,, desejam estudar uma constante figiatravés
de um método experimental que consiste em observar ungvgbaleatoriak’ ~ N (6, 40%).

O fisico F; domina melhor a area em estudo e determina a grieriV (900, 20?).
O fisico F;, menos experiente indica a prigri~ N (800, 80?).

Realizado o experimeto obtém-3& = 850. De acordo como Teorema 2, as
distribuicOes a posteriori sao:
fisico Fy : 0] X = 850 ~ N (890, 17.9%);

fisico I, : 0| X = 850 ~ N (840, 35.7%).
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Note que neste caso a diferenga entre os conhecimentosra apresentados
pelos fisicos, implicou em uma diferenca a posterioringicaobservado apenas um valor

amostral. Veja Figura 2(a).

Situagao B: Suponha que do método experimental obtém-se uma amtesitaréa
de tamanha = 50 sendo observado = 870. De acordo com o Coroléario 1 as distribui¢cdes

a posterioripassam a ser:

fisico Fy : 6] = 870 ~ N(872.2,5.44%);
fisico F : 6]z = 870 ~ N(869.7, 5.642).

Nesta situacao, observando a Figura 2 (b), nota-se qu®m@niacdo dos dois
fisicos apbs o experimento pouco diferem, mesmo sendomscoes iniciais muito dife-
rentes. Este fato reflete a forca dos dados frarggori.

F» com respectivas distribuicdes a posteriori; (b)Posteridos fisicogd e F,

ao observar a mesma amostra, tamamnho 50.

Exemplo 3: Sejam duas amostras aleatorias de tamanko5 da distribuicao
normal N(6, 6%), observadog = 30 e # = 70 na primeira e segunda amostra respectiva-
mente. Admitindo comeriori  ~ N(20, 5%), conforme Corolario 1 temos como respecti-

vas posteriores:

0|z = 30 ~ N(27.8,2.4%);

0|z = 70 ~ N(58.8,2.4%).

Para este caso, observando a Figura 3(a) nota-se uma caftantiolade entre
distribuicao a posteriori e verossimilhanca, fato egte implica em inferéncias "similares”
tanto do ponto de vista classico quanto bayesiano. No entanlistancia entre informacao
amostral £ = 70) e informacao a priorif(0) = 20) destaca a possibilidade de um con-
flito entre a distribuicao a posteriori e verossimilh@angu seja, um conflito entre filosofias

bayesiana e classica (Figura 3(b)).

A distribuicdo a posteriori &€ o elemento fundamental geve de base ao de-
senvolvimento de toda a inferéncia bayesiana: & a déscdo conhecimento corrente so-
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bre ¢ obtido da quantificacao da informacagriori e informagcao amostral. A partir desta
distribuicao definem-se as inferéncias sobre o par@mEbmo introdugao, a proxima se¢cao
apresenta como serao definidos estimacao e teste des$epio ponto de vista bayesiano.

Estimacao e Testes de Hiptese Bayesianos

No cenario bayesiano a idéia de estimacao pontual artecomo estimativas pontos tipicos
da distribuicaa posteriori As estimativas mais usadas sao a magesteriorj a médiaa
posteriorie a mediana posterioridefinidas a seguir. Considefe= (6, ..., 6,):

e Modaa posteriori 6 tal que

h(0]w) = max h(6]z) = max{h(0) L(6]z)};

e Médiaa posteriori § = E[f|x] sendo,
Ef;|x] = / 0;h(0|x)do, i=1,...,p;
©

e Medianaa posteriori 6 = (61, ..., d,) tal que

P(0; > 0;]z) > 05 e PO; <Oj|z)>05, i=1,..,p

A escolha de uma destas estimativas pode basear-se nan@iede cada uma
dessas quantidades para o problema ou na facilidade deseloc’A relevancia de cada
uma destas estimativas pode ser traduzida pela escolhaaléungéo perda adequada ao
problema. No contexto da teoria da decisao, analoganzemferéncia classica, um esti-
mador bayesiano também & uma regra de decisao que ménomialor esperado de uma
determinada funcao perda, porém, em relacao allistdoa posteriori

Definicdo 1: Uma regra de decisabé uma funcao definida no espago amostral
2 que assume valores em um espaco de adpeés: 2 — A. A cada decisao e possivel
valor def associa-se uma perddd, /), desta forma definindo unfan¢do perdal.

Definicao 2: O risco, associado a uma funcao pefdae uma regra de decisao,
denotado porz(9) & a perda esperadgposterioridada poR(d) = E[L(6, d)|x].
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Definicdo 3: O estimador de bayes € a regra de deciapie minimiza o risco,
ou seja,R(5*) < R(J),Vd. Orisco ded* & denominadoisco de bayes.

Exemplo 4: Sejad; = Elf|x] e ) estimadores dé. Calculemos o risco dé
associado a funcao perda quadrafica 0) = (6 — 6)?

R(3) = B[(6—0)*x] = E{[(0 — &1) + (61 — 0)*|a}

= E[(6 — 6)%x] + E[(6, — 0)*x] +2E[(§ — 6,) (6, — 0)|x]
(6 —61)* + E[(01 — 0)?|z] +2(5 — 61) E[(6, — 0)|]
(6 —6)*+ E[(6, — 0)|z] = (6 — 61)* + VAR[f)|x]

Desta forma o risco & minimo quando= 4;, sendo o risco de bayd¥,) = VAR[0|x].

Logo a média a posteriori minimiza o risco associado gadorerda quadratica.

Também pode-se mostrar que a mediamsteriorie modaa posteriorimini-
mizam, respectivamente, o risco associado as funcaes peodular,L(0,0) = |6 — J]|, e

perda "zero-um”L(6,6) = lim._,o Ijg_s([¢, 00)) parad continuo, e

1, se 0+#96
L(6,6) =
0, se =9

paraf discreto.

A principal restricao na estimacao pontual bayesaoagsumo de toda informacao
presente na distribuicoposterioriem um Gnico valor numérico. Embora também se possa
especificar a precisao, incerteza de um estimador bayeg@riual. Por exemplo, pode-se
quantificar a precisao da média a posteriori por suaneidéou coeficiente de variacao, da
medianaa posterioripela distancia entre quartis e da m@dposterioripela informagao de
Fisher observada. Um resumo bl@|z) mais informativo do que qualquer estimativa pon-
tual pode ser obtido ao extrair uma reg@ac (2 com grande probabilidadeposteriorj o

paralelo bayesiano da regiao de confianca.

Definicao 4: C' @ umaregiao dél — «), 0 < o < 1 de credibilidade parése

PleClx) >1—a«
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sendo o chamado de nivel de credibilidade ou confianca. No casoust g
escalar(' € dado por um interval@: (z), co(z)).

Qualquer regiao de credibilidade & definida numericaeéméio € aleatoria) e
admite interpretacao probabilistica direta em cosgtraom a interpretacdo da regiao de
confianca classica.

Exemplo 5: Considere amostra aleatofa, X, ..., X,, da distribuicaaV (6, 0?), o>
conhecido. Assumindo como prigti~ N (0, o3), entdo, pelo Teorema 2,
0|x ~ N(u1,0?). Usando o fato que

0 —
01

x ~ N(0, 1)

Pode-se obter um intervalo de credibilidade gapar

Py — zajeo1 <0 < iy + 2ap201|x) = 1 —

LOgO (11 — 2a/201, t1 + 2a/201) € um intervalo de credibilidade-dx parad.

Fazer a variancia da priori tender a infinito & uma formaodear a distribuicao
a priori nao informativa, ou seja reduzir ao maximo a infagao inicial sobré, valorizando
somente a informacao amostral na distribuicao a posteDesta forma, note que ao fazer
02 — oo, pelo Corolario 1, temos; 2 — no~2 e u; — 7, ouU seja, a distribuicaa posteri-
ori coincide com a distribuicao amostral, implicando querdsréncias sobré classicas e

bayesianas coincidem, inclusive o intervalo de confiangca

(T = 2020 /N, T + 2o 20 /\/10)
porém, do ponto de vista bayesiano a interpretacao dovelb € uma afirmacao
probabilistica sobré.

Dada ainfinidade de regioes de credibilidade com o mesnudgraredibilidade
1—« hé o interesse em selecionar aquela que englobe todosomes/dl) mais crediveis
posteriori de modo que
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h(¢91|$) Z h(eg‘]?),vel € C, 092 ¢ C

Deste interesse, pretende-se entao obter a regiao RiBbegt probability den-
sity).

Definicao 5: Um intervalo de credibilidadé' de (1 — «), 0 < a < 1 parad é
de méaxima densidade a posteriori, ou HPDCse {0 € © : h(0|z) > k(«)} ondek(a) é a
maior constante tal que(¢ € C|z) > 1 — a.

Note que pela definicao, no caso de distribuicdes a posteom duas caudas,
por exemplo a distribuicao normal, o intervalo HPD énitiié ao intervalo de credibilidade
central.

O problema de testdt, : § € ©, contraH; : § € ©; no contexto bayesiano &
também conceitualmente mais simples que no contextsictasconsiste em calcular pro-
babilidades a posteriof?( Hy|z) e P(Hy|z) e optar por uma das hipoteses segundo algum

critério que traduza uma grandeza relativa entre elas.

Com o objetivo de medir a influéncia da amostnaa alteragao da credibilidade
relativa deH, e H; contrapde-se a razaoposterioria respeciva razao de probabilidades
priori das hipoteses. A razao destas razdes dada por

B(x) =

€ denominadé#ator de BayesEm geral, um valor de fator de Bayes entre um e
dez, K B(z) < 10, fornece evidéncia a favor dé,; entre dez e cem, X0 B(z) < 100,
fornece forte evidéncia a favor dé,; e fator de bayes com valor maior que cem,
B(z) > 100, fornece evidéncia decisiva a favor #g. A utilizagao do fator de Bayes torna-
se problematica e inviavel quando trabalha-se com grionproprias ou desconhe-se, sendo
de dificil obtengao, a constante de normalizagao caepiori.

Em um teste de hipbtese simplHg : 6§ = 6, contral; : 6 # 61, no caso em
qued é continuo o procedimento de teste de hipbtese utilzanthtor de Bayes torna-se
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inadequado uma vez que(d = 6,) = P(0 = 6y|z) = 0. Mas ainda pode-se calcular o
fator de Bayes, representando o valgcomo uma bola centrada ey, V.(6,), com raioe
escolhido de modo que os pontos interiores a bola sejant@matinte indistinguiveis dg

a posteriori. Transformando ent&o o teste géga 0 € V.(6,) contraH, : 0 ¢ V.(0,).

Existe outro método menos complexo para lidar com testapifgese simples
que € analogo a construcao de teste de hipotese erBnfarclassica a partir da inversao
de intervalos de confianga. Este método consiste em canstna regiao de credibilidade
(1 — «) parad, de preferéncia HPD, e tomar a decisao de rejéfiaao nivela se ela ndo

incluir 6.

Continuacao Exemplo 5: A hipbteseH, : § = 6, nao € rejeitada s&, per-
tence ao intervalo(i; — z,/2071, jt1 + 24/201). NO caso de nao informagao na priori, te-
moso; — o/v/n e — Z, e a hipbtesdd, nao é rejeitada sé&, pertence ao intervalo
(T — 24/20/+/1, T + 2420 /+/n) coincidindo com o teste classico.

Computacao Bayesiana

Como visto nas secdes anteriores, as inferéncias 8sietodas baseadas em sua distribuicao
a posteriori, porém, encontrar a forma analitica daifisigao a posteriori torna-se tarefa
dificil ou impossivel em alguns casos. Ha entao a nétads de simular a distribuicao a
posteriori para se obter aproximacoes para as infagérscbré, por exemplo, baseadas em
calculo de esperancas e probabilidades a posteriori:

e Média a posterioriy = E[f|z] = [ 0h(6|x)db
e Variancia a posteriorio? = VAR(0|xr) = E[(0 — E(0))?|x];
e Probabilidades a posterio?(0 € A|z) = [, h(f|z)dd
Costuma-se utilizar métodos baseados em simulacaosterfmoi, como Monte
Carlo, para aproximacao destas integrais.

As vezes, na pratica, & muito dificil ou mesmo impodssimular valores da
distribuicao a posteriori, tornando-se necessario mgaodos de reamostragemomo por
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exemplo ométodo de rejeigo, gerando valores em duas etapas. Na primeira etapa gera-se
valores de uma distribui¢cao auxiliar conhecida, em giaalistribuicaa priori. Na segunda
etapa utiliza-se um mecanismo de correcao para que agsaerados da distribuicao auxi-

liar sejam representativos da distribui¢cao a posteriori

Nos métodos de monte carlo e reamostragem nao ha umaupeg@o com a
convergéncia do algoritmo, bastando que o tamanho da emse$a suficientemente grande.
E ainda, uma limitacao dos métodos de reamostragem emosneasos, € a dificil tarefa
de utilizar uma densidade auxiliar que seja simultaneagnemi boa aproximacao da pos-
teriori e facil de ser simulada. Uma alternativa ao usoegestétodos € a utilizacao dos
métodos de Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC). O olgedinda & obter uma
amostra da distribuicdo a posteriori e calcular estvaatamostrais de caracteristicas desta
distribuicao (esperancas, probabilidades a postgrioas por base em uma simulacao de
um passeio aleatorio no espacaidgue converge para uma distribuicao estaticionariagque
a distribuicdo a posteriori de interesse. Os métodos MCMais utilizados sao amostrador
de Gibbs e Metropolis-Hasting.

Referéncias
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MC1 - Aulas de matematica para além do livro didatico: Avesitse vocé também!
Anne Michelle Dysman - Universidade Federal Fluminense

Enquanto as deficiéncias no processo de ensino e apreedizrg matematica
nas escolas da rede plblica de educacgao basica s&ae@mM NOsso pais, observamos nas
universidades publicas a existéncia de um ambiente d@adtlidade em ensino e pesquisa
nas mais diversas areas, dentre elas o campo da Educag@m8dica. Contudo, nao raro 0s
frutos da pesquisa nesta area acabam por permanecerematEnmuros das universidades,
ou, mais precisamente, dos muros virtuais que delimitanpagesda comunidade cientifica
dedicada a Educacao Matematica. Mesmo quando chegaailaws das Licenciaturas em
Matematica, muitos deles futuros professores da redkcpide educacao basica, frequen-
temente isto se da através da transmissao em disciplengseaduacao sem garantias de que
esta aprendizagem teodrica, muitas vezes realizada de fgpartada da realidade escolar, se
traduzira em acdes praticas no futuro em beneficioelaonia da qualidade do ensino basico
de Matematica. De fato, varios pesquisadores ja ideatdm a primariedade da experiéncia
na construcao da identidade profissional do professotreleles Tardif e Raymond:

Em resumo, como vemos, os saberes que servem de base panaod.ehs
nao correspondem, ou pelo menos muito pouco, aos conhetciseoricos
obtidos na universidade e produzidos pela pesquisa naaeducacao: para 0s
professores de profissao, a experiéncia de trabalhogseea fonte privilegiada
de seu saber-ensinar. [7]

Através do Projeto de Matematica da Universidade Feddumhinense (UFF)
para o Programa Institucional de Bolsas de Iniciagaoéébaoa (PIBID) da CAPES, desen-
volvemos Modulos Instrucionais com objetivo de colabgana a melhoria da qualidade de
ensino e aprendizagem em Matematica. O trabalho se redtenees de acdes cujos efeitos
e beneficios devem atingir sujeitos envolvidos de difes®fiormas no processo educativo,
fornecendo a estes condi¢Oes para que exercam seus fapao docentes, discentes, li-
cenciandos ou pesquisadores) de forma mais conscientgigari

A equipe da area de Matematica/Niter6i do PIBID/UFF enposta por vinte
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alunos do curso de Licenciatura em Matematica, trés gsofas supervisoras nas escolas
parceiras e uma coordenadora (professora pesquisadoravessidade). Além disso, par-
ticipam do projeto diversos outros pesquisadores atrd@&olaboracdes ou parcerias com
outros projetos como a estabelecida com o LEG (Laborat#i&nsino de Geometria) da
UFF.

Os modulos instrucionais desenvolvidos no projeto segugeprincipios educa-
cionais dos Parametros Curriculares Nacionais para o@dsi geometria para as séries do
Ensino Fundamental e do Médio ([1], [2] e [3]). Consistemptinos de aulas, listas de
exercicios e materiais didaticos alternativos. As déidies propostas buscam explorar recur-
S0S como materiais concretos, contetdos digitais paraedse matematica, problemas do
cotidiano e jogos. A seguir descrevemos um pouco a forma oaah@® um destes recursos é
geralmente explorada em nosso trabalho.

e Materiais Concretos: Em nossos modulos instrucionaisaismiais concretos sao ex-
plorados seguindo o referencial construtivista ([6]) e reE@itos da teoria de registros
de representacao semibtica ([5] e [4]). Desta formajlpgiamos o uso de materiais
cuja manipulagcao permite ao aluno experimentar e obspreariedades e conceitos
matematicos de forma concreta e adotamos como diretriadoklgica a articulacao
das representacOes fornecidas pelos materiais coaaeto aquelas que se consti-
tuem através dos registros matematicos usuais. Nestalaggo enfocamos os al-
goritmos matematicos que devem ser ensinados e os degamad simultaneamente
utilizando os dois registros de representacao (coneret@tematico abastrato), bus-
cando fazer com que o aluno vincule a observacao conaredlgaritmo matematico
e, desta forma, atribua significado a este Gltimo. Alguresrgdos de modulos de-
senvolvidos com estes recursos sao: Adicao e sulotiaga abacos; Multiplicacao e
Divisao com Material Dourado; Exponenciais e Logaritrmmd)obradurasé\rvores
e Fractais; Trigonometria com Rampas e Teodolitos; E®a¢cOm Réguas etc.

e Conteldos Digitais: Ao explorar contetdos digitais desk/idos para ensino de ma-
tematica também seguimos o referencial construtivist@dggiando recursos que per-
mitam ao aluno observar propriedades e conceitos maisatiAqui temos como
diferencial a possibilidade de explorar a dualidade iest@tinamico que, entre outras
vantagens, nos fornecem representagoes que articuléomae peculiar a bidimensi-
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onalidade com a tridimensionalidade. Dentre as ferrarsafitptais que mais utiliza-
mos estao os aplicativos desenvolvidos no projeto CoeeDigitais para Ensino de
Matematica e Estatistica (CDME) da UFF (coordenado panbfrto Bortolossi).

e Problemas do Cotidiano: Quando utilizamos problemas ddiaob em nossos moédulos
instrucionais objetivamos relacionar o contetdo ensirtaan os problemas reais que
0 aluno encontra em seu meio. Esta ferramenta reforca pafano a utilidade
dos contetdos ensinados. Um dos temas que mais exploramosste recurso Sao
guestdes que envolvem decisdes financeiras.

e Jogos: Em nossos modulos os jogos sao utilizados majartante para fixacao de
contetidosE de conhecimento comum o fato de que a aprendizagem matamao
se encerra com a compreensao de contetdos. Especiakeneméenas mais basicos,
como operacdes aritméticas, &€ necessario que o akaroite os conhecimentos ad-
quiridos para obter agilidade no uso dos mesmos. Contuderszs também que esta
parte & geralmente considerada como enfadonha pelossaltravés de jogos intro-
duzimos componentes ludicos nesta pratica, o que faz cam @luno exercite seus

conhecimentos com mais motivagao e interesse.
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ensao em Matematicaln: Aprendizagenem Matematica.Machado,S. D. A. (org.). pp.
11-33. Campinas, SP: Papirus, 2003.

[6] Piaget, J. Abstracdo Reflexionante: Rela¢Besctbgiritméticas e ordem das relacdes
espaciais. Trad. Fernando Becker e Petronilha G. da Sibrg Rlegre: Artes Médicas,
1995.

[7] Tardif, M. e Raymond, D. Saberes, tempo e aprendizagetnati@ho no magistério.
Educaca& Sociedadeano XXI, vol. 73, 209-244.

Abstra@o ReflexionanteRela¢cOes logico-aritméticas e ordem das relac8es e
paciais. Trad. Fernando Becker e Petronilha G. da SilvapPdegre: Artes Médicas,
1995.

Materiais concretos, jogos e novas tecnologias. Se vdué taclo isso muito
legal, mas nao sabe como usar na aula de matematica outserssgguro para fazé-lo,
podemos ajuda-lo! O projeto PIBID/UFF Matematica temetheslvido e testado planos de
aulas com uso de recursos pedagogicos tais como matenmisetos, jogos e novas tecnolo-
gias para ensino de matematica e tem obtido como resultadas mais dinamicas, alunos
mais interessados e um processo de ensino e aprendizagsnefio@nte. Nesta oficina
apresentaremos alguns planos de aulas desenvolvidosjatbpmostraremos como utiliza-
los e comentaremos sobre suas aplicacdes e seus resuldidmcaremos diversos temas de
ensino fundamental e médio, sempre buscando uma abordagenprazerosa e eficiente
dos contetidos. Tanto os planos de aulas apresentados @sdithas de acompanhamento
(exercicios) a para as atividades propostas serao dislmadas aos participantes por meio
eletronico.
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MC4 - Desvendando o Cubo Magico

Eder Silva, Juliana Oliveira, Eduardo Divino Pereira & Yu 3bhen(UFG)

Resumo

Trata-se de um mini-curso que explora as possibilidadesrdquebra-cabeca
na matematica, geometria e evolugcao do raciocini@tgConsiste no ensino dos algorit-
mos basicos de resolu¢ao do cubo méagico dando a padadsl dos participantes de des-
vendarem o cubo e usufruirem de seus beneficios.Ingegisslm 0 uso de quebra-cabecas
tridimensionais mais elaborados no ensino superior e nEandox

Desvendando o cubo ragico

Historia

Cubo Magico e Cubo-Velocidade

O cubo magico foi inventado pelo hingaro Erno Rubik naadéae 70 para fins didaticos.
Seu criador queria provar a possibilidade de se fazer um apb@ado em 3 eixos que per-
mitisse a rotagao de todas as 6 faces. Anos mais tardeutseo brinquedo mais vendido
de todos 0s tempos e passou a ser comercializado nao maiscedim magico e sim com
Cubo de Rubik. Houve uma verdadeira febre nos anos oitecitando a realizacao de um
campeonato mundial em Budapeste no ano de 82. Passou poriaaiopge esquecimento
e ressurgiu nos anos 2000 como mais que um passatempo e quasparte. Surgiram
campeonatos em todo o mundo incluindo o Brasil. Foi fundadéCaA (World Cube As-
sociation - http://www.worldcubeassociation.org/) qagulamenta e oficializa os campeo-
natos em todo o globo. Goiania tera o seu primeiro campeafecial em outubro deste
ano e passara a existir na “rota do cubo” brasileira entranadseleto hall de cidades com
campeonatos oficiais (www.cubomagicogoias.com.br/gacen2011/index.goll).
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Cubo-velocidade: denominacao dada a pratica de r@ssdudo cubo magico e
outros quebra-cabecas tridimensionais em que se obgetivanor tempo de resolucao. Os
campeonatos de cubo magico sao na verdade torneios develdomidade. O nome mais
popular utilizado & o termo inglés speedcubing.

Motivacao

Com o tempo de pratica comecamos a perceber os ganhos geeseler a manusear o
cubo e também da pratica do cubo-velocidade. Percebem@narme ganho no poder de
concentracao, trata-se de uma atividade em que o indiddloca toda sua aten¢ao nos pas-
sos daresolucao. Percebemos que por mais agitadas goe esjpraticantes acabam desen-
volvendo essa capacidade de se manterem focados em undadgiviPercebemos também
a agilidade que os praticantes desenvolvem na intergi@tspacial dos objetos. Ao serem
apresentados a novos quebra-cabecas existe uma imeitisadacem vencer esses novos
desafios tridimensionais. Outra motivacao é o fato deagartde um hobbie barato e extre-
mamente democratico. Os interessados necessitam de ucubore disposicao, nada mais.
Nao & necessario pagar uma mensalidade ou encontrararme&espaco, Como um campo
de futebol, para brincar. Nao se limita por idade, sexo om&gao escolar/académica, mais

uma vez & necessario somente um cubo e disposicao.

Justificativa

O cubo possui um incalculavel potencial pedagbgico emotdie sua estrutura. Pouco ex-
plorado em técnicas de aprendizado, observamos as naslyué acontecem na percepcao
daqueles que passam a praticar a modalidade, que passaraa bam o quebra-cabeca.

Existe um grande desenvolvimento da acuidade visual l@evandconsideragao
as novas nocoes de geometria espacial que se adquire a@tica.p

Lembramos também do poder de concentracao que aumgnificsitivamente.
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Observa-se a mudanca de postura e um novo interesse pefaeado.

O mini-curso & uma forma de levar o conhecimento de mais emarfienta aos
participantes da XXV Semana do IME sabendo que nesse plgstardo docentes e discen-
tes que poderao futuramente explorar essas técnicasimmen

O evento & uma forma de proliferar mais uma ferramenta dengel/imento
intelectual e das habilidades. Sendo esta ferramentaaisientliscriminagao, por ser am-
plamente acessivel. Democratico, o cubo pode encugamels diferencas encontradas nas
oportunidades de formacao escolar de criancas, jovadsleos.

PUblico-Alvo

Plblico académico em geral com foco nas ciéncias exdiesneiaturas. Pessoas de todas
as idades, que se interessem por formas ludicas de apgdndizjue valorizem a utilizacao
da l6gica, seja por diversao, seja pelo desafio ou mesmalpsknvolvimento e preservacao
da satde mental.

Estrutura para o minicurso

2.5.1Existe uma teoria que deve ser ensinada e assim como quéjmude conhecimento
deve existir uma sequéncia logica no aprendizado. Pomissessita-se do controle de par-
ticipantes e de um local fechado. Se possivel que sejaas fescricdes para a participacao.
A inscri¢ao filtra os que estao realmente dispostos pararso e isso tem sido bastante
benéfico para esse tipo de evento.

2.5.2Sala de aula com carteiras para 0s alunos possam apoiao utio quanto
a folha com os algoritmos de resolucao.
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2.5.30 curso & ministrado com o auxilio de projecao e de demaciés ao
vivo. Por se tratar de uma habilidade bastante especifitcaite limite de 40 participantes
para assegurar o bom andamento e resultados satisfatorios

2.5.4Cada participante porta seu proprio cubo. O ensino &préendo impres-
cindivel o uso do cubo magico por cada um dos inscritos.

2.5.50 curso & ministrado por um palestrante e acompanhado psi5maoni-
tores que ajudam em duvidas especificas e revisam asd8@om 0s participantes sempre

gue necessario.

M étodo utilizado

Existem varias formas e técnicas utilizadas para sewessam cubo magico. O curso uti-
lizara o Método das Camadas com adaptacdes propiias &®m base na experiéncia e no
aproveitamento das pessoas que ja passaram pelo mesmo.

O Método das Camadas consiste na separac¢ao do cubo era@asaea resolucao
de cada uma em momentos distintos. Essa & a forma maigdidatontrada, ao contrario
do que o publico leigo acredita, nao se resolve um cubogumasfe sim por camadas.

Existira uma introducao sobre os fundamentos do cubormaeenclaturas en-

volvidas, posteriormente entra-se efetivamente nosansto

Etapas do Método das Camadas

1. Primeira Camada
(a) Realizacao intuitiva da cruz da primeira face. Algao | para casos especificos.
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(b) Encaixe dos cantos e finalizacao da primeira camadporivno Il e as repeticoes

necessarias.

2. Segunda Camada
(a) Uso do algoritmo Il (A e B) para finalizacao da segunaiaada.

3. Terceira Camada

(a) Realizacao da cruz da face oposta com uso do algorifnecslas repeticoes.
(b) Orientacao de toda a Ultima face com o algoritmo V essapeticoes.
(c) Permutacao dos cantos da Ultima camada com o algo¥itre suas repeti¢oes.

(d) Permutacao das pecas da cruz com o algoritmo VII (A e Bs repeticdes

necessarias.
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MC6 - RepresentacgOes Lineares para Grupos Finitos

Ivonildes MartindUFG) & Eunice Gindida Rodrigue$UFMT)

Resumo

As representacdes de grupos descrevem grupos abstratesnaos de tranformacoes linea-
res de espacos vetoriais. Em particular, uma represemties um grup@- nos da um modo

de visualizarmos o grupG como um grupo de matrizes.

A teoria das representacOes nada mais € do que o estudesergéo das possi-
bilidades para concretizar grupos abstratos atravesug@gmatriciais. Assim, & importante
porque ela permite que muitos problemas teoéricos de grsgjasn reduzidos a problemas

em algebra linear, a qual € bem compreendida.
Representa@es Lineares para Grupos Finitos

A teoria das representacdes € o estudo e a descricipossibilidades para con-

cretizar grupos abstratos através de grupos matricibie mrpos.

Uma representacao do grupbsobre um corpd’ & um homomorfisme de G

paraGL(n, F), para algum inteira. Dizemos que é fiel seKerp = {1}.
Grupos finitos possuem representacoes fieis.

O estudo de um espaco vetoridlcomo F'G-moddulo nos permite compreen-
der o processo de se obter as citadas representacdes,ob@mna obtencao de outras

representacoes.

A conexao entre”’G-modulos e representacdes @esobre F’ & revelada por

meio do seguinte resultado:

Teorema 2.1.Sep : G — GL(nF) & uma represent@p deG sobre eV = [, en&ioV
torna-se umF'G-mbdulo se definirmos a multiplicag vg por

gp =v(gp), paratodov € V eg € G.
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Além disso, existe uma basealeV tal que
gp = lgl4, paratodog € G.

Assuma qué’ & um F'G-modulo e sej& uma base d&. Entdo a funcao

919059 €G;
€ uma representacao desobreF'.

A matriz [g], & invertivel com inversgy ] ;.

Mostraremos algumas maneiras de constiidi-modulos diretamente sem usar
representacao. Para isto, transformamos um espagaavéisobre um corpd’ em umF G-
modulo especificando a a¢ao dos elementos do gfupobre uma basg = {vy,...,v,} e
estendemos a acao por linearidade sobre todisto €, primeiro definimos; g, para todo
1 <i<n,etodog € GG e entao definimos

(A1 + oo+ Apvn)g, Ai € F

como sendo\; (v19) + ... + A\ (vn9).

Proposicdo 2.2. Sejam V' um espago vetorial sobre um corpéd com base
g = {vy,...,u,} € G um grupo. Suponha que esteja definida uma multipfioag;, para
todov € V,g,h € G,e\; € F,coml < i < n, satisfazendo as seguintes coriais:

1. vgeV,
2. vi(gh) = (vig)h,
3. v;1 = v,

4, (Mvp+ o+ M) g = A(v1g) + oo+ Ap(vn9).

EntaoV &€ umF G-mddulo.
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Definicdo 2.3. 1. O FFG-modulo trivial &€ o espago vetorial’ 1-dimensional sobreg”
comuvg = v, paratodov € Veg € G.

2. UmFG - moduloV é dito fiel se a identidade d& & oUnico elementg para o qual
vg = v, paratodov € V.

Um exemplo d&F’'G-modulos sao 0$'G-modulos permutacionais.

Considergs um grupo de permutacao de, ..., n}. Sejal/ um espaco vetorial
n-dimensional sobre um corp®, com based = {vy,...,v,}. Paracadd < i < n e cada
permutacag < G defina

Vig = Vig-

Entdov;g € V ewv;1 = v;. Também, parg, h € G, v;(gh) = (v;g)h.

Estendemos a a a¢ao de cgdmearmente para todg.

EntaoV & umFG-modulo, denominadé'GG-mbdulo permutaciongbaraG so-
bre F.

Sel = {vy,...,v,} &€ a base do modulo permutacional, entdo para godaG,
a matriz[g] ; possui precisamente uma entrada nao nula em cada linhaecuha e esta
entrada & 1. Uma tal matriz & chamamwatriz permutacional

Desde que o Unico elemento@ejue fixa todo elementq & a identidade, temos
que o modulo permutacional & uaG-mbdulo fiel

O Teorema de Maschke & um resultado importante na teoriepessentagoes.
Uma consequéncia deste teorema € que fademodulo € uma soma direta d&~-submodulos

irredutiveis.

Teorema 2.4.SejaGG um grupo finito, sejd@ = R ou F' = C e sejal/ um F'G-mobdulo. Se
U & umFG-subnddulo, endio existedl um F'G-subnddulo deV tal que

V=UoW.
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P7 - Sobre uma Construgao Relacionada ao Quadrado TenS@aaabeliano de um Grupo

Agenor Andrade & Ricardo Nunes de Olive{tdFG)

Introduc ao

Este trabalho destina-se ao estudo do artigo “On Constru&elated to the Non-abelian
Tensor Square of a Grotipde Rocco [1]. O objetivo entdo & analisar um operadua classe
dos grupos, que esta relacionado com o quadrado tensaaaheliano de um grupo, onde
apresentaremos algumas propriedades envolvidas cometadyp, relacionando a finitude,
solubilidade ou a nilpoténcia de um grupbcom a finitude, solubilidade ou nilpoténcia,
respectivamente, dg. Por fim, sdo estabelecidas algumas cotas para 0 quad restwis
G ® G, quanda € ump-grupo finito.

Definicao 2.5. SejamG e G¥ grupos isomorfos pap, g — ¢¥, paratodog € G. Definimos

0 seguinte grupo:

V= <G7 ch} [glag;)]g?) - [gi]?)? (933)90] - [glag;p]gf 7v91792793 S G> .

Nossa motivagdo para introdu2iré que ele possui um subgruf@, G*| iso-
morfo ao quadrado tensorial ndo-abeli@gh® G, como sera visto mais adiante.

Resultados e Discuss

Muito Gtil para o estudo desse artigo, foi o seguinte sybggwdo grupd/.

A =([g,9%]lg € G)

A importancia deste subgrupo, & destacada na demoastdagque’ herda as propriedades
de finitude, nilpoténcia e solubilidade do grugpusando o fato de que

vV x(G)

A~ R(GY
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Lema 2.6.
A<V NZYV),

onde)’ e Z(V) sdo respectivamente os subgrupos derivado e o centro do g#upo
Outro subgrupo muito importante &

T =[G G = (g, h*]lg;h € G) .

A importancia deste subgrupo deve-se ao fato dele ser i$omoquadrado ten-

sorial nao-abeliano do grupe.

Os principais resultados apresentados no artigo foram:

Lema 2.7. Sejany, g1, 92, g3, g4 €lementos quaisquer de um grufgo As seguintes relégs

sdo \alidas emV(G):

1. [g1, g5)19598) = [gu, g5)lo94] = [gy, g5 )los 91"

N

a1, 98, 93) = 91, 92, 95 = 91, 9%, 95 ;

w

. [gfvg27g3] = [gf7g27g;f] = [gf7g<2p7g3]7

4. [g, g¥] € central emV(G);

ol

- [91, 95 1[92, g7] € central emV(G);
6. [9,97] = 1, paratodog € G'.

Proposicgao 2.8. SejaG um w-grupo finito ou, um grupo nilpotente finito ou, um grupo
soluvel. En&oV é respectivamente umgrupo finito ou, um grupo nilpotente finito ou, um

grupo solvel.

A seguir apresentamos um dos resultados centrais obtidd¥quoo [1] em seu

artigo.

Considere a aplicagaoabaixo, definida sobre os geradoresde G
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7 GG — T

(91 ®g2) +— [g1,95]

Tal aplicacao pode ser estendida a um epimorfismé&' deG em Y, uma vez
que,T preserva as relacoes definidoras’tle G.

Proposi¢do 2.9.7: G ® G — Y, dada por(g; ® g2)" = [g1, g5] € um isomorfismo.
Proposicao 2.10.Sejam

G = GV GI=G)>.. >G> .,
1 = &(G)Q&(G) <. <&(G) D,

G = nG)ErG)E..yuG)E ..
respectivamente, &se derivada, a érie central superior e aé&ie central inferior deG.
Entao
1. [§(G), (GUHD)#] = 1, para todgj > 0;
2. [£11(G),v;(G#)] - [v(G), &41(G#)] € central enfr, para todgj > 1;

3. [£;(G),~,;(G¥)] & central enV, para todgj > 1.

Os Resultados Principais

Lema 2.11.
V=(TxG)xG*.

Teorema 2.12.Para: > 2 0i-&simo termo daé&vie central inferior de) é dado por
Y(V) = 7(G)i(G?)[i-1(G), GPG,7i-1(G¥))],
ondey;(G) denota ci-ésimo termo daégie central inferior do grupd-.
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Em particular, se& & nilpotente de classe entao) é nilpotente de classe no

maximoc + 1.
Teorema 2.13.Parai > 2, 0i-ésimo termo daé&ie derivada dé’ & dado por
Yo — G(i)(Ggo>(i) [G(Fl), (Crwp)(z'fl)]7

ondeG® denota ci-eésimo termo daévie derivada de?.

Em particular, s€7 & um grupo soltvel de comprimento derivad@ntao) é

soltvel de comprimento derivado no maxime 1.

Mudando agora o foco panagrupos finitos, Rocco [1], obteve os seguintes
resultados, referentes a um limitante para a ordem dos gitpa’ e, conseéientemente,
também pard: ® G.

Lema 2.14.SejaGG ump-grupo finito ec € Z(G)NG’ um elemento de ordem Sed denota
0 subgrupo de Frattini dé;, enio

V| divide pﬂg\.ya( ¢ )\.

<c>

Proposicao 2.15.SejaGG ump-grupo finito de classe (de nilp&nicia) 2. Endio \T] divide

e G
[y '?T<a)!-

Coroléario 2.16. SejaG ump-grupo de classe menor do que, ou igual a 2, d6m= p™ e
|G’| = p™. Entio || divide p(»—™),

Por fim, Rocco apresentou um limitante para a ordem do quadeadorial nao-
abeliano de um-grupo finitoG.

Teorema 2.17.SejaG um p-grupo finito com|/G| = p™ e |G'| = p™. En@o |V| divide

n24+2n—nm

P
Através deste teorema que o limitante para a ordem do qi@atizasorial ndo-
abeliano foi estipulada, mediante o seguinte corolario:

Corolario 2.18. Seja|G| = p", |G| = p™ ed = d(G) o numero minimal de geradores de
G. Entao
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Conclusdes

Os principais fatos observados (e demonstrados) no antamopto pelo professor Rocco
sao:

e (G finito = V finito;

G m-grupo finito—= V 7- grupo finito;

G nilpotente finito—=>- V nilpotente finito , conzl(V) = cl(G) oucl(V) = cl(G) + 1;

G soluvel= V soluvel, comdl(V) = dI(G) oudl(V) = dI(G) + 1,

Y =[G,G GG,

G um p-grupo finito com G| = p" e|G'| = p" = p© < |G ® G| < p" ™).
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P8 - Estudo da Seérie dos Custos da Cesta Basica de Goiania

Karollyna Barbosa BidUFG) & Marcel Dantas de Quintel8UFS)
Resumo

Tendo a pesquisa da Cesta Basica Nacional, uma das pisitpaas de medir
o custo de vida do trabalhador brasileiro previstos no Decte Lei rA° 399 de 30/04/1938,
o presente trabalho aborda no ambito da capital goianaearspresentativa do custo men-
sal da cesta basica no periodo de janeiro de 2003 a junhOde Zoi realizado o infla-
cionamento da série pelo IPCA (06/2010=1), desta formmetr@o ao cenario ecéimico
atual dos custos reais de compra. Apoiados pelo softwaatissto R-Project 2.12.1 foi
aplicada a decomposicao da cesta basica observouaamocdamento de cada item, suas
participacdes e variacOes, aplicando o exercicio ddafar uma regressao maltipla, com-
postas pelos custos individuais de seus itens, desta farbsadsar um modelo que permita

predizer num momento futuro.

Introduc¢ ao

A analise de regressao & uma ferramenta estatistida paderosa aplicavel a situagdes em
que se desejam explicar valores de uma variavel depenglarftencao de valores conhecidos
de variaveis independentes. A utilizacdo dessa femgarge analise em recursos computa-
cionais potencializa o poder da estatistica, e movidas ipstinto investigativo intrinseco
do ser humano motivaram o exercicio da analise da sédastes da Cesta Basica da cidade
de Goiania.

Objetivo

Este estudo tem como objetivo explorar a Série de Custoseda®asica de Goiania, de

forma descritiva e sob a aplicacao de técnicas dos MedidRegressao Linear, propostas
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em (GURJARATI, 2005), aplicado aos custos totais da cestaseastos individuais dos
itens que as compde, utilizando o software de analisetstatR-Project.

Materiais e Méetodos

O termo regressao foi criado por Francis Galton (Galtoan€is. “Family Likeness in Sta-
ture”. Londres: Proceedings of Royal Society. vol. 40, 1§8642-72.), que verificou em
um de seus artigos, que embora existisse uma tendénciaedgagpialtos tivessem filhos
altos e os pais baixos, filhos baixos, a estatura média @as;as nascidas de pais com dada
altura tendiam a mover-se ou regredir a altura média dalpg@o. Em outras palavras, a
altura de criancas filhas de pais mais altos ou mais baix®® gomum tende a mover-se no
sentido da altura média da populagao.

Em termos modernos, pode-se dizer que:

A analise de regressao se ocupa da dependéncia de uiaaelaai variavel
dependente, em relacdo a uma ou mais variaveis, aveagxplanatorias, com
vistas a estimar e/ou prever o valor médio (da populagag@yimeira em termos
dos valores conhecidos ou fixados (em amostragens repetidasegundas.
(GUJARATI, 2005, p.13)

Em termos praticos, suponhamos dispor de uma amostra condades, e,
ainda, que para cada unidade, temos um par de valores dageigiX e Y (Custo total da
Cesta Basica e o0s custos individuais de seus itens, pompéaerBuscando estabelecer uma
possivel relagdo matematica entre as duas variayeesarelagao for boa, usa-la para fazer
previsdes. No exemplo, o interesse sera estabeleceralagao matematica (linear) entre os
valores individuais dos itens (X) e o custo total da Cessid®3&(Y), e dessa maneira prever
valores o Custo Total da Cesta Basica em funcao dos lodésiduais de seus itens.

O Modelo de Regressao Linear pode ser representado como:

Yi=Bo+8:Xi+Bip1 Xip1+ - - - +5, Xp+ei

e Y — Variavel Dependente ou Resposta;
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X — Variavel Independente ou Preditora;

By — Intercepto ou coeficiente linear da reta;

e; — erro aleatério de Y para a observacao i;
ei—12..n

e [ e 3, também sao conhecidos como parametros ou coeficieatesjtessao.

Para se determinar a “equacao” de regressao linearesnelem-se encontrar

0s coeficientes:
Yi=Bo+B:Xi+Bin1 Xipai+ - +58,. X,

e Y, —valorda previsao de Y para uma observacao de Xi;
e X; —valorde X para a observagao i;
e 3, — estimador de,

e 3 —estimadores dé

A pesquisa da Cesta Basica Nacional, realizada pelo DIEE®partamento In-
tersindical de Estatistica e Estudos Socioecondmicoslezesseis capitais do Brasil, acom-
panha mensalmente a evolugao de precos de treze pratlitakmentacao, assim como
0 gasto mensal que um trabalhador teria para compra-los.etddulogia utilizada para
a pesquisa da Cesta Basica Nacional & estabelecida ca@amobd3ecreto Lei h 399 de
30/04/1938, que regulamenta o salario minimo no Brasl.eAta Basica Nacional, segundo
esse decreto, seria suficiente para o sustento e o bem estatdalhador em idade adulta,
contendo quantidades balanceadas de proteinas, calerias calcio e fosforo.

Os produtos da Cesta Basica, da Regiao 1 (Regiao 1: SPFER®RJ, GO, DF),
e suas respectivas quantidades mensais: Carne - 6,0 kg-[/e& |; Feijao - 4,5 kg; Arroz -
3,0 kg; Farinha - 1,5 kg; Tomate - 6,0 kg; Batata - 9,0 kg; P&@ kg; Café - 600 g; Banana
- 90 unid.; Aclcar - 3,0 kgﬁ)leo - 750 ml; e Manteiga - 750 g.
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O indice de Precos ao Consumidor Amplo - IPGrabalhado pelo IBGE, foi
utilizado como indexador da inflacdo. Através dele séiearas variagdes dos custos com
0s gastos das pessoas que ganham de um a quarenta salaimegmas regides metropo-
litanas de Belém, Belo Horizonte, Brasilia, Curitibartteza, Porto Alegre, Recife, Rio de
Janeiro, Salvador, Sao Paulo e municipio de Goianiaet@db no dia 27 de julho de 2011
as 17:25, em:

http://seriesestatisticas.ibge.gov.br/lista_tema.as px?0p=0&no=11

Resultados e Concluges

Para iniciar qualquer estudo preliminar, foi necessgrlcar o inflacionamento da série de
custo da cesta basica da cidade de Goiania, compreendiéganeiro de 2003 e dezembro
de 2010, para o periodo final da sgreez.2010 = 1).

Com o intuito de analisar os itens que compde a cesta hasiem exploradas
inicialmente suas estatisticas descritivas, includtapercentual dos custos individuais dos

itens em relagc@o ao custo total, baseados pelas médmegss da série.
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Maximo Minimo Media Variancia DesPadrao CV Percent
Custo Total 241.00 169.32 201.30 347.11 18.63 9.26 100.00
Carne 89.36 50.99 61.95 81.20 9.01 1455 30.77
Leite 16.72 10.66 1261 2.17 1.47 11.69 6.26
Feijao 33.26 9.87 1545 26.29 5.13 33.19 7.68
Arroz 8.41 4.96 6.05 1.04 1.02 16.86 3.00
Farinha 4.31 242 3.08 0.21 0.46 14.82 1.53
Batata 17.18 4.50 9.39 6.43 2.54 27.00 4.67
Tomate 30.12 7.50 16.69 21.67 4.65 27.90 8.29
Pao 43.64 34.20 38.01 5.38 2.32 6.11 18.88
Cafe 7.15 5.69 6.46 0.14 0.37 570 3.21
Banana 19.14 9.96 12.67 4.78 2.19 17.25 6.29
Acucar 5.76 2.31 3.66 0.90 0.95 2597 1.82
Oleo 3.58 2.05 2.66 0.22 0.47 17.65 1.32
Manteiga 16.25 11.31 12.62 1.00 1.00 7.92 6.27

Quadro 1: Estatasticas Descritivas Custos da Cestad@siania

Movidos pelo objetivo de exploragao do conhecimentotessieo na pratica do
estudo economeétrico aplicado a execucao das tecicasdelagem de regressoes lineares,
nao se utilizou a equacao total do custo da cesta bagseado o exercicio da determinacao
de seu padrao de custo pelas tendéncias de pre¢os déessusa maior custo.

Sendo os itens: Carne, Pao, Tomate e Feijao os de maianpacto percentual
no preco médio da cesta basica da cidade de Goianialidess pela utilizacao desses para
a composicao do modelo da equacao de regressao. Avabaerda série de precos desses
quatro itens associados as suas estatisticas descritvaste além desses item serem 0s
proporcionalmente mais participativos eles sao os de mizesvio Padrao, mostrando-se
itens de grande variabilidade e sensibilidade de seus pEssas situacdes reforcam a ideia
de maior influencia deles no custo total.

Se observa que todos os itens tem 0 mesmo padrao de cresrienemelacao
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ao custo total da cesta basica, porém, o feijao e, satweticarne mostram-se com maior
linearidade que o0 pao e o tomate. Esses diagramas mostmuanto maior oS custos
individuais de seus itens, maior sera o seu custo total pgacipalmente nos itens em que
a dispersao se mostra com padrao de linearidade maisdigfo@imo no caso do item carne.

No Quadro 2, abaixo, apresenta outra forma de escola davemrindependen-
tes dentre o universo delas. A matriz de correlacao testdimearidade entre as variaveis
dependentes, isso significa que variaveis preditoras cs@naia de colinearidade nao po-
dem ser escritas como combinacao linear das demais. Emodgoraticos, variaveis alta-
mente correlacionadas podem tem pouco poder de confiibp@ra o modelo, caso as duas
compuserem o modelo seu poder de determinacao serégpnatite 0 mesmo assim para o
estatistico, &€ mais parcimonioso o uso de somente untaehdom poder de previsao. Essa
matriz traz as correlacdes de Pearson, que nos mostrada® &s variaveis se correlacio-

nam.

Carne Pao Tomate Feijgo
Carne 1.000 0.696 0.058 0.400
Pao 0.696 1.000 0.031 0.056
Tomate 0.058 0.031 1.000 0.130
Feijjao 0.400 0.056 0.130 1.000

Quadro 2: Matriz de Correlacdes entre as Variaveis laddpntes

O problema da colinearidade traz como consequéncia a dlicam do poder de
predicao do modelo de regressao. Contudo para os algafiesse trabalho essa situacao
nao sera determinante para considerar que isso seja usciinop Baseados nos critérios
ja mencionados anteriormente, e ap6s o métodos compuas executados no R-Project,
chegamos ao modelo para o Custo Total da Cesta Basica die addasoiania:

CustoTotal; = 46,75+ 1,42 Carne; + 0,78 Pao; + 1,36 Tomate; + 0,94 Feijao,

De acordo com o valor dos parametros, temos que para cadamsude R$ 1,00
no preco da Carne, mantida das demais variaveis do mdulera um acréscimo de R$
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1,42 no custo total da Cesta Basica de Goiania. Da mesmmfanantidas as condicdes
acima, temos que a cada real de acréscimo no custo do Paonte ou do Feijao, o custo

total aumentara em R$ 0,78; R$ 1,36; e R$ 0,94, respectivi@n&egundo o modelo, de

acordo com a série de custos o valor minimo da cesta b@sé&aao contenham os itens do
modelo (Carne, Pao, Tomate e Feijao) teria o custo de R%46,

Call: Im(formula = CestaGymMN$Cesta ~ CestaGyN$Carne + CestaGyN$Pao +

CestaGynN$Tomate + CestaGyh$Feijao)

Residuals:

Coefficients:

Estimate Std. Error tvalue P(t|)

(Intercept) 46.75164 8.23715 5.676 1.63e-07 ***
CestaGynN$Carne  1.41702 0.07843 18.06& 2e-16 ***
CestaGynN$Pao 0.77910 0.27959 2.787 0.00648 **
CestaGynN$Tomate 1.35842  0.09491 14.31% 2e-16 ***
CestaGynmN$Feijao  0.93767 0.09976  9.399 4.6le-15***

Signif. codes: 0 **** 0.001 *** 0.01 ' 0.0570.1*"1
Residual standard error: 4.267 on 91 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9497, Adjusted R-squared: 0.9475

F-statistic: 429.9 on 4 and 91 DF, p-value2.2e-16
Quadro 3: Resumo do Modelo de Regressao

O coeficiente de determinacao ? B Adjusted R (ajustado a quantidade de
vaiaveis contida no modelo), mede a qualidade do ajustanieear da regressao ao con-
junto de dados observados, assim ele mede a propor¢caenpeattotal da variavel depen-
dente(Y), & explicada pelas variagcdes das variavdexiendentes (X). No estudo em questao
95% dos custos totais da cesta basica & explicado peltssals Carne, Pao, Tomate e
Feijao, deixando os 10% restantes para possiveis egigue foram omitidas no estudo ou
para flutuacdes do acaso.

"Resumo obtido por meio da funcao summary() do R-Project
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O erro padrao refere-se ao erro total da estimativa. Assirmo exercicio de
previsao, se em determinado periodo i seus custos fomesmespectivos custos médios da
série de jan.2004 a dez.2010 (Carne - R$ 61,95; Pao - R%;3Bthate - R$ 16,69; Feijao
- R$ 26,29), teriamos:

CustoTotal = 46,75+ 1,42 x 61,95 + 0,78 x 38,01 + 1,36 x 16,69 + 0,94 x 26,29

CustoTotal = 211,78

Levando em consideracao a previsao de custo total ealaylor meio da equacao
de regressao, a cesta basica de Goiania sairia por R$& Jtevisao compreendida no in-
tervalo de confianca entre 211,7#88,48, um valor muito preciso tendo em vista a baixa
variabilidade do modelo.

Analysis of Variance Table

Response: CestaGyw$Cesta
Df SumSq Mean Sq F value PfF)
CestaGynlN$Carne 1  25301.8 25301.8 1389.3535 2.2e-16 ***
CestaGynN$Pao 1 74 7.4 0.4083 0.5244 Quadro
CestaGynrN$Tomate 1  4400.6 4400.6 241.6442< 2.2e-16 ***
CestaGynmN$Feijao 1 1608.8 1608.8 88.3428 4.614e-15 *H*
Residuals 91 1657.2 18.2

Signif. codes: 0 *** 0.001 **'0.01 ' 0.05‘70.1°"1
4: ANOVA(ANOVA - Analise de Variancia) do Modelo de Regsé®

Analisando os residuos da regressao, podemos obsenaidade dos pres-
supostos (Normalidade, Independéncia, Variancia eotest- homogeneidade) através de
técnicas de observacao dos graficos, essa analiga éde base na experiéncia do pesquisa-
dor, devendo ser complementada pelos testes de hipotas@sgiricos ou nao paramétricos
para se comprovar 0S pressupostos.

"1C = [Valor + T(sig,gl)* Erro Padrao]
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Observamos uma leve tendéncia quadratica na distéibudgs residuos, no en-
tanto a distribuicao desses parece ser simétrica em tlartinha média. Segundo 0 Q-Q plot
é notdria a normalidade dos residuos, nele observa-gerdss distribuidos de modo apro-
ximadamente linear, sugerindo que eles sigam uma distéibuiormal. O terceiro grafico
mostra a distribuicdo da raiz do modulo dos residuos empeoacao aos valores preditos,
este nos permite observar a tendéncia a heteroscedadéad que a magnitude da variagao
dos residuos esta relacionada com os valores preditogcdé®io nao se observa padrao de
correlacionamento entre os modulos dos desvios e 0s sgioeditos.
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P9 - Problemas Elipticos Assintoticamente Lineares

Caike DamkgUFG)

Resumo

Nosso trabalho busca estudar a existéncia e multiplieidadsolucdes positivas

para o seguinte problema de Dirichlet assintoticamengatin

~Au = f(z,u(x)), em Q.
u = 0, sobre 0f)

2.1)

onde() C RY, paraN > 3, & um aberto limitado com fronteira regulafe Q x R — R

satisfaz as seguintes condi¢oes:

H1)f € C(2 x R); f(x,0) =0, Ve € Q; f(x,t) >0, Vt >0, z € Qe

f(z,t) =0,
Vt <0, x €
t .
(Hz)f(:i’ ) € nao-decrescente com respeitoa 0, vV € ;
t t .
(H3)limM = p; lim M = [ uniformementevz € (2, ondeyu €
t—0 t t—oo ¢

[0,400), [ € (0,+00] s&0 constantesie< \; < [ e\, &o primeiro autovalor do Laplaciano
(A, Hy ().

Para garantir a existéncia e multiplicidade de soluggesssitamos verificar que

o funcional energia relacionado ao problema

J(u):%/Q\Vufd:c—/ﬂl?’(x,u)dx, (2.2)

u

ondeF(x,u) = f(z,s)ds, satisfaz a condigdo de Palais-Smale, a ser descritacabai
0
Alem disso, devemos garantir qu&2) possua a geometria do Passo da Montanha e obtendo

a existéncia de solucao do probleralj.
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Problemas Eipticos Assintoticamente Lineares

Primeiramente, comecaremos com algumas definicoésalsas

Definicao 2.19.Sejau € L} (). Dizemos que uma fuagQv; € L} () & uma derivada

loc loc

/u&p dr = —/vigod:c (2.3)
o O Q

para today € C§°(2) . Neste caso, denotamos= 387“ e dizemos que é fracamente dife-

i

fraca deu, se

renciavel se todas as derivadas fracas de primeira ordem definem funges emZ},.(2)
e vale(2.3.

Considere o seguinte espaco de funcdes

W2(Q) = {u QCRY s R:ucL*(Q)e g—“ € L*(Q),Vi=1, N}

Li
chamado de espago de Sobolev. Definimos tamBgm(Q) = Cs°(Q) N Wh2(1Q).

Agora, temos suporte para definir o que vem a ser solucaa fta problema
(2.1).

Obter uma solucao fraca do problen2al] & equivalente a encontrar um ponto
critico nao-nulo do funcional que é de class€'. Este resultado pode ser obtido em [1],
capitulo 5.

Necessitamos, agora, introduzir o Teorema do Passo da M@tanas para
isto definiremos sequéncia de Palais-Smale e de Ceramirelguen funcional satisfaz a
condicao de Palais-Smale e de Cerami.

SejaH um espaco de Hilbert. Entao definimos:

Definicao 2.20.Seja{u,} uma segéncia emH. Dizemos qugu,} & uma seg@ncia de
Palais-Smale, ou simplisment®sS), emH se{J(u,)} & limitado eJ'(u,,) — 0, quando
n — oo. SeJ(u,) — ¢, enBo a(PS)-seqenciaé denotada po(PS).-seq@&ncia. Analo-
gamente, dizemos que uma seqgia{u, } emH é uma segéncia de Cerami noimelc € R
se

n— o0

J(un) = ¢ e (Lo [lunl DI (a) 1z == 0
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Considere/ : H — R um funcional de classé’.

Defini¢cao 2.21.Diz-se que o funcional satisfaz a condio (P.S), respectivamentels)..,

emH, se para toda PS)-seq@ncia, respectivamente’s).-seq@&ncia, possui uma sub-
sequéncia convergente na norma. E dizemos dusatisfaz a cond&o de Cerami se para
toda seqéncia de Cerami noimel ¢ € R possui uma subsegocia convergente na norma.

O Teorema do Passo da Montanha necessita que o funcibBesgtisfaca duas
condi¢Oes descritas a seguir.
(PM-1) J € CY(H,R), J(0) =0e3r,p> 0tais que

J(u) > p, Vue S, ={ueH:|ul| =r}

(PM-2) Je € H com|le|| > r tal queJ(e) < 0.

Dizemos que quando um funcional satisfaz (PM-1) e (PM-2pekssui a geo-
metria do Passo da Montanha. Além disso, denotd pmiconjunto de todos os caminhos

que ligamu =0 eu = e, isto &,

I'={yeC(0,1],H) : 7(0) =0 e (1) = e}.

Claramentd’ # &, pois~(t) = te & tal quey € I'. Considere,

¢ = inf max{J(v(t)) : t € [0,1]} > p > 0. (2.4)

yel’

ondep & obtido da condica@PM-1).

O resultado a seguir nos garante que o valolado por 2.4), € um valor critico

para o funcional em questao.

Teorema 2.22.[Passo da MontanhaFuponha qué satisfaca as condigs (PM-1) e (PM-
2) e queJ satisfaz(PS)., ondec & dado por(2.4). Ento ¢ & um valor citico para.J, ou
seja, existe € H, ndo-nulo, tal que/(z) = ce J'(z) = 0.

Demonstrag@o: Veja [1], capitulo 5, pagina 118.

Enunciaremos uma condi¢ao imposta ao nosso funcioramatia de Condicao

de Cerami. Para maiores detalhes veja [7].
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Proposicao 2.23.[Existéncia de uma secgncia de CeramiSuponha quég dado por(2.2)
satisfaca
max{J(0), J(e)} <a < f < inf J(u)

lull=r
para alguma < g, r > 0 ee € H com|le|| > r. Sejac > /5 dado por(2.4). Enfio existe
uma segéncia{u,} C H tal que

n—oo n— o0

J(un) —=c= B e (L4 |lunl)llJ (un) g2 — 0
Introduziremos dois lemas técnicos, que juntamente corpoBicad.23 nos

ajudam na demonstra¢ao do nosso resultado principal.
Lema 2.24.Sejap; > 0 a autofun@o associada ao autovaldy do problema —A, ) nor-
malizada e suponha que valH1), (H2) e (H3). Ento o funcional/ satisfaz a geometria
do Passo da Montanha da seguinte maneira:

1. Existemr, 8 > 0 tais queJ(u) > 3, Yu € H com||u|| =r

2. J(tpy) =12 —oo sel € (A, +00], ondel & obtido emH3).
Lema 2.25. SejaJ dado por(2.2) tal que

(J (), un) =250

Entio existe uma subse@pucia de{w, }, ao qual denotaremos igualmente gear, }, tal que

J(tu,) < (1+1t%)

+ J(uy,), ¥Vt >0eneN.

Finalmente enunciaremos o resultado principal do noséaltra que nos for-
nece em quais condi¢des o probler@d) possui solucao.

Teorema 2.26.Se as condiges H1), (H2) e (H3) sao satisfeitas, e@b

1. O problemg2.1) ndo possui soludo sel < Aq;
2. Se\; < | < 400, enfio 0 problemg2.1) possui uma Solip positiva;

3. Suponha qué = )\; (neste caso, dizemos que o proble(@dl) é ressonante). O
problema(2.1) possui uma soldp positivau € H se, e 6 se, existe algum > 0 tal

queu(z) = ap; e f(z,u) = \u(z).

AnaisdaXXV Semanalo IME/UFG 2011 - 86 -




Caike Damke - ) ) )
Problemas Elipticos Assintoticamente Lineares

DemonstracOes dos Lema24 2.25e do Teorem&.26 sao obtidas no artigo

[7].

Conclusdes

Concluimos que o resultado acima, Teoredri2§ nos fornece condicdes boas
para obtencao de uma solucao positiva para o problerdariddlet assintoticamente linear
(2.1), pois nao precisamos impor na fungaa seguinte condigao:

(A-R) para algum® > 2e M > 0, entadd < 0F (x,s) < f(x,s)s, q.t.p.z € Q
e |s| > M. conhecida como condicao de Ambrosetti-Rabinowitz.aEsindicao implica
facilmente a condicaoPs) (veja [1], capitulo 5). Entretanto, para problemas asfird-
mente lineares a condicdA-R) nao é aplicavel. Neste caso, vemos dda ), (H2) e (H3)
sao cruciais para obtermos a condi¢ao de Cerami, obgidRaaposica@.23
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P10- Exemplos de Trajetbria Central em Programacao Semidefi

Mayk dos Santos & Orizon Pereira Ferrei(lFG)

Resumo

Apresentaremos um de exemplo de trajetoria central perdahl na auséncia de
estrita complementaridade com a propriedade que a medidaeadimensao do problema
associado cresce as velocidades de convergéncia datiajetntral primal diminui e da
trajetoria dual permanece constante iguaj 2

Caracterizacao do Problema

SejaS™ o espago das matrizes simétricas de ordeaom o produto internd, ) definido

por (U, V) = tragqUV), ST o cone das matrizes simétricas positivas semi-definidas e
S% . seu interior. Dadosl,, ..., A,, € S", defina o operador linead : S* — IR™ por

AX = ((A1, X), ..., (An, X})T, e sejad* : IR™ — S™ o operador adjunto de o qual &
dado pord*v = > | v A;.

Dadas as func¢deg : (0,4+00) — S"eg : (0,+00) — (0,+00), escrevemos
f(w) = O(g(n)) paratodqu € (0,+00), se para alguma constanté > 0 temos|| f ()| <
Mg(p) para todoy € (0,400). Além disso, escrevemag¥ ) = O(g(un)) para todou €
(0,+00) sef(u) = O(g(p)) eg(p) = O f(p)|) para todou € (0, +00), i.e., existe uma
constatel > 0, g(u) < M| f(p)|| para todqu € (0, +00).

Os problema de programacgao semi-definida na forma prichahkesao definidos,

respectivamente, por

( (

minyx (C', X), max, b’y,
(P)S st. AX =1, (D) st. Ay + S =C,
X e 5%, S e St

\ \
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ondeC € S", b € IR™, Ay,..., Ay, € S"saodados & € S,y € R™eS € S sdo as
variaveis. As condicdes de otimalidade destes protdendada pelo seguinte sistema

(

AX =b, X eSS,

Ay+S=0C, Sesy,,

XS =0.
\

A trajetoria central primal $\{X(\mu): \mu>0\}$
associada ao problema primal (P) e a

trajetoria central dual $\{S(\mu): \mu>0\}$ associada ao
problema dual (D) com respeito a

barreira $f(X)=-\In\det \big{(} X\big{)}$ sao definidas,
respectivamente, por

X(\mu)=\argmin_{X} \{\langle C,\, , X \rangle +\mu

f(X): \mathcal{A}X=b\}, \mu\in N\IR_+ |

ou equivalentemente, pelo sistema de equacodes prinal-du

;

AX =b, X eSS,

(PD)q Ay +S=C, Sest,,

E bem conhecido que, s&, ..., 4,, € S™ s&o linearmente independente, os seguintes con-
juntos PP ={X € 5" : AX =b,X €57 }ePD)={(y,5) e R" xS": A'y+ S =

C,S € St} sao nao vazios. Entao os problemas (P) e (D) tem conjsolagdes compac-
tos e nao vazios e as trajetorias centrais estao bemdiefjrveja Todd [11].

Por exemplo: Na presenca de estrita complementaridadesteseguinte decomposicao

Xp X Sg S
X — B BN ’ S — B BN ’
para mais detalhes veja [8]. Foi mostrado em [8] que a ordecokeegéncia dos blocos ao

longo da trajetoria central, quangdende a zero, sdo iguais a

Xp(u) = (1), Xaw(n) = O(/), Xn() = O(n).
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Sp(p) = O(p), Spn(p) =O(/n), Sx(p) =06(1).

Na auséncia de estrita complementaridade temos na des@ap@cima o surgimento de
mais um bloco, a saber, o blo¢oonde a estrita complementaridade falha. Resultando assim

a seguinte decomposicao

Xp Xpr Xan S Spr Ssn
X = XJ%T Xr Xy S = S%T ST STN )
Xpy Xonv  Xn Sgn Srn - Sk

para mais detalhes veja [1], [2] e [4]. Neste caso, quandav@l@mentaridade estrita fa-
Ilha, nao se sabe a ordem exata de convergéncia ao longajeldria central, dos blocos
X1, Xgr, XTN, ST, Spr € STN. Mais especificamente, alguns problemas que se colocam
sao obter os seguintes resultados:

1. Avelocidade de convergéncia dos blocos onde a estmtplementaridade falha, e

2. o comportamento limite da derivada das trajetorias @irardual.

As respostas para estes problemas sao importantes, poplexgara obtencao de algorit-
mos de convergéncia superlinear para programacao sémdih. Com o objetivo de en-
tender o comportamento da trajetéria central. No trabafresentaremos um exemplo de
trajetoria central, na auséncia da estrita complemieiaide, com dimensao arbitraria, com
a propriedade que a medida que a dimensao do problemaadsacesce a velocidade de
convergéncia da trajetoria central primal diminui e aealade da trajetéria dual permanece

constante igual &/2.
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P11- Grupos em que cada Elemento Comuta com smagens Endomorficas

Sergio Fernandes, Ticianne Bueno & Shirlei SercofigkG)

Resumo

Introduc¢ ao

SejaG um grupo finito em que cada elemento comuta com sua imagenménfica (©-
grupo). Vamos dar um contra exemplo-exemplo a conjectuea-c¢ abeliano.

Parageh emd, g eg~'(h~'gh) comutam. Entdg comuta com seu conjugado
e G satisfaz a identidade:, y, 2] = 1. PortantoGG satisfaz as relagdds, y, z,w] = 1 e
[z,y,2]> = 1 (veja [4, p. 322]). Logd= € nilpotente de classe menor ou igual a 3 &'se
ump-grupo para um primp # 3, G € nilpotente de classe menor ou igual a 2. Vamos exibir
para um primo qualquerum p-grupo nilpotente de classe 2 em que cada elemento comuta
com todas as suas imagens endomorficas.

Seja

2

G = (ay,a2,a3,a4 : a} =1,[a;,a5,a5) = 1,(1 < 4,5,k <4)

e (1) [a1,a2) = af,(2) [a1,a3] = a3}, (3) [a1,a4] = af,

(4) [ag,as] = ay, (5) lag,as] = 1,(6) [a3, a4 = af ).

SejamEnd(G) e Aut(G) o endomorfismo e o automorfismo derespectiva-
mente. Denotaremos péind.(G) = {0 € End(G)|0(G) < Z(G)} e porAut.(G) = {0 €
Aut(G)]0(g)g~" € Z(G) paratodg € G}, o automorfismo central d&.

O grupoG & um grupo nao abeliano de expoepiteobjetivo do trabalho & mos-

trar que,
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1. G» =U(G) =G = Z(G),ondelU(G) = {g € G| o(9)| p}-

2. cada endomorfismo estrito (i.6. um endomorfismo quesn@m automorfismo) dé&

tem sua imagem ed(G), e

3. cada automorfismo & central.

Que consiste em provar o Teorema 1.1, que nos d&tgrupo nao abeliano.

Resultados e Discuss

Nosso objetivo consiste em mostrar o seguinte teorema.

Teorema 1.1 End(G) = End.(G) U Aut.(G).

Corolario 1.1 Cada elemento e comuta com sua imagem endomorfica.
Lema 1.1 Ordem deG €& p®.

Prova: Das relagdes definidoras dg temos|G| < p®. Vamos construir um grupo de

ordemp® que satisfaz as relacdes definidoragte

Sejam

e H=(hy,hs: b =1L e [h, hs] = hL).

K & um grupo abeliano de ordeph e / & um grupo nilpotente de classe 2 de
ordemp*. Sejamr; e o3 0s automorfismos d& determinados poe;; (k1) = ky,01(k3) = ks,
0'1(]{32) = k?l_lkfg eUl(k’4) = k;plﬂl, 0'3(]{?1) = k’l, 0'3(]{?3) = k’g, 0'3(]{?2) = k’gkfg 60'3(]{?4) =
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ks 'ky. O subgrupo dedut(K) gerado pow; € o3 € um grupo abeliano de expoentele
ordemp?. Sejad um homomorfismo dé/ em Aut(K'), definido por

0:H — Aut(K)
h1 — 01

h3'—>0'3

SejaS = K x9g H = {kh,h € H ek € K} o produto semidireto d& por H
determinado pof. Assimhk = (§(h~')(k)h. S &€ um grupo de ordem' e os elementos
ki 'hY e ks 'hh geram um subgrup® de ordeny® em Z(G). SejaT = S/R, t; = h; - R,
ty=ko R, t3=hs- Rety=ky- R. O grupol de ordeny® & gerado poft; : 1 <i < 4}
e ost; satisfazem as rela¢cOes definidoragde

Lemal2 Z(G)=G =GP =U(G)ondeU(G) & o conjunto de todos os elementos cuja
ordem dividep.

Prova: Temos que’ = (a?;1 < i < 4) = GP. ComoG é nilpotente de class
12(G) < Z(G), que implica’ C Z(G)eG’ C U(G). Umavez quéG| = p®, |G'| = p*. Se
|Z(G)| > p°, entadG : Z(G)] < p®, masG/Z(G) é gerado pofa, Z(G), a: Z(G), a3 Z (G),
asZ(G)}. Assim, dois geradores de sdo congruentesod Z(G) e G/Z(G) é gerado por,

no maximo, trés elementos. Assii@’| < p*, uma contradicdo. Log&(G) = G'. Da
mesma forma seU,(G)| > p°, entdo[G : U(G)] < p® entdo|GP| < p?, que &€ uma
contradicao. Donde concluimos gidéG) = G' = G? = U(QG).

Para uny € G fixado, seja

0,:G — G

Comod é Nilpotente de classg §, & um homomorfismaier 8, = C((g))
e[G: Ca((9)] = 04(G)].
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Lema 1.3
() Ce((ar)) = G" - {a),
(i) Ca((az)) = Ce({as)) = G- (az, as),

(i) Ca((as)) = G" - (as, aras).

Prova: E facil ver que o lado direito esta contido no lado esquefiddG) = (a”, a5, ab).
Assim [G : Cq((a1))] = p?, que da a primeira igualdade. Da mesma forifig| = p* e
(G : Calla))] = p* (2 < i < 4).

Lema 1.4 Sejan; (1 <i <) inteiros. A matriz

No 0 ns Ny
A - —ny ns 0 0

0 —MNgo MNg — N 0

0 0 —n3 —1q

considerada sobre o corpo primo de caracterigtiean posto 0, 2, ou 3.

Prova: O postoded # 4 umavez quéet A = 0. Pode-se verificar se todas as submatrizes
de ordem 2 tem determinanté@.od p), entaon; = 0 (mod p), (1 < i < 4). Logo posto de
A #£ 2.

Lema 1.5 Sef ¢ Aut(G) el € End(G) entadd € End.(G).

Prova: Sejad ¢ Aut(G) nao trivial. Entdo deve existir um elementade ordem maior
quep tal qued(h) tem ordemp. Agora, o Lema 1.2 diz qué&”’ & o conjunto de todos os
elementos cujas ordens divige Assim sef) ¢ Aut(G) implica que para algum ¢ G’
temosd(h) & um elemento d&’. Daih = Hle al* comn; # 0 (mod p) para pelo menos
umi. Temos qué([a;, h))[0(a;),0(h)] = 1, (1 < i < 4), uma vez qué&r é nilpotente de
clase menor ou igual a dois, logo

([a;, h],1 <i < 4) C Ker 6. (2.5)
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Assim obtemos

bl = g,
(*) laz, k] = a;™a3",

o Bl = @,

l[ag, h] = az""a ™.

Observe que as linhas da matfizao justamente os expoentes€mas equacdes
do lado direito ddx). A partir da sentenca.5 vemos que os quatro elementos(dgestao
no Ker #. Obviamente, elas também sao comutadores e, portado eatinterseccao de
Ker 0 eG’. Pelo Lema 1.2 cada de) tem ordem 1 oy, logo cada um destes quatro ele-
mentos esta ng (G). Assim as equacdes do lado direito(é¢ sao produtos de poténcias de
elementos ent (G). Mas como post¢A) < 2, Atem pelo menos 2 linhas L.I. (Linearmente
Independentes). Assim ha entre os quatro elementds)deelo menos dois elementos de
ordemp tal que um nao é poténcia do outro. Mas uma que estes diessio de ordeme
estdo en”(G), eles geram um subgrupo de ordgiLogo |ker 0 U G| > p°.

ComoG? = U(G). Assim, cada elemento de orden@ umap-ésima poténcia
de algum elemento de ordesh Assim, da interseccao déer 6 e G’ resulta que exister,
e hy, cada um de ordent, tal qued (1)) ed(hh) sdo comutadores que estaokior . Como
G tem ordenp® e expoente?, devem existir dois elementos adicionais de orgéni; e hy,
de tal forma qué&r = (hy, ho, h3, hy). Umavez quéy e hl estdo nd<er 0, 0(h}) = 0(hh) =
1. Agora(0(G)) = (0(h1),0(hs),0(hs),0(hy))’. Masl(h,) ed(hs) estao en' = Z(G) e
por isso nao podem gerar comutadores nao-trivial. P&ly))’ = (0(hs),0(h4))’. Considere
o comutador gerado pé(h;) ef(hy), tem ordem no maximp. Assim,(0(G))’ tem ordem
< p. Temos pelo teorema do Nicleo e da Imagem|die 0 U G'| < p.

Desta forma podemos assumir iie;) € G’ ef(hf) = 1. Mas entad(h,), 0(hs)
ef(hs) € G' = Z(G). Entacd(hy),0(hs), 0(hs) ed(hy) comutam entre si&(G) € abeliano.
AssimG’ C Ker 6. Uma vez qu&y’ = U(G) todos os elementos de que tem ordenp
estdo emK er A. Sejar um elemento de ordept emG, entaod(x) tem ordem no maximo
p. ComoU(G) = Z(G) resulta quéd(G) C Z(G).
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Seja

R={geG|[G:Cs((9)] =p"}
Ri={9€CG|g¢Geg=a3}
Ry={g€G|yg¢Geg=alazaj

Pelo menos um dos numeros inteirosu s nao é divisivel pop uma vez que
!
g¢G.

Lemal6 R = R;UR,.

Prova: Sejah =[], a". h € R se, e somente s, (G)| = p*. O argumento no Lema

i=1 "
1.5 nos da quéd,(G)| = p® se, e somente se, posto de= 2. Por inspe¢do podemos
observar que posto dé = 2 seh € R; U R,. PortantoR = R; U Rs.

Sejad;; denota o determinantg, j)-menor deA. Se posto ded = 2 entéo
d;j =0 (mod p), 1 <1i,j < 4. Em particular

—ning =di3=0 (modp),
—ni(ny —ny) =dip =0 (modp),
—n3ny =dzg =0 (mod p), (2.6)

—nzng(ny —ng) =dgyg =0 (mod p).

As equacde®.6 implicam que cada um; = n3 = 0 (mod p) oU ny =

ny —ng = 0 (mod p).

Lema 1.7 Aut(G) = Aut.(G).

Prova: Temos queC;((h)) = G’ - (as,a4) S€h € Ry € Cu((h)) = G' - (a3, a1a4) S€
h € Rs. Sejae € Aut(G) OUZ) 0((12), 0(&4) € Ry eQ(ag) € Ry OUii) 0((12), 0(&4) e Rye
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O(a3) € Ry. Das rela¢te8 e 3 deG implica[f(a,), h;] = h? para algumh; € R;, i = 1,2.
Seja

hi = alaj
hy = dialal
— Q) Q2 Q3 04
0(a1) = ai*a3?a3’ag

Portanto, temos, entre outras igualdades, as seguintes:
rag =r(az+1)=s(ag —1) = (g —ay — Du= (1 — ay — 1)t =0 (mod p).

As Unicas solugdes sag — 1 = a3 = ay (mod p).

Considere o casa). Assim

o) = aftaga o, o) = af'aiaf,
O(az) = al’a}, O(ay) = a‘flagg’ail.

Das relagdes 1, 4 e 6@, implica quelf(a;), 0(az)] = 6(a;)” temos, entre outras
igualdades, as seguintes:

artafi=ar =0 —1=Fi(re—1)=0i(nu—-1)

= B5(7a — 1) = 0374 = (65 — 1)y2 = 0 (mod p).

Ou By # 0 (mod p)oufs #Z 0 (modp). LOgoyy — 1 =03 =1 =0 =a; =
a; — 1 =0 (mod p), uma contradicao.

Considere o casg. Assim

ar) = atagiag -t bla) = ol
0(az) = al'ai’a)’, O(ay) = agQai“.

Das relagdes 1, 4 e 6@, implica quelf(a;), 0(az)] = 6(a;)” temos, entre outras
igualdades, as seguintes:

a(Be—1)=(ar —1)atar=a1(Bs—1) + 1= oy = fo(y3 — 1)

= Frys = Ba(n +1) = 02(n1 — 1) = (04 — 1)y3 = 0 (mod p).
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Sefy # 0 (mod p), entdoys = v +1 = [y = ag = 0 (mod p). Assim
1 =0 (mod p), uma contradicdo. S&, = 0 (mod p), entdos, #Z 0 (mod p) e

M=p—1l=h=a—1=ay =5 —1=0(modp).

Logofd € Aut.(G).

Conclusdes

Concluimos qué&; & um grupo nado abeliano de expoeptee ordemp® que tem a proprie-
dade de que todo elemento comuta com sua imagem endomé&rficasteriormente iremos
estudar o artigo [6] Malone que mostra, para 2, 0 exemplo de Fraudree nao tem a propri-
edade citada no titulo. E estudaremos o artigo principdiofahi, Faghili, Linton e O’'Brien

gue nos da um exemplo de um 3-grupo de classe 3 que comutailadmagem automorfica.

Temos entao a partir deste estudo o enriquecimento dasipas@ desenvolvi-
mento do estudo na area de algebra e principalmente da togrupos.
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P12- Comutatividade Fraca por Bijecao entre Grupos Abekano

Silvio MaceddIFG-Luziania)& Ricardo Nunes de OliveirdJFG)

Resumo

The weak commutativity group by bijectio@(H, K,0) = (H, K|[h,h?] =
1, Vh € H) is defined as being the quotient of the free prodict K by normal closure
of {[h,h?] : Vh € H}in H x K. In this paper, is a resume of the Macedo [MAC], that
studied the results obtained in 2009 by Oliveira and Sidig][@at support the following
conjecture:
It H K =2Z, x---xZ, thenG(H, K, o) is p-group

Keys words: Free groups, presentations of groups, weak commutatilpyo-

tency class, double cosets.

Resultados e Discuss

Em 1980, Sidki [SIDKI] introduziu o grupo de comutatividadaca
X(H) = (H,H?|[h,h¥] =1, Vh € H),

definindo-o como o quociente do produto liviex H¥ (p : H — H¥ um isomorfismo)
pelo fecho normal dé[h, h?] : Vh € H} emH « H?, (h? denotap(h)). Nesse artigo, Sidki
fez um estudo detalhado do grup(H ) e obteve, dentre outros resultados, o seguinte

Teorema 2.27.SejaP qualquer uma das seguintes propriedades de grupos: finitude

grupo, nilpotente, saivel; en&o

H & umP-grupo=- x(H) & umpP-grupo

Em 1981, Rocco [ROCCOZ2] considerou o caso oAdé ump-grupo finito de

ordemp™, p impar e classe de nilpoténciae provou quey(H) & ump-grupo de ordem
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divisor depznp(g) com classe de nilpoténcia no maxiraa Posteriormente, Gupta, Rocco
e Sidki [GRS], obtiveram um refinamento para esse resuli@dsirando que a classe de
nilpoténcia &€ no maxime + c.

Seguindo outra direcao, em 2009, Oliveira e Sidki [OS]sid@raram um caso
mais geral do grupo de comutatividade fragd{ ), a saber, quande : H — K & uma
bijecao entre grupos finitos comfixando a identidade, o grupo

G(H,K,o) = (H,K|[h,h%] = 1, Vh € H)

foi definido como sendo o quociente do produto li#fe< K pelo fecho normal dé[h, h7] :
Vh € H} emH x K. Assim, quanddd = K e o for um isomorfismo, os grupos(H) e
G(H, K, o) coincidem. Surge entao, a seguinte pergunta:

Quais resultados obtidos paray(H) continuam validos paraG(H, K, 0)?

Oliveira e Sidki [OS] proporam entao a seguinte:

Conjectura 2.28. SeH e K sao grupos nilpotentes finitosee: H — K & uma bijeéo
fixando a identidade, edb G(H, K, o) & nilpotente.

Mas devido a dificuldade do problema, eles se concentrarataswmais parti-
cular em que os grupds e K da conjectura acima sao isomorfog,ax ... x Z,, p primo.
Assim o problema basico tratado nesse artigo foi o seguinte

Conjectura 2.29.SeH, K = 7, X ... X Z,, enBioG = G(H, K, o) & um p-grupo.

Neste caso, o estudo do grupbé facilitado pelas seguintes propriedades do
QrUpPOH = Zy, X ... X ZLy:

(i) H pode ser visto como um espaco vetorial sébye

(i) Todo elemento d&f possui ordenp.

Este artigo & um resumo da dissertacao de Macedo [MAE] feg um estudo
dos resultados obtidos por Oliveira e Sidki [OS].
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A finitude do grupo G(H, K, o)

Definicao 2.30.(Sidki[?]) SejamH e K grupos finitos ey : H — K uma fun@o. Enfio
atripla (H, K,~) é dita especial se satisfaz

1

() "=1el" " =1,

(i) [(S""h)| > |S

para todo subconjunt§ de K tal quel € S e paratodoh € H.

O critério de finitude a seguir & dado para um grupo maid demqueG(H, K, o).

Teorema 2.31.(Sidki [SIDKI]) Seja(H, K,~) uma tripla especial, ond& e K sao grupos
finitos de ordensn e n, respectivamente, tal que < n < m. Sejamy : H — K e
¢ : H — H fung@es. Endo o grupo definido por

G(H,K,v,6,¢) = (H, K|hh"(h9) "' (h°)~! = 1,Vh € H)

é finito de ordem no &ximo(m — 1)e™, ondee & o rimero de Euler.

O grupo de comutatividade fracq H, K, o) € um caso particular do grupo defi-
nido acima e nesse caso, Sidki [SIDKI] mostrou, como um éimdo Teorema acima, que
G(H, K, o) possui ordem limitada pore™~'. QuandaoH, K = Zy x Zy x 7 x Zs, utilizando
0 GAP [GAP], vemos que para algumas permutagdesé:/(H, K,o)| = 21 = 16 - 21671,
QuandoH = K escreveremos simplesmeliitéH, o).

O grupo G(H, o) com H ciclico de ordemn.

SejamH = (X|R) e K = (Y|S). EntaoH x K = (X,Y|R, S,[X,Y]). A partir disso,

vemos que% ~ H x K. Segue entdo que £& = G(H, K, o) for abeliano, entao

G HxK.

Teorema 2.32.SeH & um grupo tlico de ordem, enBo G = G(H, o) € abeliano. Logo
G=HXxH.
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Célculo de alguns grupos=(H, o) com o GAP

O célculo direto dog|H| — 1)! gruposG(H, o) torna-se inviavel muito rapidamente por
causa do crescimento fatorial. O teorema abaixo nos pefaziée uma melhoria no célculo
dos grupos~(H, o) via GAP, pois ele afirma que a maioria desses grupos sao ifmno

Teorema 2.33.(Oliveira e Sidki [OS]) Sejant/, K grupos esc : H — K uma bije@o
fixando a identidade. Sec Aut(H) e € Aut(K),enBoG(H, K,0) = G(H, K, acp).

SejaH = {1,hs,...,h,}, podemos identificarlut(H) com um subgrupo de
Sim|—1 Simplesmente observando que um automorfisrde I/ induz uma permutagaonos
indices dos elementos dg, isto &i” = j <= h = h;. Fazendo as mesmas consideragoes
parakK =~ H, podemos escrever

A= Aut(H) = Aut(K) < S,_1.

Agora podemos calcular as classes duplas,, /A = {AsA : s € S,_1} no GAP, utili-
zando a funcao

DoubleCosetRepsAndSizes(G,U,V)

que retorna uma lista com os representantes das classasdyp!/U junto com a respec-
tiva ordem de cada classe. Nas tabelas abai&@, classe de nilpoténcial& o comprimento
derivado do grup@-(H, o).

(|) H:ZQ XZQ.

o | |G(H,o)||c|d
9 25 212

(||) H:ZQ XZQ XZQ.

o IG(H,0)| | c|d
0 o0 32
(6,7) 20 32
(5,6,7) 28 | 2]2
(4,5,6,7) 28 | 2]2
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(i) H = Zy x 7y x 7y X 7. Para este caso, listamos apenas 0s grupos de ordem maxima.

o |G(H,o0)| | ¢

() 919 4

(14,15) 219 5
(10,13)(14,15) 219 5
(8,11)(9,12)(10,13) 219 4
(8,11)(9,12)(10, 14,13, 15) 219 5

(|V) H = Z3 X Zg.

o IG(H,o)| | c|d
0 35 2|2
(6,7) 35 2|2
(4,6,8,7) 35 2|2
(7,8) 34 1[1
(3,4,7,5,6,8) 34 1[1

Observa@o 2.34.Em sua tese de doutorado, Oliveira [OL] deu provas diretasagados
esses casos apresentados.

O grupo G(H, o) comH = Z, X Z,

Adaptando alguns resultados em Oliveira e Sidki [OS], pumtemostrar em Macedo [MAC]
que:

Teorema 2.35.SejaH, K = A,, cOmH = (a1, a2) € K = (by,bs). ENlOG = G(H,0) €
um p-grupo com classe de nil@oicia no naximo 2.

Permutando os subgrupos ilicos

Nesta se¢cao vamos denofdr= Z, x --- x Z, (k copias) porH = Ay, e olhar parai

como um espagco vetorial solZg. Consideraremos também, K = A, , e escreveremos
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G(H,o)aoinvesde(H, K, o).

Proposicdo 2.36. (Oliveira e Sidki [OS]) SejanH{, K = A,, comH = (ay,...,a;) €
K = (by,...,by). Ento para toda bijedoo : H — K, fixando a identidade, podemos
obter uma bijegoc : H — K, fixando a identidade, tal qu& = b;, i = 1,2,...,k e
G(H,o) 2 G(H,0).

Teorema 2.37.(Oliveira e Sidki [OS] Sejar uma permutago de H = A;,, fixando a
identidade, e considere arelag R C H x H definida por

R={(a"t")(1<i,j<p—1):a" =b}.

Entio existe pelo mengs- 1 permuta@ess de H fixando a identidade tal qug’)? = (a?)"
paratodol < i < p — 1, cujo grafico{(a,a’) : h € H} est contido emR.

Corolério 2.38. Para toda permuta@o o de H fixando a identidade, existem uma permétac

¢ de H e um epimorfismo d&(H, ) emG(H, o).

O teorema abaixo &€ um refinamento do método das classessdupl
Teorema 2.39.Seq, f € PGL(k,p),enB0G(H,0) = G(H, a5 p3).

Exemplo 2.40.Para o grupoA; ; temosl3 geradores de subgruposcticos e252 classes
duplas emPGL(3,3)513PGL(3,3). As ordens dos grupos com as respectivas quantidades
sao:

{3%,235}, {37, 11}, {3%,5}, {3°,1}.

Obtemos ainda as seguintes inforroes:

(i) Todos os grupos de orde&i possuem classes de nilgatia iguais al, isto &, €io
abelianos e portanto isomorfos4y ; x As 3. Os demais gruposi® todos nilpotentes
de classe.

(i) Para o Gnico grupo de orderfi?, o representante de classe duj@a = id, logo este
grupo de ordem @ximaé isomorfo ay(As; 3).
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O grupo G(H, K,5), H e K extendes deH e K

SejamH e K grupos possuindo subgrupos normaise N, respectivamente. Sejd um
transversal dé/ em H com1 € H e K um transversal d& em K com1 € K. Deste
modo podemos fazer a seguinte identificacao
H K

H=— K=4
ConsiderandoH| = |K| e |M| = |N|, tomemos bijecdes : H — K ea : M — N,
ambas fixando a identidade. Seja aindama bijecao entré/ e N (ndo necessariamente
fixando a identidade). Observe qile= {mh : m € M,h € H}e K = {nk:n € N,k €
K}. Obtemos assim uma bijecia H — K definida por

g m-—m" (2.1)
g : mh—m"h? seh#1,

Lema 2.41.0 grupoG(H, K, o) & isomorfo ao quociente d&é = G(H, K, &) pelo fecho
normal de(M, N) emG.

Teorema 2.42.Mantendo a nota&o prévia, suponha/, N centrais emH, K, respectiva-

mente e qué/(M, N, ) seja abeliano. ErditoV = (M, N)¢ & abeliano.

Coroléario 2.43. Suponha nas higeses do teorema acima qi#¢ = (m) e N = (n) sA0

ciclicos, cada um deles com ordem igual a um prim&nto V = (M, N)¢ & um p-grupo
abeliano elementar de posto n@wrimo|H | + 1.

Mais alguns casos particulares dé&7(H, o)

Teorema 2.44.SejamH, K grupos abelianos finitos de ordewre G = G(H, K, 0). Eno
0 grupoG/G” & nilpotente de classe ncaximon.

Teorema 2.45.SejaH = Ay ,, pimparec : H — H uma transposio. Enéio G(H, o)
€ um p-grupo com classe de nilpatia no naximo 3.

Observa@o 2.46.Parap = 2 o teorema acima podeao ser verdadeiro. De fato, o grupo
G(Aa4, (14,15)) calculado na Sep 2.3 possue classe de nil@otcia igual as.
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C2 - Observacodes sob o Delta de Dirac

Olimpio Hiroshi Miyagaki(UFJF)
Resumo

Sera introduzido o delta de Dirac, e motivando o estudo dssiBuicoes de
Schwartz. Faz-se Ilgumas observacoes historicas dasrnagyens da época tais como: Di-
rac, Schwartz, Hadamard etc. Finalmente conclui-se que del Dirac trata-se de uma
distribuicao. Serao apresentados algumas aplisacoe
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C3 - Cotas nas Universidades: Quantas? Para Quem?

Dani Gamermar{UFRJ)
Resumo

A crescente utilizagao do ENEM como meio de avaliaca@mteada nas uni-
versidades trouxe a atencao da sociedade brasileiraopasa da Teoria de Resposta ao
item (TRI). Mais recentemente, tem ganho forca a idéiaapreecdes precisam ser feitas
na avaliagcao baseada apenas no ENEM, para acomodar gteppsvilegiados. Sao as
chamadas cotas e propostas com varios matizes e mas/éed sido formuladas com os
mais variados niveis de sustentacao cientifica. Edeatpase propde a mostrar em uma
linguagem simples como esse problema deve ser abordadottogmvista cientifico. Ini-
cialmente serao apresentados os conceitos basicos d&®d®eriormente serao discutidas
algumas de suas extensoes. Através de uma generalidaceRI que é rotineiramente uti-
lizada, pode se entender que modificacdes precisam seporadas e de que forma se da o

efeito dessas mudancas.
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C4 - Regularity Results for Semimonotone Operators: an Extersf Minty’s Theorem

Rolando Garciga Otero(IMPA)
Resumo

We introduce the concept gksemimonotone point-to-set operators in Hilbert
spaces. This notion is symmetrical with respect to the gHph, as is the case for mo-
notonicity, but not for other related notions, like e.g. bgmnotonicity, of which our new
class is a relaxation. We give a necessary conditiopfeemimonotonicity of” in terms of
Lispchitz continuity of{T" + p~11]~! and a sufficient condition related to expansivitylaf
We also establish surjectivity results for maxirpegemimonotone operators. This is a work

joint Alfredo lusem.
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C5- Um Teorema de Lagrange, a Exponencial Complexa e o PlanaBEno
como um Parabol6ide no Cone de Luz

Ruy Tojeiro de Figueiredo JuniqiJFSCar)

Resumo

Em 1779 (1), Lagrange resolveu o problema de determinarstodanapas con-
formes da Terra com a propriedade de que os meridianos (alejus) sejam representados
por circulos ou retas. Um passo importante na soluc@oaeterizar os pares de familias de
circulos ou retas tais que cada elemento de uma delasgonetba todos os elementos da
outra. Nesta palestra, usaremos o teorema de Lagrange coenmativagao para discutir
aplicacOes conformes, veremos como a exponencial camplgarece naturalmente em sua
solucao e introduziremos o modelo do plano Euclidianoacom paraboléide no cone de
luz do espaco de Lorentz, com o qual obteremos de uma maiajpées a caracterizacao de

familias ortogonais de circulos ou retas necessariardstracado do Teorema de Lagrange.
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C6 - CaminhoOtimos para Veiculos Autbnomos

Nancy Lopes Garci@UNICAMP)
Resumo

Nosso objetivo € encontrar automaticamente o menor can@ntre dois pontos
A e B quando a estrada & povoada de obstaculos. Um mésmdpanameétrico penalizado é
utilizado tanto quando os obstaculos sao vistos penfigitie como quando estao sujeitos a
erros de medicao.
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C7 - Teoria de Ramsey

Irene Naomi Nakaok8JEM)

Resumo

A teoria de Ramsey &, atualmente, um dos ramos mais impestda combi-
natoria e teve seu inicio em 1930 com o trabalwa problemin formal logic do ma-

tematico, filosolo e economista Frank P. Ramsey. Ela trgeeguestdes do tipo:

Dado um conjunt®’ que tem uma propriedade, & verdade que sempre que
S € particionado em um numero finito de subconjuntos, um dbsajuntos

deve também ter a propriedaé®

O resultado mais simples da teoria de Ramseyp#Brwipio dacasadospombos

(PCP), também conhecido como principio das gavetas dehlzit, 0 quakstabelece que

Se mais que pombos sao colocados etrgaiolas, entao pelo menos uma
gaiola deve conter pelo menos dois pombos.

Nesta palestra, serao apresentadas algumas aplicdg@SP e introduzida a
teoria de Ramsey, bem como algumas de suas aplicagoes.
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C8 - Solucgdes Estacionarias de Fluidos Incompressoagisuma Lei de Poténcia
para a Viscosidade, em Dominios com Fronteiras llimitadas

Marcelo Martins dos Santd®JNICAMP)
Resumo

Falaremos sobre o modelo estacionario para fluidos incesspreis com a vis-
D(u)[P~2, onde|D(u)[P2 € a

taxa de cisalhamento. Discutiremos a solugao de Amicé pgroblema conhecido como

cosidade: dada pela lei de Ostwald-De Waele, ou sgja;

“problema de Leray”, para fluidos newtonianos, istpé= 2, e a versao modificada do
problema de Leray devido a Ladyzhenskaya e Solonikov. Emdagnos restringiremos ao
casop > 2 (“shear thickening fluids”) e apresentaremos um resultasmceem colaboracao
com Gilberlandio J. Dias (UNIFAP, Universidade Federahdoapa e IMECC-UNICAMP),

o qual generaliza o teorema Ladyzhenskaya-Solonikovapar 2.
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3.2 Minicursos

MC3 - Teoria das Ciéncias e Pensamento Livre

Ole Peter SmitfUFG)
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MC3 - Teoria das Ciéncias e Pensamento Livre

Ole Peter SmitfUFG)

Resumo

Abordamos os conceitos, raciocinios e métodos basicasim de todas as
ciéncias, expondo exemplos de varias areas de conhattiméntroduzindo Pensamento
Livre, tentamos definir o conceito liberdade em suas vdna®mas: individual e social,

levando-nos a uma observacgao sobre as sociedades humanas
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3.3 Ses8es Tecnicas

ST5- Método de ponto proximal para otimiza¢ao convexa
liton Ferreira de Meneze@JFG)

ST7 - Método de ponto Proximal para uma classe de funcOesajisfazem a desigualdade
de Lojasiewicz

Jo< Henrique Amara(UFG)
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ST5- Método de ponto proximal para otimiza¢ao convexa

liton Ferreira de Meneze@JFG)

Resumo

Neste trabalho & apresentado o0 método de ponto proxinicddp a minimizacao
irrestrita de fungdes convexas nao necessariamewrt@ediiveis. A boa definicao da sequéncia
gerada pelo método de ponto proximal & garantida. Alessode provado a convergéncia to-
tal da sequéncia a um minimizador global do problema emtgoes
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ST7- Método de ponto Proximal para uma classe de fun¢desajisfazem a desigualdade
de Lojasiewicz

Jo< Henrique Amara(UFG)
Resumo

Neste trabalho & apresentado o método de ponto proxiriehdp a minimizacao
irrestrita de fungbes nao necessariamente difereaigaue satisfazem a desigualdade de
Lojasiewicz. Além disso, seguindo a ideia original de Istggavicz, &€ apresentado a con-
vergéncia total da sequéncia gerada pelo método de pomtonal (quando esta € limitada)
a algum ponto critico generalizado.
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