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MC7 - Cadeias de Markov e Aplicações

Valdivino Vargas J́unior (UFG)

Resumo

Uma Cadeia de Markov é um tipo especial de processo estocástico que possui a chamada

propriedade markoviana. Um processo estocástico tem a propriedade markoviana se os esta-

dos anteriores do processo são irrelevantes para a predição dos estados seguintes, desde que

o estado atual seja conhecido. Os primeiros resultados paraestes processos foram obtidos

por Andrey Markov em 1906. Nos últimos anos, Cadeias de Markov tem sido amplamente

estudadas e utilizadas nas mais variadas áreas do conhecimento. As aplicações mais básicas

encontradas em livros introdutórios incluem probabilidades associadas jogos, evolução de

populações e resultados sobre teoria de filas. Em geral, encontra-se aplicações de Cadeias

de Markov em modelos epidêmicos, processos de migração,estudos sobre o DNA, modelos

de gerenciamento de recursos, modelos para processos de decisão, modelo para difusão de

informação, dentre outros.

Neste trabalho apresentamos conceitos elementares de Cadeias de Markov e di-

versas aplicações do uso de seus conceitos. Consideramosproblemas envolvendo passeios

aleatórios, processos de ramificação, teoria de filas etc.

Introduç ão

Um processo estocástico representa um sistema na qual o estado muda ao longo do tempo

de forma aleatória. Podemos pensar um processo estocástico como uma famı́lia de variáveis

aleatórias indexadas por elementost que pertencem a um determinado conjuntoT , muitas

vezes interpretados como o tempo. SeT é discreto temos um processo estocástico a tempo

discreto. SeT é contı́nuo temos um processo estocástico a tempo contı́nuo. Representamos

um processo estocástico por{Xt}t∈T . As variáveisXt possuem possı́veis valores num con-

juntoE chamado conjunto de estados ou espaço de estados. Este podeser continuo ou dis-
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creto. QuandoXt = i diz-se que o processo está no estadoi no instante de tempot. Quando

temos um processo a tempo discreto, é comum utilizar a notac¸ão{Xn, n = 0, 1, 2, · · · } para

processo estocástico. Nesse caso, usamos a notaçãoXn no lugar deXt.

Exemplo 1.1. (Jogo de Azar) Considere a seguinte situação hipot́etica. Um jogador entra

em um cassino comk reais em dinheiro para “tentar a sorte”. Admita que ele participa de

um jogo que consiste de apostas independentes. Em cada aposta um dado honestóe lançado,

se sai a facéımpari ele recebei reais. Caso saia a face parj ele perdej reais. Defina como

Xi a variável a aleat́oria que representa o ganho do jogador na i-ésima jogada. Neste caso,

o capital acumulado pelo jogador, digamosSn, é dado por

Sn = S0 +

n∑

i=1

Xi, n ≥ 1.

ondeS0 = k. Nesse caso, o processo{Sn}n≥0 é um processo estocástico a tempo discreto

com espaço de estados discreto.

Exemplo 1.2. (Fila M/M/1)

Suponha que clientes chegam a uma estação de serviço com uḿunico servidor (́unico aten-

dente) de acordo com um processo de Poisson de taxaλ. Ou seja, o tempo entre sucessivas

chegadas s̃ao variáveis aleat́orias exponenciais independentes com média 1
λ
. Na chegada,

cada cliente seŕa atendido imediatamente se o servidor estiver livre. Caso contrário,ele vai

para uma fila de espera. Quando o servidor termina de servir a um cliente, o cliente deixa

o sistema e o pŕoximo cliente na fila, se existe algum, entra para o ser atendido. Os tempos

sucessivos de serviço são considerados variáveis aleat́orias exponencialmente distribuı́das

e independentes com média 1
µ
. Tal sistemáe conhecido como sistema de fila M/M/1. Se cha-

marmos deX(t) o número de clientes no sistema no instantet temos um processo estocástico

a tempo contı́nuo com espaço de estados discreto.

Exemplo 1.3. (Atividade seguradora)

O modelo cĺassico do risco na atividade seguradoraé um processo

U(t) = u+ ct− S(t),

ondeU(t) é o capital da seguradora no instantet (reserva de risco) ec é uma constante que

representa o pr̂emio por unidade de tempo, de forma quect seŕa o pr̂emio que recebeu a
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seguradora at́e o instantet. u é a reserva inicial da seguradora eS(t) representa o valor

total das indenizaç̃oes at́e o instante t,

S(t) =

Xt∑

n=1

Yn

onde{Yn}n≥1 é uma seqûencia de varíaveis aleat́orias ñao negativas que representam os

valores das indenizações individuais que deve pagar a seguradora ante a ocorrência de

sinistros e{Xt}t≥0 é um processo de Poisson homogêneo das ocorr̂encias das indenizações

até o instantet. O processo{Ut}t≥0 é um processo estocástico a tempo contı́nuo com espaço

de estados contı́nuo.

Uma Cadeia de Markov é um tipo especial de processo estocástico que possui a

chamada propriedade markoviana. Um processo estocásticotem a propriedade markoviana

se os estados anteriores do processo são irrelevantes paraa predição dos estados seguintes,

desde que o estado atual seja conhecido. Os primeiros resultados para estes processos foram

obtidos por Andrey Markov em 1906.

Nos últimos anos, Cadeias de Markov tem sido amplamente estudadas e utiliza-

das nas mais variadas áreas do conhecimento. As aplicações mais básicas encontradas em

livros introdutórios incluem probabilidades associadasjogos, evolução de populações e re-

sultados sobre teoria de filas. Em geral, encontra-se aplicações de Cadeias de Markov em

modelos epidêmicos, processos de migração, estudos sobre o DNA, modelos de gerencia-

mento de recursos, modelos para processos de decisão, modelo para difusão de informação,

dentre outros.

No exemplo da fila M/M/1 temos um processo markoviano a tempo contı́nuo.

O primeiro M significa que o processo de chegada é markoviano(Poisson) e o segundo é

devido ao serviço de distribuição ser exponencial (markoviano). O número 1 se refere ao

fato de haver um único servidor. Neste texto, consideraremos apenas Cadeias de Markov a

tempo discreto, isto é, cadeias com conjuntoT = {0, 1, 2, 3, · · · }.
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Definição

Seja o processo estocástico{Xn, n = 0, 1, 2, · · · } em tempo discreto. Supomos que as

variáveisXn assumem valores num conjuntoE finito ou infinito enumerável.

Definição 1.4.Xn é cadeia de Markov a tempo discreto se

P (Xn+1 = j|Xn = i, Xn−1 = in−1, · · · , X1 = i1, X0 = i0) = P (Xn+1 = j|Xn = i) = Pi,j

para qualquer escolha dos estadosj, i, in−1, · · · , i1, i0 e todo instanten.

Em uma Cadeia de Markov, o sı́mboloPi,j (probabilidade de passar de i para

j em um passo) é usado para representar a probabilidade (condicional) de que, dado que o

sistema esteja no estadoi em certo momento, venha a estar no estadoj no instante de tempo

seguinte. Em geral, asPi,j são chamadas probabilidades de transição da Cadeia de Markov.

De fato, podemos pensarPi,j como a probabilidade de ocorrer uma transição do estadoi para

o estadoj.

A definição dada diz que numa Cadeia de Markov a chance do processo estar no

instanten+1 no estadoj depende somente do estado do processo no instanten, isto é, inde-

pende de toda a história passada do processo (estadosX0, X1, · · · , Xn−1). Esta propriedade

chama-se propriedade markoviana.

Exemplo 1.5. (Jogo de Azar) Suponha um jogo no qual em cada aposta você perde um real

com probabilidade1 − p ou ganha um real com probabilidadep. Suponha ainda que você

decide parar de jogar se a sua fortuna atingir N reais e se ela atingir 0 reais o cassino ñao

deixa voĉe jogar mais. SejaXn o capital que voĉe tem depois den apostas. Claramente

é o capital corrente e o resultado do próximo sorteio que ir̃ao determinar a sua fortuna

depois da aposta seguinte. Qualquer que tenha sido a evolução da sua fortuna no passado

(ou seja, os valores deXn−1, Xn−2, ..., X0), para prever o pŕoximo estadoXn+1, é suficiente

conhecer a sua fortuna no presente(Xn). De fato, seXn = i, com0 < i < N , ent̃ao

independentemente dos valoresi0, ..., in−1, temos

P (Xn+1 = i+ 1|Xn = i, Xn−1 = in−1, ..., X0 = i0) = p

pois isso significa que se se você ganhar a apostan+ 1, a sua fortuna vai ser acrescentada

em um real e portantóe suficiente conhecer o valor da sua fortuna no presente. Em cada
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aposta a sua fortuna somente poderá aumentar ou diminuir em um real com uma chance

que ñao depende do ńumero de apostas que você fez. Em outras palavras, a probabilidade

condicional deste exemplo não depende den.

Teoria Elementar

Matriz de Transiç ão

Considere uma Cadeia de Markov com espaço de estadosE = {io, i1, · · · }. As proba-

bilidades de transição podem ser representadas atravésde uma matriz chamada matriz de

transição:

P n =




Pi0,i0 Pi0,i1 Pi0,i2 · · ·
Pi1,i0 pi1,i1 Pi1,i2 · · ·
: : :

. . .

Pin,i0 Pin,i1 Pin,i2 . . .

: : :
. . .




Claramente, uma matriz de transição satisfaz:

1. Pi,j ≥ 0

2.
∑

j∈E Pi,j = 1

Exemplo 1.6.No exemplo do jogo de azar seN = 4 ep = 0, 4 temos

P =




1 0 0 0 0

0, 6 0 0, 4 0 0

0 0, 6 0 0, 4 0

0 0 0, 6 0 0, 4

0 0 0 0 1



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Proposiç̃ao 1.7. Suponha uma Cadeia de Markov com distribuição inicial π0 e matriz de

transiç̃aoP = (Pi,j)i,j∈E. Sejami0, ..., in ∈ E. Temos:

P (X1 = i1, X2 = i2, ..., Xn = in | X0 = i0) = Pi0,i1Pi1,i2 · · ·Pin−1,in

Equações de Chapman-Kolmogorov

As equações de Chapman-Kolmogorov possibilitam o cálculo de probabilidades de transição

emn passos. Estas equações dizem que as probabilidades de transição den passos podem

ser obtidas, recursivamente, a partir das probabilidades de transição de uma etapa. Temos:

P
(n+m)
i,j =

∑

k∈E
P

(n)
i,k P

(m)
k,j para todosn,m ≥ 0, e todosi, j ∈ E

Assim, se a matriz de ordemn é P (n) = (P
(n)
i,j ) entãoP (n+m) = P (n).P (m).Por indução,

podemos escreverP (n) = P n.

Portanto, para uma Cadeia de Markov com espaço de estadosE = {io, i1, · · · }
as probabilidades de transição emn passos podem ser representadas através da matriz

P (n) =




P n
i0,i0

P n
i0,i1

P n
i0,i2

· · ·
P n
i1,i0

pni1,i1 P n
i1,i2

· · ·
: : :

. . .

P n
in,i0

P n
in,i1

P n
in,i2

. . .

: : :
. . .




ondeP n
ij ,ik

= P (Xm+n = ik|Xm = ij).

Exemplo 1.8.(Mobilidade Social) Conside a história de v́arias geraç̃oes de uma faḿılia que

ao longo do tempo tem somente um filho. Neste modelo simples, aobservaç̃ao da classe so-

cial (alta, ḿedia ou baixa) da faḿılia para cada geraç̃ao permitiria descrever sua evolução

social ao longo do tempo. Se tivermos uma sociedade compostapor faḿılias deste tipo,

podemos escolher ao acaso uma famı́lia e para cada geraç̃ao n chamar deXn a uma quan-

tidade que valeŕa 3 se a faḿılia for de classe alta, 2 se ela for de classe média e 1 se for

AnaisdaXXV Semanado IME/UFG 2011 - 8 -



Valdivino Vargas Júnior
Cadeias de Markov e Aplicações

de classe baixa. Desta forma, cadaXn seŕa uma varíavel aleat́oria e a sua evoluç̃ao ao

longo do tempo, permitirá tirar conclus̃oes sobre as mudanças na estrutura da sociedade.

Suponha que o processoXn é uma Cadeia de Markov com espaço de estadosE = {1, 2, 3}
cujas mudanças de classe social estão dadas pela seguinte matriz de transição:

P =




0, 70 0, 20 0, 10

0, 30 0, 50 0, 20

0, 20 0, 40 0, 40




a) Suponha que a faḿılia começa na classe ḿedia (estado 2) na geração 0. Qual a proba-

bilidade que a geraç̃ao 1 ascendàa classe alta (estado 3) e a geração 2 desça para a baixa

(estado 1)?

Soluç̃ao:

P (X1 = 3, X2 = 1 | X0 = 2) = P (X2 = 1 | X1 = 3)P (X1 = 3 | X0 = 2) = P2,3.P3,1

= 0, 2.0, 2 = 0, 04

b) Suponha de novo que a famı́lia começa na classe ḿedia (estado 2) na geração 0. Qual a

probabilidade que a geração 2 desça para a classe baixa (estado 1)?

Soluç̃ao:

P (X2 = 1 | X0 = 2) =

3∑

k=1

P (X1 = k,X2 = 1 | X0 = 2) =

3∑

k=1

P2,kPk,2

= 0, 3.0, 7 + 0, 5.0, 3 + 0, 2.0, 2 = 0, 4

Distribuiç ão Inicial

Definição 1.9.Sejaπ0 uma distribuiç̃ao de probabilidades no conjuntoE satisfazendo:

1. π0(i) ≥ 0 para todoi ∈ E,

2.
∑

j∈E π0(i) = 1

Dizemos queπ0 é a distribuiç̃ao inicial da cadeia se para todoi ∈ E temosP (X0 = i) =

π0(i). Em outras palavras, a distribuição inicial de uma cadeiáe a funç̃ao de probabilidade

do seu estado inicialX0.
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Note que

P (Xn = k) =
∑

i∈E
π0(i)P

(n)
i,k

Proposiç̃ao 1.10.Suponha uma Cadeia de Markov com distribuição inicial π0 e matriz de

transiç̃aoP = (Pi,j)i,j∈E. Sejami0, ..., in ∈ E. Temos:

P (X0 = i0, X1 = i1, X2 = i2, ..., Xn = in) = π0(i0)Pi0,i1Pi1,i2 · · ·Pin−1,in

Exemplo 1.11.Considere uma Cadeia de Markov com espaço de estadosE = {1, 2, 3} e

matriz de transiç̃ao dada por

P =




1
2

1
4

1
4

2
3

0 1
3

3
5

2
5

0




Suponha que a distribuição inicial da cadeiáe dada porπ0 = (0, 3 0, 3 0, 4).

a) CalculeP (X2 = 2, X1 = 3, X0 = 1).

b) CalculeP (X2 = 2).

Soluç̃ao:

a)P (X2 = 2, X1 = 3, X0 = 1) = π0(1)P1,3.P3,2 = 0, 3.0, 25.0, 4 = 0, 03

b) P (X2 = 2) =
∑3

i=1 π0(i)P
(2)
i,2 = π0(1)P

(2)
1,2 + π0(2)P

(2)
2,2 + π0(3)P

(2)
3,2

Mas

P
(2)
1,2 =

3∑

i=1

P1,kPk,2 = P1,1P1,2 + P1,2P2,2 + P1,3P3,2 =
1

2
.
1

4
+

1

4
.0 +

1

4
.
2

5
=

9

40

P
(2)
2,2 =

3∑

i=1

P2,kPk,2 = P2,1P1,2 + P2,2P2,2 + P2,3P3,2 =
2

3
.
1

4
+ 0.0 +

1

3
.
2

5
=

9

30

P
(2)
3,2 =

3∑

i=1

P3,kPk,2 = P3,1P1,2 + P3,2P2,2 + P3,3P3,2 =
3

5
.
1

4
+

2

5
.0 + 0.

2

5
=

3

20

Logo

P (X2 = 2) = 0.3.
9

40
+ 0.3.

9

30
+ 0.4.

3

20
=

87

400
= 0.2175.

Em geral, para uma Cadeia de Markov com espaço de estadosE = {i1, i2, · · · , ik}
se

P (n) = [P (Xn = i1) P (Xn = i2) · · · P (Xn = ik)]
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é um vetor contendo as marginais deXn então

P (n) = P (0).P n

onde

P (0) = [P (X0 = i1) P (X0 = i2) · · · P (X0 = ik)] = [π0(i1) π0(i2) · · · π0(ik)].

Distribuiç ão Assint́otica

Definição 1.12.A distribuiç̃ao π∞ seŕa a distribuiç̃ao assint́otica da cadeia{Xn}n≥0 se

satisfazer

lim
n→∞

P n
i,j = π∞(j) para todo j∈ E.

Exemplo 1.13.Telefone sem fio

(Problema extráıdo da prova da VI OLIMṔIADA IBEROAMERICANA DE MATEḾATICA

UNIVERSIT́ARIA, realizada em 8 DE NOVEMBRO DE 2003). Várias crianças est̃ao brin-

cando de telefone sem fio. A criançaC0 sussurra tr̂es palavras para a criançaC1 , que

sussurra o que ouviu para a criançaC2 e assim por diante até uma mensagem chegarà

criançaCn . Cada uma das tr̂es palavras tem exatamente uma ”gêmea”errada (por exem-

plo, as palavras raç̃ao e raz̃ao s̃ao ”gêmeas”poiśe muito f́acil confundi-las). Cada criança

(i+1) tem probabilidade1
2

de ouvir corretamente o que a criançai falou, tem1
6

de probabili-

dade de trocar a primeira palavra dita pela criançai pela sua ”ĝemea”, 1
6

de probabilidade

de trocar a segunda palavra e1
6

de probabilidade de trocar a terceira palavra (e portanto

nunca troca mais de uma palavra). Note que numa troca a mensagem pode ser acidental-

mente corrigida. Calcule a probabilidade de que a criançaCn ouça exatamente a mensagem

original. Qual é o valor dessa probabilidade quandon → ∞ ?

Soluç̃ao:

Sejama, b, c as tr̂es palavras ēa, b̄, c̄ suas ĝemeas. Construı́mos uma cadeia de Markov

com espaço de estadosE = {ai, i = 1, 2, 3 · · ·8}, ondea1 = (a, b, c), a2 = (ā, b, c), a3 =

(ā, b̄, c), a4 = (a, b̄, c), a5 = (a, b, c̄), a6 = (ā, b, c̄), a7 = (ā, b̄, c̄) e a8 = (a, b̄, c̄). Dáı temos
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a seguinte matriz de transição:

P =




1
2

1
6

0 1
6

1
6

0 0 0

1
6

1
2

1
6

0 0 1
6

0 0

0 1
6

1
2

1
6

0 0 1
6

0

1
6

0 1
6

1
2

1
6

0 0 1
6

1
6

0 0 0 1
2

1
6

0 1
6

0 1
6

0 0 1
6

1
2

1
6

0

0 0 1
6

0 0 1
6

1
2

1
6

0 0 0 1
6

1
6

0 1
6

1
2




Para obtermos a resposta do problema em questão calculamos a matrizP n. NestaP (n)(1, 1) =

P (Xn = a1 | X0 = a1) representa a probabilidade pedida. Realizando o cálculo, temos:

P (Xn = a1 | X0 = a1) =
1

8
+

1

8

(
1

3

)n

+
1

4

(
2

3

)n−1

.

Observe que no limite,

π∞(a1) = lim
n→∞

P (Xn = a1 | X0 = a1) =
1

8
.

Distribuiç ão Invariante

Definição 1.14. Toda distribuiç̃ao π seŕa chamada de distribuiç̃ao invariante da cadeia

{Xn}n≥0 se satisfazer ∑

i∈E
π(i)Pi,j = π(j), para todo j∈ E.

Observe que, seE é finito podemos obter a distribuição invariante resolvendo o

sistema 



πP = π ;
∑

i∈E π(i) = 1 .

Proposiç̃ao 1.15.Para um distribuiç̃ao invariante s̃ao v́alidas as afirmaç̃oes:

i) Para todoj ∈ E en ≥ 1 temos que

∑

i∈E
π(i)P

(n)
i,j = π(j).
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ii) Seπ é a distribuiç̃ao inicial da Cadeia ent̃ao para todon ≥ 1, temos que

P (Xn = i) = π(i).

Intuitivamente falando, se a cadeia começa com a distribuição invariante então a

distribuição em todos os instantes será a mesma (daı́ o nome de distribuição invariante).

Proposiç̃ao 1.16.Seja{Xn}n≥0 uma Cadeia de Markov com matriz de transiçãoP e com

distribuição assint́oticaπ∞. Ent̃aoπ∞ é aúnica distribuiç̃ao invariante da cadeia.

Exemplo 1.17.Considere uma Cadeia de Markov com a seguinte matriz de transição:

P =




0 1
2

1
2

1 0 0

1 0 0




Nesse caso, a distribuição invariante existe e corresponde a

π =
(

1
2

1
4

1
4

)

O limite deP n quandon → ∞ não existe poisP 2n+1 = P e P 2n = P 2, dessa maneira ñao

existe distribuiç̃ao assint́otica.

Exemplo 1.18.(Cadeia de Ehrenfest)

Suponha que o total de bolas contidas em duas urnasé 3. A cada instante de tempon,

pegamos uma bola da primeira urna e a colocamos na segunda ou vice-versa. SejaXn a

quantidade de bolas na primeira urna. Claramente,Xn é uma cadeia de Markov com espaço

de estadosE = {0, 1, 2, 3} e matriz de transiç̃ao

P =




1 0 0 0

1
3

0 2
3

0

0 2
3

0 1
3

0 0 1 0




Nesse caso, a distribuição invariante existe e corresponde a

π =
(

1
8

3
8

3
8

1
8

)

Note queπ ∼ Binomial (3,1
2
).
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Classificaç̃ao dos estados de uma Cadeia de Markov

Definição 1.19.(Estado acessı́vel)

Um estadoj é acesśıvel a partir do estadoi, se existen ≥ 0 tal queP n
i,j >0. Em outras

palavras, se for possı́vel atingir o estadoj partindo do estadoi, ent̃ao j é dito acesśıvel a

partir de i. Admitimos que, qualquer estadoi é acesśıvel a partir dele pŕoprio.

Definição 1.20.(Estados comunićaveis)

Dizemos que dois estados se comunicam caso cada um for acessı́vel a partir do outro. A

relação de comunicaç̃ao no espaço de estadosé uma relaç̃ao de equival̂encia. De fato, ela

satisfaz as seguintes condições:

i) (Reflexiva) Qualquer estadoi se comunica com ele mesmo:(i ↔ i), poisP 0
i,i = 1.

ii) (Simétrica) Se o estadoi se comunica com o estadoj, o estadoj se comunica com o

estadoi: (i ↔ j) ⇒ (j ↔ i) .

iii) (Transitiva) Se o estadoi se comunica com o estadoj, e o estadoj comunica com o

estadok, ent̃ao o estadoi comunica com o estadok: (i ↔ j) e (j ↔ k) ⇒ (i ↔ k) .

Definição 1.21.(Estado ñao essencial)

Um estadoi ∈ E é ñao essencial se existe um instanten e j ∈ E tais queP n
i,j >0 ePm

j,i =0

para todom natural. Caso contŕario, temos um estado essencial.

Definição 1.22.(Estado recorrente e transiente)

Sejafi a probabilidade de que iniciando no estadoi a cadeia de MarkovXn volte a este

estado. Ent̃aofi = P(existe n> 0 tal queXn= i | X0 = i).

Sefi = 1 o estadóe chamado recorrente, já sefi < 1 o estadóe chamado transiente.

Proposiç̃ao 1.23.O estadoi é

recorrente se
∑∞

n=1 P
(n)
i,i = ∞ e

transiente se
∑∞

n=1 P
(n)
i,i < ∞.

Definição 1.24.(Estado absorvente)

Um estadoi é absorvente se uma vez adentrado nele, a cadeia jamais o deixa, istoé,

Pi,j =




1, se j = i

0, caso contŕario
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Em particular, todo estado absorvente é recorrente.

Definição 1.25.Um conjunto de estados de uma Cadeia de Markov formam uma classeC,

se quaisquer dois estados desse conjunto se comuniquem, e quaisquer dois estados comu-

nicáveis de cadeia pertencem a mesma classe. Desse modo, se existe duas classes para uma

Cadeia de Markov, então elas s̃ao disjuntas (C1 ∩ C2 = ∅) ou idênticas (C1 ≡ C2).

Exemplo 1.26.Considere uma Cadeia de Markov com espaço de estadosE = {1, 2, 3, 4, 5}
e matriz de transiç̃ao dada por

P =




1 0 0 0 0

1
2

1
2

0 0 0

0 0 1
4

1
4

2
4

0 0 3
7

2
7

2
7

0 0 1
5

1
5

3
5




O estado1 é absorvente,2 é transiente,1, 3, 4 e 5 são recorrentes. Temos três classes:

C1 = {1}, C2 = {2} eC3 = {3, 4, 5}.

Definição 1.27.Cadeia Irredut́ıvel

Uma Cadeia de MarkovXn é irredut́ıvel se todos os estados formam apenas uma classe.

Definição 1.28.Peŕıodo de um estado

Um estadoi tem peŕıodo d seP (n)
ii = 0 se e somente sen não se divided. Um estadóe

chamado aperíodico sed = 1.

Exemplo 1.29.Considere uma Cadeia de Markov com espaço de estadosE = {1, 2, 3} e a

seguinte matriz de transição:

P =




0 1
2

1
2

1 0 0

1 0 0




Nesse caso, os estados1, 2 e3 tem peŕıodo2.

Definição 1.30.SejaTi o tempo de retorno do estadoi. Se o estadoi é recorrente, ent̃ao

ele é chamado recorrente positivo,se E(Ti)< ∞. Um estadóe erǵodico se for apeŕıodico e

recorrente positivo.
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Teorema 1.31.Teorema b́asico de converĝencia

Se uma Cadeia de Markov{Xn}n≥0 com distribuiç̃ao invarianteπ for irredut́ıvel e aperíodica

ent̃aoπ seŕa a sua distribuiç̃ao assint́otica.

Exemplo 1.32.No exemplo do Telefone sem fio poderı́amos ter obtido a distribuiç̃ao as-

sintótica simplesmente calculando a distribuição invariante. A marginalπ(i), i ∈ E da

distribuição invariante para uma Cadeia de Markov a tempo discreto podeser interpretada

ainda como a proporç̃ao do tempo que o processo permanece no estadoi. Assim, no pro-

blema do Telefone sem fio pode-se dizer que para uma quantidade grande de crianças (n

grande) a proporç̃ao de crianças que ouvem exatamente a mensagem originalé 1
8
.

Passeios Aleat́orios

Apresentamos agora um dos processos markovianos mais famosos, o chamado passeio aleatório.

Estes são a formalização matemática de uma trajetória(de uma partı́cula, digamos) a partir

de uma sequência de passos dados de forma aleatória. Diversas áreas do conhecimento como

estatı́stica, economia, computação, eletricidade, ecologia, quı́mica, dentre outras fazem uso

de resultados oriundos desse majestoso modelo.

Definição 1.33.SejamX1, X2, · · · variáveis aleat́orias independentes e identicamente dis-

tribuı́das tal que E| Xi |< ∞. Seja S0 = C e

Sn = S0 +
n∑

i=1

Xi, n ≥ 1.

O processo{Sn, n ≥ 0} é chamado Passeio Aleatório.

Observe que nesse caso,

Pi,j = P (Sn+1 = j|Sn = i) = P (Xn+1 = j − i).

Exemplo 1.34.SejamX1, X2, · · · variáveis aleat́orias independentes e identicamente dis-

tribuı́das tal que

P(Xi = 1) = p e P(Xi = −1) = 1− p = q.

Temos um passeio aleatório simples. Se além disso, p = q temos um passeio aleatório simples

simétrico.
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Para um passeio aleatório simples:

P (Sn+1 = i+ 1|Sn = i) = P (Xn+1 = 1) = p = 1− P (Sn+1 = i− 1|Sn = i).

O problema da ruı́na do jogador

Considere a seguinte situação hipotética. Um jogador entra em um cassino comk reais em

dinheiro para “tentar a sorte”. Admita que ele participa de um jogo que consiste de apostas

independentes. Em cada aposta ele recebe um real em caso de vitória e caso contrário perde

um real. A chance de vitória em cada aposta ép e consequentemente de derrota1 − p = q.

Admita que os recursos do cassino são ilimitados, isto é, por mais sorte que o jogador tenha,

não consegue “quebrar a banca”. Suponha que ele jogue indefinidamente, apenas parando

em caso de ficar sem dinheiro. Uma questão interessante é saber qual é a probabilidade

do jogador em algum momento ficar sem dinheiro. Nesta dinâmica, o capital acumulado

pelo jogador ao longo das apostas pode ser visto como um passeio aleatório. Nesse caso, a

variável aleatória Xi representa o ganho do jogador na i-ésima jogada. Vamos mostrar que

mesmo estando em um“cassino justo”(isto é,p = 0.5), com probabilidade 1, o jogador fica

sem dinheiro em algum momento. Este problema é conhecido como ruı́na do jogador.

Demonstraç̃ao. Sejahi = Pi(acertar 0). Entãoh é a solução minimal não negativa de

h0 = 1

hi =
1

2
hi+1 +

1

2
hi−1 para i=1,2,...

Essa relação de recorrência tem solução geral

hi = A+Bi

Mas a restrição0 ≤ hi ≤ 1 força B = 0. Assim,hi = 0 para todoi e temos então o resultado

desejado.

Processos de Ramificaç̃ao

Outro grupo de processos markovianos importantes é o dos processos de ramificação. Estes

foram inicialmente estudados por Galton e Watson. O objetivo era investigar o problema da
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extinção de sobrenomes, ou seja, analisar a ocorrência da extinção do nome da famı́lia.

Atualmente, podemos encontrar aplicações de processos de ramificação em di-

versas áreas do conhecimento incluindo Fı́sica, Biologia, Medicina, Economia e Computação.

Definição 1.35.Considere uma Cadeia de Markov{Xn}n≥0 comX0 = k e

Xn =

Xn−1∑

i=1

Zi

onde asZi são variáveis aleat́orias independentes e identicamente distribuı́das.{Xn}n≥0 é

chamado processo de ramificação.

Podemos pensarX0 como o número de indivı́duos iniciais na população. Todos

os descendentes destes indivı́duos formam a primeira gerac¸ão e seu número é denotado por

X1. Em geral,Xn é o tamanho da n-ésima geração. Na definição acima,Zi representa o

número de descendentes do i-ésimo indivı́duo da geração n− 1.

Pi,j = P (Xn+1 = j|Xn = i) = P

(
i∑

r=1

Zr = j

)

Proposiç̃ao 1.36.Suponha queX0 = 1. Então E[Xn] = µn, ondeµ é o ńumero ḿedio de

descendentes por indivı́duo.

Demonstraç̃ao.

E[Xn] = E[E[Xn | Xn−1]] = µE[Xn−1] = µE[E[Xn−1 | Xn−2]] = µE[Xn−2] = · · · = µn.

Note que:

Seµ < 1 : E[Xn] converge para zero.

Seµ = 1 : E[Xn] é constante e igual a 1.

Seµ > 1 : E[Xn] diverge para infinito.

Sejaπ a probabilidade de extinção de um processo de ramificação, isto é,

π = P(Xn = 0 para algum n).
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Teorema 1.37.Suponha que P(X1 = 0) > 0 e P(X1 = 0) + P(X1 = 1) < 1. Ent̃ao

i) π é o menor ńumero positivo satisfazendo

x =
∑

j

xjP (X1 = j)

ou seja, o menor ńumero inteiro positivo satisfazendox = GX1
(x), ondeGX1

é a funç̃ao

geradora de probabilidade deX1.

ii) π= 1 se e somente seµ ≤ 1.

Conclus̃ao

Pesquisas Recentes

Como já foi mencionado, processos markovianos estão envolvidos em estudos nas mais va-

riadas áreas do conhecimento. A tı́tulo de exemplo apresentaremos dois problemas que tem

sido amplamente estudados recentemente e que fazem uso de processos markovianos.

Problema 1

Suponha que inicialmente um único elemento de uma população possui uma informação.

Este repassa a informação para uma quantidade aleatóriade vizinhos e depois deixa de fazer

isso. Cada indivı́duo ao receber a informação repete estemesmo processo. Aqui algumas

perguntas surgem: Que proporção da população toma conhecimento da informação ? Qual

é a velocidade com que a informação se espalha ? Se a população é infinita existe probabili-

dade deste processo ocorrer indefinidamente sempre existindo algum indivı́duo transmitindo

a informação ?

Problema 2

Considere um modelo para estudo da disseminação de vı́rusem redes de computadores.

Imagine uma sequência de computadores ligados em rede. No instante inicial um único

computador é infectado por um vı́rus o qual se movimenta aleatoriamente na rede infectando

computadores pelo caminho. Quando um ou mais vı́rus chegam aum computador, este é

infectado por um novo vı́rus que inicia a mesma dinâmica de movimentos. Ao ser infectado

cada computador ativa um antivı́rus que irá matar qualquervı́rus que ali saltar futuramente.
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Neste modelo algumas perguntas surgem: Numa população com infinitos computadores,

existe probabilidade de infinitos computadadores serem infectados? O que ocorre se criar-

mos um vı́rus forte capaz de sobreviver a um grande número decomputadores com antivı́rus?

Numa população finita, qual proporção de computadores ´e infectada pelo vı́rus?
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Resumo

Mostramos como podemos usar o programa de computação alg´ebrica Maxima e o pacote

GAAL, escrito pelo autor, no ensino de disciplinas de Matem´atica do ciclo básico de cursos

da área de Ciências Exatas, como Geometria Analı́tica,Álgebra Linear e Equações Diferen-

ciais.

Maxima é um programa para fazer cálculos matemáticos, manipulações simbólicas,

cálculos numéricos e gráficos. Podem ser escritas funç˜oes para executar tarefas mais com-

plexas. Existem algumas interfaces para o uso do Maxima. Aqui estamos usando a interface

chamada wxMaxima.

Introduç ão

Cada arquivo do wxMaxima é formado de células onde podem ser escritos blocos de coman-

dos. Cada célula tem um colchete á esquerda indicando ondecomeça e termina o bloco. Para

executar uma célula você deve clicar nele e digitar SHIFT-ENTER.

(%i1) / * Por exemplo para calcular a derivada da funç ão cos(x) * /

/ * Clique nesta c élula e digite SHIFT-ENTER. * /

diff(cos(x),x);

(%o1) − sin (x)

Maxima pode calcular integrais indefinidas
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(%i3) integrate( x/(1+xˆ2),x );

(%o3)
log (x2 + 1)

2

e integrais definidas.

(%i4) integrate( 1/(1+xˆ2), x, 0, 1 );

(%o4)
π

4

Podem ser calculados limites:

(%i5) limit( (2 * x+1)/(3 * x+2), x,inf );

limit( sin(3 * x)/x, x,0);

(%o5)
2

3
(%o6) 3

Maxima pode resolver equações e sistemas de equações:

(%i7) solve(xˆ2-5 * x+6 =0,x);

solve([x+y+z=5,3 * x-5 * y=10,y+2 * z=3],[x,y,z]);

(%o7) [x = 3, x = 2]

(%o8) [[x =
45

13
, y =

1

13
, z =

19

13
]]

Álgebra Linear

Matrizes podem ser criadas e manipuladas.

(%i9) A:matrix([1,2],[3,4]);

B:matrix([1,1],[1,1]);

(%o9)


1 2

3 4



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(%o10)


1 1

1 1




Matrizes podem ser somadas:

(%i13) A + B ;

(%o13)


2 3

4 5




multiplicadas:

(%i14) A . B ;

(%o14)


3 3

7 7




podemos elevar ao quadrado:

(%i15) Aˆˆ2;

(%o15)


 7 10

15 22




A inversa pode ser obtida:

(%i16) Aˆˆ-1;

(%o16)


−2 1

3
2

−1
2




Podemos calcular o determinante:

(%i17) determinant(matrix([a,b],[c,d]));

(%o17) a d− b c

Matrizes podem ser concatenadas lado a lado:

(%i18) C:addcol(A,B);

AnaisdaXXV Semanado IME/UFG 2011 - 23 -



Reginaldo de Jesus Santos
Uso do Maxima como Ferramenta no Ciclo Básico

(%o18)


1 2 1 1

3 4 1 1




Podemos eliminar colunas:

Por exemplo, o comando abaixo elimina as colunas 3 e 4 da matriz C

(%i19) submatrix(C,3,4);

(%o19)


1 2

3 4




Gráficos

Desenha o gráfico da funçãosin(x) parax no intervalo[−π, π] ey em [−1.5, 1.5].

(%i20) f:sin(x)$ a:-%pi$ b:%pi$ c:-1.5$ d:1.5$

(%i25) wxdraw2d(grid = true,

user_preamble = "set size ratio -1",

xrange = 1.1 * [a,b],yrange = 1.1 * [c,d],

line_type = solid,

head_length = 0.2,

head_angle = 15,

color = black,

label(["x",1.05 * b,0.08 * (d-c)]),

label(["y",0.05 * (b-a),d-0.02 * (d-c)]),

vector(1.1 * [a,0],1.1 * [b-a,0]),

vector(1.1 * [0,c],1.1 * [0,d-c]),

color = blue,

explicit(f, x, a,b)

)$
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(%t25)

Desenha o cı́rculox2 + y2 = 4 parax no intervalo[−5, 5] ey em[−3, 3].

(%i26) f:xˆ2+yˆ2$ a:-5$ b:5$ c:-3$ d:3$

(%i31) wxdraw2d(grid = true,

user_preamble = "set size ratio -1",

xrange = 1.1 * [a,b],yrange = 1.1 * [c,d],

line_type = solid,

head_length = 0.5,

head_angle = 15,

color = black,

label(["x",1.05 * b,0.08 * (d-c)]),

label(["y",0.05 * (b-a),d-0.02 * (d-c)]),

vector(1.1 * [a,0],1.1 * [b-a,0]),

vector(1.1 * [0,c],1.1 * [0,d-c]),

color = blue,

/ * ip_grid=[200,200], * /

implicit(f=4, x, a,b,y,c,d)

)$
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(%t31)

O Pacote GAAL

Escrevemos um pacote com várias funções para facilitar oestudo de Geometria Analı́tica e

Álgebra Linear. O comando abaixo carrega o pacote GAAL:

(%i32) load("C:/maxima/gaal.mac");

(%o32) C:/maxima/gaal.mac

Matrizes

(%i33) D:randi(1,3);

(%o33)
(
−3 −3 −1

)

cria uma matriz 1x3 aleatória com entradas entre -5 e 5.

(%i34) D:diag(D);

(%o34)




−3 0 0

0 −3 0

0 0 −1




cria uma matriz diagonal cujos elementos da diagonal estavam na matriz D.
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Vamos descobrir de1000 pares de matrizes aleatórias2× 2 quantos comutam.

(%i35) c:0$

for n:1 thru 1000 do

(A:randi(2), B:randi(2), if (A.B=B.A) then c:c+1)$

c;

(%o37) 2

TroqueA:randi(2) por A:diag(randi(1,2)) editando a célula anterior e assim a

matriz A será diagonal. Repita o comando com SHIFT-ENTER.

Sistemas Lineares

Vamos resolver um sistema linear que depende de um parâmetro:

(%i42) kill(a)$

A:matrix([1,2,1,3],[1,1,-1,2],[1,1,aˆ2-5,a]);

(%o43)




1 2 1 3

1 1 −1 2

1 1 a2 − 5 a




faz o escalonamento da matrizA passo a passo. Responda digitando 1 para continuar e 2

para parar e SHIFT-ENTER. Pare o escalonamento ao final da 2a.eliminação respondendo

com 2 e SHIFT-ENTER.

(%i44) B:escalona(A);




1 2 1 3

1 1 −1 2

1 1 a2 − 5 a




1a. eliminaç ão:

linha 2 --> linha 2 + (-1) * linha 1
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linha 3 --> linha 3 + (-1) * linha 1




1 2 1 3

0 −1 −2 −1

0 −1 a2 − 6 a− 3




Continua? (sim=1;/n ão=2;)1;

2a. eliminaç ão:

linha 2 --> -1 * linha 2




1 2 1 3

0 1 2 1

0 −1 a2 − 6 a− 3




Continua? (sim=1;/n ão=2;)1;

linha 1 --> linha 1 + (-2) * linha 2

linha 3 --> linha 3 + (1) * linha 2




1 0 −3 1

0 1 2 1

0 0 a2 − 4 a− 2




Continua? (sim=1;/n ão=2;)2;

(%o44)




1 0 −3 1

0 1 2 1

0 0 a2 − 4 a− 2




(%i45) / * substitui a por 2. * /

C:subst(a=2,B);

(%o45)




1 0 −3 1

0 1 2 1

0 0 0 0




A matrizC já está na forma escalonada reduzida.
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(%i46) / * substitui a por -2. * /

C:subst(a=-2,B);

(%o46)




1 0 −3 1

0 1 2 1

0 0 0 −4




A matrizC já está na forma escalonada reduzida.

Paraa 6= ±2 pode-se continuar a escalonar a matrizB

(%i47) C:escalona(B);




1 0 −3 1

0 1 2 1

0 0 a2 − 4 a− 2




3a. eliminaç ão:

linha 3 --> 1/(aˆ2-4) * linha 3



1 0 −3 1

0 1 2 1

0 0 1 a−2
a2−4




Continua? (sim=1;/n ão=2;)1;

linha 1 --> linha 1 + (3) * linha 3

linha 2 --> linha 2 + (-2) * linha 3



1 0 0 3 (a−2)
a2−4

+ 1

0 1 0 1− 2 (a−2)
a2−4

0 0 1 a−2
a2−4




Continua? (sim=1;/n ão=2;)1;

(%o47)




1 0 0 3 (a−2)
a2−4

+ 1

0 1 0 1− 2 (a−2)
a2−4

0 0 1 a−2
a2−4



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Simplificando o resultado

(%i48) C:ratsimp(C);

(%o48)




1 0 0 a+5
a+2

0 1 0 a
a+2

0 0 1 1
a+2



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Cônica que Passa por 5 Pontos

Vamos encontrar a curva dada implicitamente pela equação

ax2 + bxy + cy2 + dx+ ey + f = 0

que passa por 5 pontos.

(%i1) load("C:/maxima/gaal");

(%o1) C:/maxima/gaal.mac

cria uma matriz com entradas inteiras e aleatórias em que cada linha tem as coordenadas de

um ponto.

(%i2) P:randi(5,2);

(%o2)




−3 −3

−1 0

−1 −4

4 0

3 −2




gera uma matriz de Vandermond usando as colunas deP .

(%i3) A:matvand(P,2);

(%o3)




9 9 9 −3 −3 1

1 0 0 −1 0 1

1 4 16 −1 −4 1

16 0 0 4 0 1

9 −6 4 3 −2 1




escalona a matriz do sistemaAX = 0.

(%i4) S:escalona(A);
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(%o4)




1 0 0 0 0 1
4

0 1 0 0 0 −17
48

0 0 1 0 0 11
24

0 0 0 1 0 −3
4

0 0 0 0 1 71
48




obtémf(x, y) tal que a cônica de equaçãof(x, y) = 0 interpola os pontos.

(%i5) kill(x,y)$

f:poly2sym2(addrow(-col(S,6),[1]));

(%o6) − 11 y2

24
+

17 x y

48
− 71 y

48
− x2

4
+

3 x

4
+ 1

desenha o gráfico da cônicaf(x, y) = 0 que interpola os pontos que estão emP .
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(%i7) a:-5$ b:5$ c:-5$ d:5$

wxdraw2d(grid = true,

user_preamble = "set size ratio -1",

xrange = [a,b],yrange = [c,d],

line_type = solid,

head_length = 0.5,

head_angle = 15,

color = black,

label(["x",b-0.03 * (b-a),0.08 * (d-c)]),

label(["y",0.07 * (b-a),d-0.04 * (d-c)]),

vector([a,0],[b-a,0]),

vector([0,c],[0,d-c]),

color = blue,

implicit(f, x, -5,5, y, -5,5),

point_type = filled_circle,

point_size = 1,

color = red,

points(P)

)$

(%t11)
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Identificação de Ĉonicas

Exemplo

Vamos identificar a cônica de equação9x2 − 4xy + 6y2 − 30 = 0.

(%i1) kill(all)$

load("C:/maxima/gaal");

X:transpose([x,y])$ X1:transpose([x1,y1])$

(%o1) C:/maxima/gaal.mac

(%i4) A:matrix([9,-2],[-2,6]);

f:expand(transpose(X) . A . X -30);

(%o4)


 9 −2

−2 6




(%o5) 6 y2 − 4 x y + 9 x2 − 30

diagonaliza a matrizA, ou seja, encontra matrizesP (invertı́vel) eD (diagonal) tais que

A = PDP t.

(%i6) l:diagonal(A); P:l[1]$ D:l[2]$

(%o6) [




2√
5

1√
5

− 1√
5

2√
5


 ,


10 0

0 5


]

substituiX porPX1.

(%i9) f1:substi(f,X,P . X1);

(%o9) 5 y12 + 10 x12 − 30

desenha o gráfico da cônicaf(x, y) = 0.
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(%i10) a:-5$ b:5$ c:-5$ d:5$

wxdraw2d(grid = true,

user_preamble = "set size ratio -1",

xrange = [a,b],yrange = [c,d],

line_type = solid,

head_length = 0.5,

head_angle = 15,

color = black,

vector([a,0],[b-a,0]),

vector([0,c],[0,d-c]),

label(["x",b-0.03 * (b-a),0.08 * (d-c)]),

label(["y",0.07 * (b-a),d-0.04 * (d-c)]),

vector([0,0],[P[1,2],P[2,2]]),

vector([0,0],[P[1,1],P[2,1]]),

vector(-3 * [P[1,2],P[2,2]],6 * [P[1,2],P[2,2]]),

vector(-3 * [P[1,1],P[2,1]],6 * [P[1,1],P[2,1]]),

label(["x’",3.5 * P[1,1],3.5 * P[2,1]]),

label(["y’",3.5 * P[1,2],3.5 * P[2,2]]),

color = blue,

implicit(f, x, -5,5, y, -5,5)

)$

(%t14)
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Exemplo

Vamos identificar a cônica de equação9x2 + 6xy + y2 − 10
√
10x+ 10

√
10y + 90 = 0.

(%i15) A:matrix([9,3],[3,1]);

K:matrix([-10 * 10ˆ(1/2),10 * 10ˆ(1/2)]);

f:expand(transpose(X) . A . X + K . X + 90);

(%o15)


9 3

3 1




(%o16)
(
−10

3

2 10
3

2

)

(%o17) y2 + 6 x y + 10
3

2 y + 9 x2 − 10
3

2 x+ 90

(%i18) l:diagonal(A); P:l[1]$ D:l[2]$

(%o18) [




1√
10

3√
10

− 3√
10

1√
10


 ,


0 0

0 10


]

substituiX porPX1.

(%i21) f1:substi(f,X,P . X1);

(%o21) 10 y12 − 20 y1− 40 x1 + 90

substituix1 porx2 + 2.

(%i22) f2:substi(f1,x1,x2+2);

(%o22) 10 y12 − 20 y1− 40 x2 + 10

substituiy1 pory2 + 1.

(%i23) f2:substi(f2,y1,y2+1);

(%o23) 10 y22 − 40 x2

(%i24) X0:P. matrix([2],[1]);
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(%o24)




5√
10

− 5√
10



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(%i25) a:-5$ b:5$ c:-5$ d:5$

wxdraw2d(grid = true,

user_preamble = "set size ratio -1",

xrange = [a,b],yrange = [c,d],

line_type = solid,

head_length = 0.5,

head_angle = 15,

color = black,

vector([a,0],[b-a,0]),

vector([0,c],[0,d-c]),

label(["x",b-0.03 * (b-a),0.08 * (d-c)]),

label(["y",0.07 * (b-a),d-0.04 * (d-c)]),

vector([0,0],[P[1,2],P[2,2]]),

vector([0,0],[P[1,1],P[2,1]]),

vector(-3 * [P[1,2],P[2,2]],6 * [P[1,2],P[2,2]]),

vector(-3 * [P[1,1],P[2,1]],6 * [P[1,1],P[2,1]]),

label(["x’",3.5 * P[1,1],3.5 * P[2,1]]),

label(["y’",3.5 * P[1,2],3.5 * P[2,2]]),

vector([X0[1,1],X0[2,1]],[P[1,2],P[2,2]]),

vector([X0[1,1],X0[2,1]],[P[1,1],P[2,1]]),

vector(-3 * [P[1,2],P[2,2]]+[X0[1,1],X0[2,1]],

6* [P[1,2],P[2,2]]),

vector(-3 * [P[1,1],P[2,1]]+[X0[1,1],X0[2,1]],

6* [P[1,1],P[2,1]]),

label(["x’’",3.5 * P[1,1]+X0[1,1],3.5 * P[2,1]+X0[2,1]]),

label(["y’’",3.5 * P[1,2]+X0[1,1],3.5 * P[2,2]+X0[2,1]]),

color = blue,

implicit(f, x, -5,5, y, -5,5)

)$
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(%t29)
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Sistemas de Equaç̃oes Diferenciais ñao Homoĝeneos

Vamos encontrar a solução geral do sistema de equações diferenciais lineares




x′
1(t) = x1(t) + x2(t) + 2

x′
2(t) = x1(t) + x2(t) + 2t

(%i65) kill(all)$

load("C:/Maxima/gaal.mac");

(%o1) C:/Maxima/gaal.mac

(%i2) A:matrix([1,1],[1,1]); F:matrix([2],[2 * t]);

(%o2)


1 1

1 1




(%o3)


 2

2 t




Decompõe a matrizA na formaA = PDP−1

(%i4) l:jordand(A); P:l[1]$ D:l[2]$

(%o4) [


 1 1

−1 1


 ,


0 0

0 2


]

(%i7) G:(Pˆˆ-1).F;

(%o7)


1− t

t + 1




Encontra uma solução particular da equação diferencial y′1 = d11y1 + g11

(%i8) kill(y1)$

y1:rhs(ratsimp(ode2(’diff(y1,t)=D[1,1] * y1+G[1,1],y1,t)));

y1:subst(%c=0,y1);

(%o9) − t2 − 2 t− 2%c

2
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(%o10) − t2 − 2 t

2

Encontra uma solução particular da equação diferencial y′2 = d22y2 + g21

(%i11) kill(y2)$

y2:rhs(ratsimp(ode2(’diff(y2,t)=D[2,2] * y2+G[2,1],y2,t)));

y2:subst(%c=0,y2);

(%o12)
4%c e2 t − 2 t− 3

4

(%o13)
−2 t− 3

4

Uma solução particular do sistema é dada por

(%i14) Xp:ratsimp(P.matrix([y1],[y2]));

(%o14)


−2 t2−2 t+3

4

2 t2−6 t−3
4




A solução geral é então a soma da solução geral do sistema homogêneo com uma solução

particular do sistema não homogêneo

(%i15) doallmxops:false$

X:c[1] * %eˆ(D[1,1] * t) * col(P,1) +

c[2] * %eˆ(D[2,2] * t) * col(P,2)+Xp;

doallmxops:true$

(%o16)


−2 t2−2 t+3

4

2 t2−6 t−3
4


+ c2


1

1


 e2 t + c1


 1

−1



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MC16 - Introdução à Análise Bayesiana

Marta Cristina Bianchi & David Henriques(UFG)

Resumo

A informação sobre um parâmetro de interesseθ, em um modelo probabilı́stico, é crucial no

estudo da Estatı́stica. O objetivo em uma análise inferencial é tentar reduzir o desconheci-

mento sobre o verdadeiro valor deθ. Com o intuito de propor uma solução para esta questão,

a Inferência Bayesiana traz uma metodologia que trata a incerteza sobre o verdadeiro valor

deθ através de ummodelo probabiĺısticopara esse parâmetro.

Neste mini-curso será apresentada uma introdução a Inferência Bayesiana

confrontando-a à Inferência Clássica. Serão apresentados os fundamentos da teoria Bayesi-

ana, bem como alguns métodos inferenciais e computacionais inerentes a esta teoria.

Fundamentos da Teoria Bayesiana

Em inferência clássica, as inferências sobre o parâmetro de interesseθ, quantidade fixa e

desconhecida, provém exclusivamente de informação amostral, por meio da realização de

experimentos e respectivo modelo de verossimilhança. Poroutro lado, a Inferência Baye-

siana une a informação amostral ao conhecimento do pesquisador para realizar inferências

sobre o parâmetro de interesse.

A filosofia bayesiana incorpora a informaçãoa priori sobre o parâmetroθ, for-

mada por juı́zos ou experiências individuais do pesquisador anteriores à realização do expe-

rimento, à informação amostral advinda dos dados e função verossimilhança. A informação

a priori, anterior à informação amostral, é modelada por uma distribuição denominadaa

priori . Esta informação, quando atualizada pela informação amostral, é modelada por uma

distribuição denominadaa posteriori.

O principal fundamento da Inferência Bayesiana provém doTeorema de Bayes,
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resultado da Teoria de Probabilidade que atualiza probabilidades após o acontecimento de

um dado fenômeno.

Teorema 1: SejamA1, A2, ..., An eventos que formam uma partição do espaço

amostralΩ e B um evento qualquer deΩ. Então, temos

P (Ai|B) =
P (B|Ai)P (Ai)∑
i P (B|Ai)P (Ai)

.

Uma interpretação para este teorema consiste em considerar osAi, i = 1, ..., n

como ”causas”, ”hipóteses” ou ”estados” a que o pesquisador atribui graus de credibilidade

ou probabilidadesa priori P (Ai) de natureza subjetiva. Após a informação adicional - reali-

zação do acontecimento B - o investigador revê suas probabilidades a priori por meio do

Teorema de Bayes e passa a atribuir aosAi probabilidadesa posterioriP (Ai|B).

Considereh(θ) a distribuiçãoa priori de θ dada pelo pesquisador, ef(.|θ) a

verossi milhança do modelo amostral indexado porθ, o Teorema de Bayes para densidades

conduz à relação,

h(θ|x) = f(x|θ)h(θ)∫
Θ
f(x|θ)h(θ)dθ , θ ∈ Θ, (1.1)

sendoh(θ|x) a distribuiçãoa posterioride θ, após realizado o experimento e observada a

amostraX = x. Caso o espaço paramétrico seja discreto, temos:

h(θ|x) = f(x|θ)h(θ)∑
θ f(x|θ)h(θ)

, θ ∈ Θ. (1.2)

Como os denominadores nas equações (2.6) e (1.2) não dependem deθ, pode-se

reescrever a distribuição a posteriori da maneira a seguir

h(θ|x) = k(x)f(x|θ)h(θ) ∝ f(x|θ)h(θ), θ ∈ Θ.

Verifica-se então que a informaçãoa posterioriprovém de uma combinação entre

a informação amostral, representada pela verossimilhança, e a informação inicial do pesqui-

sador, representada pela distribuiçãoa priori.
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Assim como na inferência clássica, em inferência bayesiana o modelo normal

também possui importantes resultados. A seguir, dois desses resultados serão apresentados.

Teorema 2: Suponhaθ ∼ N(a, b2) eX|θ ∼ N(θ, σ2) comσ2 conhecido, então

a distribuição a posteriori deθ é (θ|X = x) ∼ N(A,B2) onde,

A =
1
b2
a+ 1

σ2x
1
b2
+ 1

σ2

e B2 =
1

1
b2
+ 1

σ2

.

Corolário 1: Considere uma amostra aleatória(X1, X2, ..., Xn) da distribuição

N(θ, σ2), σ2 conhecido, e como prioriθ ∼ N(a, b2), então como posteriori temosθ|x ∼
N(C,D2) onde

C =
b−2a + nσ−2x̄

b−2 + nσ−2
e D−2 = b−2 + nσ−2.

Os exemplos 1 e 2 ilustram casos em que a informação amostral é mais signifi-

cante que a informaçãoa priori. O terceiro exemplo ilustra o contrário, a significância da

priori frente os dados.

Exemplo 1:

Situação A: Um pesquisador deseja estudar proporção de fumantesθ. Suponha

que ele não disponha de qualquer informação inicial que lhe permita fazer distinção entre

os valores do intervalo[0, 1] paraθ. Neste caso, poderia-se tomar uma distribuiçãoa priori

uniforme,

h(θ) =





1, se θ ∈ [0, 1]

0, se θ /∈ [0, 1].

Considerando o número de fumantes, entre um grupo den indivı́duos, como a

variável aleatóriaX a ser observada, temos então para os dados o modelo binomialdado por:

f(x|θ) = Cn
x θx(1− θ)n−x, 0 ≤ θ ≤ 1, x ∈ {0, 1, 2, ..., n}.

AnaisdaXXV Semanado IME/UFG 2011 - 44 -



Marta Cristina Bianchi & David Henriques
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Observado o valorX = x, atualiza-se a informaçãoa priori por meio da distribuição

a posteriori,

h(θ|x) ∝ f(x|θ)h(θ) ∝ θx(1− θ)n−x, 0 ≤ θ ≤ 1,

sendo então, a menos de uma constante, a distribuiçãoBeta(x + 1, n− x+ 1).

Situação B: Considere agora que o pesquisador possui algumas informações so-

bre a verdadeira proporção de fumantesθ. Suponha que esta informação possa ser traduzida

através de uma distribuiçãoa priori assumindo o formato de umaBeta, com valor médio

da ordem de 0.4 e variância da ordem de 0.04. Desta forma temos θ ∼ Beta(2, 3). Logo, a

respectiva distribuição a posteriori, após observadoX = x, é calculada por,

h(θ|x) ∝ f(x|θ)h(θ) ∝ θx(1− θ)n−xθ(1− θ)2 = θx+1(1− θ)n−x+2,

sendo então, a menos de uma constante, a distribuiçãoBeta(x + 2, n− x+ 3).

As Figuras 1(a) e 1(b) apresentam respectivamente os gráficos das densidadesa

priori e a posteriorideθ nas situações A e B, quando observado 20% de fumantes em um

grupo de 10 pessoas. Observa-se que neste caso as diferentesinformaçõesa priori sobreθ,

após atualização pelos dados, conduzem à mesma informaçãoa posteriori, indicando que a

informação amostral é mais significante que a informaç˜aoa priori.

Exemplo 2:

Situação A: Dois fı́sicos,F1 eF2, desejam estudar uma constante fı́sicaθ através

de um método experimental que consiste em observar uma variável aleatóriaX ∼ N(θ, 402).

O fı́sicoF1 domina melhor a área em estudo e determina a prioriθ ∼ N(900, 202).

O fı́sicoF2 menos experiente indica a prioriθ ∼ N(800, 802).

Realizado o experimeto obtém-seX = 850. De acordo como Teorema 2, as

distribuições a posteriori são:

fı́sicoF1 : θ|X = 850 ∼ N(890, 17.92);

fı́sicoF2 : θ|X = 850 ∼ N(840, 35.72).

AnaisdaXXV Semanado IME/UFG 2011 - 45 -



Marta Cristina Bianchi & David Henriques
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Note que neste caso a diferença entre os conhecimentos a priori, apresentados

pelos fı́sicos, implicou em uma diferença a posteriori quando observado apenas um valor

amostral. Veja Figura 2(a).

Situação B:Suponha que do método experimental obtém-se uma amostra aleatória

de tamanhon = 50 sendo observadōx = 870. De acordo com o Corolário 1 as distribuições

a posterioripassam a ser:

fı́sicoF1 : θ|x̄ = 870 ∼ N(872.2, 5.442);

fı́sicoF2 : θ|x̄ = 870 ∼ N(869.7, 5.642).

Nesta situação, observando a Figura 2 (b), nota-se que a informação dos dois

fı́sicos após o experimento pouco diferem, mesmo sendo suas posições iniciais muito dife-

rentes. Este fato reflete a força dos dados frentea priori.

F2 com respectivas distribuições a posteriori; (b)Posterioris dos fı́sicosF1 eF2

ao observar a mesma amostra, tamanhon = 50.

Exemplo 3: Sejam duas amostras aleatórias de tamanhon = 5 da distribuição

normalN(θ, 62), observados̄x = 30 e x̄ = 70 na primeira e segunda amostra respectiva-

mente. Admitindo comopriori θ ∼ N(20, 52), conforme Corolário 1 temos como respecti-

vas posteriores:

θ|x̄ = 30 ∼ N(27.8, 2.42);

θ|x̄ = 70 ∼ N(58.8, 2.42).

Para este caso, observando a Figura 3(a) nota-se uma certa conformidade entre

distribuição a posteriori e verossimilhança, fato esteque implica em inferências ”similares”

tanto do ponto de vista clássico quanto bayesiano. No entanto, a distância entre informação

amostral (̄x = 70) e informação a priori (E(θ) = 20) destaca a possibilidade de um con-

flito entre a distribuição a posteriori e verossimilhança, ou seja, um conflito entre filosofias

bayesiana e clássica (Figura 3(b)).

A distribuição a posteriori é o elemento fundamental queserve de base ao de-

senvolvimento de toda a inferência bayesiana: é a descric¸ão do conhecimento corrente so-
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breθ obtido da quantificação da informaçãoa priori e informação amostral. A partir desta

distribuição definem-se as inferências sobre o parâmetro. Como introdução, a próxima seção

apresenta como serão definidos estimação e teste de hipótese do ponto de vista bayesiano.

Estimação e Testes de Hiṕotese Bayesianos

No cenário bayesiano a idéia de estimação pontual é tomar como estimativas pontos tı́picos

da distribuiçãoa posteriori. As estimativas mais usadas são a modaa posteriori, a médiaa

posteriorie a medianaa posterioridefinidas a seguir. Considereθ = (θ1, ..., θp):

• Modaa posteriori: θ̂ tal que

h(θ̂|x) = max
θ∈Θ

h(θ|x) = max
θ∈Θ

{h(θ)L(θ|x)};

• Médiaa posteriori: θ̂ = E[θ|x] sendo,

E[θi|x] =
∫

Θ

θih(θ|x)dθ, i = 1, ..., p;

• Medianaa posteriori: θ̂ = (θ̂1, ..., θ̂p) tal que

P (θi ≥ θ̂i|x) ≥ 0.5 e P (θi ≤ θ̂i|x) ≥ 0.5, i = 1, ..., p

A escolha de uma destas estimativas pode basear-se na relevˆancia de cada uma

dessas quantidades para o problema ou na facilidade de seu c´alculo. A relevância de cada

uma destas estimativas pode ser traduzida pela escolha de uma função perda adequada ao

problema. No contexto da teoria da decisão, analogamente `a inferência clássica, um esti-

mador bayesiano também é uma regra de decisão que minimiza o valor esperado de uma

determinada função perda, porém, em relação à distribuiçãoa posteriori.

Definição 1: Uma regra de decisãoδ é uma função definida no espaço amostral

Ω que assume valores em um espaço de açõesA, δ : Ω → A. A cada decisãoδ e possı́vel

valor deθ associa-se uma perdaL(δ, θ), desta forma definindo umafunç̃ao perdaL.

Definição 2: O risco, associado a uma função perdaL, de uma regra de decisão,

denotado porR(δ) é a perda esperadaa posterioridada poR(δ) = E[L(θ, δ)|x].
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Definição 3: O estimador de bayes é a regra de decisãoδ∗ que minimiza o risco,

ou seja,R(δ∗) < R(δ), ∀δ. O risco deδ∗ é denominadorisco de bayes..

Exemplo 4: Sejaδ1 = E[θ|x] e δ estimadores deθ. Calculemos o risco deδ

associado à função perda quadráticaL(δ, θ) = (δ − θ)2

R(δ) = E[(δ − θ)2|x] = E{[(δ − δ1) + (δ1 − θ)]2|x}
= E[(δ − δ1)

2|x] + E[(δ1 − θ)2|x] + 2E[(δ − δ1)(δ1 − θ)|x]
= (δ − δ1)

2 + E[(δ1 − θ)2|x] + 2(δ − δ1)E[(δ1 − θ)|x]
= (δ − δ1)

2 + E[(δ1 − θ)2|x] = (δ − δ1)
2 + V AR[θ|x]

Desta forma o risco é mı́nimo quandoδ = δ1, sendo o risco de bayesR(δ1) = V AR[θ|x].
Logo a média a posteriori minimiza o risco associado à func¸ão perda quadrática.

Também pode-se mostrar que a medianaa posteriorie modaa posteriorimini-

mizam, respectivamente, o risco associado às funções perda modular,L(θ, δ) = |θ − δ|, e

perda ”zero-um”,L(θ, δ) = limǫ→0 I|θ−δ|([ǫ,∞)) paraθ contı́nuo, e

L(θ, δ) =





1, se θ 6= δ

0, se θ = δ

paraθ discreto.

A principal restrição na estimação pontual bayesiana ´e o resumo de toda informação

presente na distribuiçãoa posterioriem um único valor numérico. Embora também se possa

especificar a precisão, incerteza de um estimador bayesiano pontual. Por exemplo, pode-se

quantificar a precisão da média a posteriori por sua variância ou coeficiente de variação, da

medianaa posterioripela distância entre quartis e da modaa posterioripela informação de

Fisher observada. Um resumo deh(θ|x) mais informativo do que qualquer estimativa pon-

tual pode ser obtido ao extrair uma regiãoC ⊂ Ω com grande probabilidadea posteriori, o

paralelo bayesiano da região de confiança.

Definição 4: C é uma região de(1− α), 0 < α < 1 de credibilidade paraθ se

P (θ ∈ C|x) ≥ 1− α
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sendo 1−α chamado de nı́vel de credibilidade ou confiança. No caso em queθ é

escalar,C é dado por um intervalo(c1(x), c2(x)).

Qualquer região de credibilidade é definida numericamente (não é aleatória) e

admite interpretação probabilı́stica direta em constraste com a interpretação da região de

confiança clássica.

Exemplo 5: Considere amostra aleatóriaX1, X2, ..., Xn da distribuiçãoN(θ, σ2), σ2

conhecido. Assumindo como prioriθ ∼ N(µ0, σ
2
0), então, pelo Teorema 2,

θ|x ∼ N(µ1, σ
2
1). Usando o fato que

θ − µ1

σ1

|x ∼ N(0, 1)

Pode-se obter um intervalo de credibilidade paraθ por

P (µ1 − zα/2σ1 ≤ θ ≤ µ1 + zα/2σ1|x) = 1− α

Logo (µ1 − zα/2σ1, µ1 + zα/2σ1) é um intervalo de credibilidade 1−α paraθ.

Fazer a variância da priori tender a infinito é uma forma de tornar a distribuição

a priori não informativa, ou seja reduzir ao máximo a informação inicial sobreθ, valorizando

somente a informação amostral na distribuição a posteriori. Desta forma, note que ao fazer

σ2
0 → ∞, pelo Corolário 1, temosσ−2

1 → nσ−2 eµ1 → x̄, ou seja, a distribuiçãoa posteri-

ori coincide com a distribuição amostral, implicando que as inferências sobreθ clássicas e

bayesianas coincidem, inclusive o intervalo de confiança

(x̄− zα/2σ/
√
n, x̄+ zα/2σ/

√
n)

porém, do ponto de vista bayesiano a interpretação do intervalo é uma afirmação

probabilı́stica sobreθ.

Dada a infinidade de regiões de credibilidade com o mesmo grau de credibilidade

1−α há o interesse em selecionar aquela que englobe todos os valores deθ mais credı́veisa

posteriori, de modo que
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h(θ1|x) ≥ h(θ2|x), ∀θ1 ∈ C, θ2 /∈ C

.

Deste interesse, pretende-se então obter a região HPD (highest probability den-

sity).

Definição 5: Um intervalo de credibilidadeC de(1 − α), 0 < α < 1 paraθ é

de máxima densidade a posteriori, ou HPD, seC = {θ ∈ Θ : h(θ|x) ≥ k(α)} ondek(α) é a

maior constante tal queP (θ ∈ C|x) ≥ 1− α.

Note que pela definição, no caso de distribuições a posteriori com duas caudas,

por exemplo a distribuição normal, o intervalo HPD é idêntico ao intervalo de credibilidade

central.

O problema de testarH0 : θ ∈ Θ0 contraH1 : θ ∈ Θ1 no contexto bayesiano é

também conceitualmente mais simples que no contexto clássico: consiste em calcular pro-

babilidades a posterioriP (H0|x) eP (H1|x) e optar por uma das hipóteses segundo algum

critério que traduza uma grandeza relativa entre elas.

Com o objetivo de medir a influência da amostrax na alteração da credibilidade

relativa deH0 eH1 contrapõe-se a razãoa posteriorià respeciva razão de probabilidadesa

priori das hipóteses. A razão destas razões dada por

B(x) =

P (H0|x)
P (H1|x)
P (H0)
P (H1)

é denominadafator de Bayes.Em geral, um valor de fator de Bayes entre um e

dez, 1≤ B(x) ≤ 10, fornece evidência a favor deH0; entre dez e cem, 10≤ B(x) ≤ 100,

fornece forte evidência a favor deH0; e fator de bayes com valor maior que cem,

B(x) > 100, fornece evidência decisiva a favor deH0. A utilização do fator de Bayes torna-

se problemática e inviável quando trabalha-se com prioris impróprias ou desconhe-se, sendo

de difı́cil obtenção, a constante de normalização da posteriori.

Em um teste de hipótese simplesH0 : θ = θ0 contraH1 : θ 6= θ1, no caso em

queθ é contı́nuo o procedimento de teste de hipótese utilizando o fator de Bayes torna-se
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inadequado uma vez queP (θ = θ0) = P (θ = θ0|x) = 0. Mas ainda pode-se calcular o

fator de Bayes, representando o valorθ0 como uma bola centrada emθ0, Vǫ(θ0), com raioǫ

escolhido de modo que os pontos interiores a bola sejam praticamente indistinguı́veis deθ0

a posteriori. Transformando então o teste paraH0 : θ ∈ Vǫ(θ0) contraH1 : θ /∈ Vǫ(θ0).

Existe outro método menos complexo para lidar com teste de hipótese simples

que é análogo a construção de teste de hipótese em inferência clássica a partir da inversão

de intervalos de confiança. Este método consiste em construir uma região de credibilidade

(1 − α) paraθ, de preferência HPD, e tomar a decisão de rejeitarH0 ao nı́velα se ela não

incluir θ0.

Continuação Exemplo 5: A hipóteseH0 : θ = θ0 não é rejeitada seθ0 per-

tence ao intervalo,(µ1 − zα/2σ1, µ1 + zα/2σ1). No caso de não informação na priori, te-

mosσ1 → σ/
√
n e µ1 → x̄, e a hipóteseH0 não é rejeitada seθ0 pertence ao intervalo

(x̄− zα/2σ/
√
n, x̄+ zα/2σ/

√
n) coincidindo com o teste clássico.

Computação Bayesiana

Como visto nas seções anteriores, as inferências sobreθ são todas baseadas em sua distribuição

a posteriori, porém, encontrar a forma analı́tica da distribuição a posteriori torna-se tarefa

difı́cil ou impossı́vel em alguns casos. Há então a necessidade de simular a distribuição a

posteriori para se obter aproximações para as inferências sobreθ, por exemplo, baseadas em

cálculo de esperanças e probabilidades a posteriori:

• Média a posteriori:µ = E[θ|x] =
∫
θh(θ|x)dθ;

• Variância a posteriori:σ2 = V AR(θ|x) = E[(θ − E(θ))2|x];

• Probabilidades a posteriori:P (θ ∈ A|x) =
∫
A
h(θ|x)dθ.

Costuma-se utilizar métodos baseados em simulação da posteriori, como Monte

Carlo, para aproximação destas integrais.

Às vezes, na prática, é muito difı́cil ou mesmo impossı́vel simular valores da

distribuição a posteriori, tornando-se necessário usar métodos de reamostragem, como por
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exemplo ométodo de rejeiç̃ao, gerando valores em duas etapas. Na primeira etapa gera-se

valores de uma distribuição auxiliar conhecida, em geralda distribuiçãoa priori. Na segunda

etapa utiliza-se um mecanismo de correção para que os valores gerados da distribuição auxi-

liar sejam representativos da distribuição a posteriori.

Nos métodos de monte carlo e reamostragem não há uma preocupação com a

convergência do algoritmo, bastando que o tamanho da amostra seja suficientemente grande.

E ainda, uma limitação dos métodos de reamostragem em muitos casos, é a difı́cil tarefa

de utilizar uma densidade auxiliar que seja simultaneamente uma boa aproximação da pos-

teriori e fácil de ser simulada. Uma alternativa ao uso destes métodos é a utilização dos

métodos de Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC). O objetivo ainda é obter uma

amostra da distribuição a posteriori e calcular estimativas amostrais de caracterı́sticas desta

distribuição (esperanças, probabilidades a posteriori), mas por base em uma simulação de

um passeio aleatório no espaço deθ que converge para uma distribuição estaticionária, queé

a distribuição a posteriori de interesse. Os métodos MCMC mais utilizados são amostrador

de Gibbs e Metropolis-Hasting.
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MC1 - Aulas de matemática para além do livro didático: Aventure-se você também!

Anne Michelle Dysman - Universidade Federal Fluminense

Enquanto as deficiências no processo de ensino e aprendizagem em matemática

nas escolas da rede pública de educação básica são not´orias em nosso paı́s, observamos nas

universidades públicas a existência de um ambiente de alta qualidade em ensino e pesquisa

nas mais diversas áreas, dentre elas o campo da Educação Matemática. Contudo, não raro os

frutos da pesquisa nesta área acabam por permanecerem dentro dos muros das universidades,

ou, mais precisamente, dos muros virtuais que delimitam o espaço da comunidade cientı́fica

dedicada à Educação Matemática. Mesmo quando chegam aos alunos das Licenciaturas em

Matemática, muitos deles futuros professores da rede pública de educação básica, frequen-

temente isto se dá através da transmissão em disciplinasde graduação sem garantias de que

esta aprendizagem teórica, muitas vezes realizada de forma apartada da realidade escolar, se

traduzirá em ações práticas no futuro em benefı́cio da melhoria da qualidade do ensino básico

de Matemática. De fato, vários pesquisadores já identificaram a primariedade da experiência

na construção da identidade profissional do professor, dentre eles Tardif e Raymond:

Em resumo, como vemos, os saberes que servem de base para o ensino [...]

não correspondem, ou pelo menos muito pouco, aos conhecimentos teóricos

obtidos na universidade e produzidos pela pesquisa na áreada Educação: para os

professores de profissão, a experiência de trabalho parece ser a fonte privilegiada

de seu saber-ensinar. [7]

Através do Projeto de Matemática da Universidade FederalFluminense (UFF)

para o Programa Institucional de Bolsas de Iniciação à Docência (PIBID) da CAPES, desen-

volvemos Módulos Instrucionais com objetivo de colaborarpara a melhoria da qualidade de

ensino e aprendizagem em Matemática. O trabalho se realizaatravés de ações cujos efeitos

e benefı́cios devem atingir sujeitos envolvidos de diferentes formas no processo educativo,

fornecendo a estes condições para que exerçam seus papéis (como docentes, discentes, li-

cenciandos ou pesquisadores) de forma mais consciente e criativa.

A equipe da área de Matemática/Niterói do PIBID/UFF é composta por vinte
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alunos do curso de Licenciatura em Matemática, três professoras supervisoras nas escolas

parceiras e uma coordenadora (professora pesquisadora na universidade). Além disso, par-

ticipam do projeto diversos outros pesquisadores atravésde colaborações ou parcerias com

outros projetos como a estabelecida com o LEG (Laboratóriode Ensino de Geometria) da

UFF.

Os módulos instrucionais desenvolvidos no projeto seguemos princı́pios educa-

cionais dos Parâmetros Curriculares Nacionais para o ensino da geometria para as séries do

Ensino Fundamental e do Médio ([1], [2] e [3]). Consistem deplanos de aulas, listas de

exercı́cios e materiais didáticos alternativos. As atividades propostas buscam explorar recur-

sos como materiais concretos, conteúdos digitais para ensino de matemática, problemas do

cotidiano e jogos. A seguir descrevemos um pouco a forma comocada um destes recursos é

geralmente explorada em nosso trabalho.

• Materiais Concretos: Em nossos módulos instrucionais os materiais concretos são ex-

plorados seguindo o referencial construtivista ([6]) e os preceitos da teoria de registros

de representação semiótica ([5] e [4]). Desta forma, privilegiamos o uso de materiais

cuja manipulação permite ao aluno experimentar e observar propriedades e conceitos

matemáticos de forma concreta e adotamos como diretriz metodológica a articulação

das representações fornecidas pelos materiais concretos com aquelas que se consti-

tuem através dos registros matemáticos usuais. Nesta articulação enfocamos os al-

goritmos matemáticos que devem ser ensinados e os desenvolvemos simultaneamente

utilizando os dois registros de representação (concretoe matemático abastrato), bus-

cando fazer com que o aluno vincule a observação concreta ao algoritmo matemático

e, desta forma, atribua significado a este último. Alguns exemplos de módulos de-

senvolvidos com estes recursos são: Adição e subtração com ábacos; Multiplicação e

Divisão com Material Dourado; Exponenciais e Logaritmos com Dobraduras,́Arvores

e Fractais; Trigonometria com Rampas e Teodolitos; Frações com Réguas etc.

• Conteúdos Digitais: Ao explorar conteúdos digitais desenvolvidos para ensino de ma-

temática também seguimos o referencial construtivista privilegiando recursos que per-

mitam ao aluno observar propriedades e conceitos matemáticos. Aqui temos como

diferencial a possibilidade de explorar a dualidade estático-dinâmico que, entre outras

vantagens, nos fornecem representações que articulam deforma peculiar a bidimensi-
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onalidade com a tridimensionalidade. Dentre as ferramentas digitais que mais utiliza-

mos estão os aplicativos desenvolvidos no projeto Conteúdos Digitais para Ensino de

Matemática e Estatı́stica (CDME) da UFF (coordenado por Humberto Bortolossi).

• Problemas do Cotidiano: Quando utilizamos problemas do cotidiano em nossos módulos

instrucionais objetivamos relacionar o conteúdo ensinado com os problemas reais que

o aluno encontra em seu meio. Esta ferramenta reforça para oaluno a utilidade

dos conteúdos ensinados. Um dos temas que mais exploramos com este recurso são

questões que envolvem decisões financeiras.

• Jogos: Em nossos módulos os jogos são utilizados majoritariamente para fixação de

conteúdos.́E de conhecimento comum o fato de que a aprendizagem matemática não

se encerra com a compreensão de conteúdos. Especialmenteem temas mais básicos,

como operações aritméticas, é necessário que o aluno exercite os conhecimentos ad-

quiridos para obter agilidade no uso dos mesmos. Contudo, sabemos também que esta

parte é geralmente considerada como enfadonha pelos alunos. Através de jogos intro-

duzimos componentes lúdicos nesta prática, o que faz com que o aluno exercite seus

conhecimentos com mais motivação e interesse.
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Materiais concretos, jogos e novas tecnologias. Se você acha tudo isso muito

legal, mas não sabe como usar na aula de matemática ou se sente inseguro para fazê-lo,

podemos ajudá-lo! O projeto PIBID/UFF Matemática tem desenvolvido e testado planos de

aulas com uso de recursos pedagógicos tais como materiais concretos, jogos e novas tecnolo-

gias para ensino de matemática e tem obtido como resultadosaulas mais dinâmicas, alunos

mais interessados e um processo de ensino e aprendizagem mais eficiente. Nesta oficina

apresentaremos alguns planos de aulas desenvolvidos no projeto, mostraremos como utilizá-

los e comentaremos sobre suas aplicações e seus resultados. Abarcaremos diversos temas de

ensino fundamental e médio, sempre buscando uma abordagemmais prazerosa e eficiente

dos conteúdos. Tanto os planos de aulas apresentados quanto as fichas de acompanhamento

(exercı́cios) a para as atividades propostas serão disponibilizadas aos participantes por meio

eletrônico.
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MC4 - Desvendando o Cubo Mágico

Éder Silva, Juliana Oliveira, Eduardo Divino Pereira & Yu Chi Chen(UFG)

Resumo

Trata-se de um mini-curso que explora as possibilidades de um quebra-cabeça

na matemática, geometria e evolução do raciocı́nio lógico. Consiste no ensino dos algorit-

mos básicos de resolução do cubo mágico dando a possibilidade dos participantes de des-

vendarem o cubo e usufruı́rem de seus benefı́cios.Inserindo assim o uso de quebra-cabeças

tridimensionais mais elaborados no ensino superior e na docência.

Desvendando o cubo ḿagico

História

Cubo Mágico e Cubo-Velocidade

O cubo mágico foi inventado pelo húngaro Erno Rubik na década de 70 para fins didáticos.

Seu criador queria provar a possibilidade de se fazer um cuboapoiado em 3 eixos que per-

mitisse a rotação de todas as 6 faces. Anos mais tarde tornou-se o brinquedo mais vendido

de todos os tempos e passou a ser comercializado não mais como cubo mágico e sim com

Cubo de Rubik. Houve uma verdadeira febre nos anos oitenta incluindo a realização de um

campeonato mundial em Budapeste no ano de 82. Passou por um perı́odo de esquecimento

e ressurgiu nos anos 2000 como mais que um passatempo e quase um esporte. Surgiram

campeonatos em todo o mundo incluindo o Brasil. Foi fundada aWCA (World Cube As-

sociation - http://www.worldcubeassociation.org/) que regulamenta e oficializa os campeo-

natos em todo o globo. Goiânia terá o seu primeiro campeonato oficial em outubro deste

ano e passará a existir na “rota do cubo” brasileira entrando no seleto hall de cidades com

campeonatos oficiais (www.cubomagicogoias.com.br/goianiaopen2011/index.go11).
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Cubo-velocidade: denominação dada a prática de resoluc¸ões do cubo mágico e

outros quebra-cabeças tridimensionais em que se objetivao menor tempo de resolução. Os

campeonatos de cubo mágico são na verdade torneios de cubo-velocidade. O nome mais

popular utilizado é o termo inglês speedcubing.

Motivação

Com o tempo de prática começamos a perceber os ganhos de se aprender a manusear o

cubo e também da prática do cubo-velocidade. Percebemos um enorme ganho no poder de

concentração, trata-se de uma atividade em que o indivı́duo coloca toda sua atenção nos pas-

sos da resolução. Percebemos que por mais agitadas que sejam, os praticantes acabam desen-

volvendo essa capacidade de se manterem focados em uma atividade. Percebemos também

a agilidade que os praticantes desenvolvem na interpretação espacial dos objetos. Ao serem

apresentados a novos quebra-cabeças existe uma imensa facilidade em vencer esses novos

desafios tridimensionais. Outra motivação é o fato de se tratar de um hobbie barato e extre-

mamente democrático. Os interessados necessitam de um bomcubo e disposição, nada mais.

Não é necessário pagar uma mensalidade ou encontrar um enorme espaço, como um campo

de futebol, para brincar. Não se limita por idade, sexo ou formação escolar/acadêmica, mais

uma vez é necessário somente um cubo e disposição.

Justificativa

O cubo possui um incalculável potencial pedagógico em torno de sua estrutura. Pouco ex-

plorado em técnicas de aprendizado, observamos as melhorias que acontecem na percepção

daqueles que passam a praticar a modalidade, que passam a brincar com o quebra-cabeça.

Existe um grande desenvolvimento da acuidade visual levando em consideração

as novas noções de geometria espacial que se adquire com a prática.

Lembramos também do poder de concentração que aumenta significativamente.
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Observa-se a mudança de postura e um novo interesse pelo aprendizado.

O mini-curso é uma forma de levar o conhecimento de mais uma ferramenta aos

participantes da XXV Semana do IME sabendo que nesse público estarão docentes e discen-

tes que poderão futuramente explorar essas técnicas no ensino.

O evento é uma forma de proliferar mais uma ferramenta de desenvolvimento

intelectual e das habilidades. Sendo esta ferramenta isenta de discriminação, por ser am-

plamente acessı́vel. Democrático, o cubo pode encurtar algumas diferenças encontradas nas

oportunidades de formação escolar de crianças, jovens eadultos.

Público-Alvo

Público acadêmico em geral com foco nas ciências exatas elicenciaturas. Pessoas de todas

as idades, que se interessem por formas lúdicas de aprendizado e que valorizem a utilização

da lógica, seja por diversão, seja pelo desafio ou mesmo pelo desenvolvimento e preservação

da saúde mental.

Estrutura para o minicurso

2.5.1Existe uma teoria que deve ser ensinada e assim como qualquertipo de conhecimento

deve existir uma sequência lógica no aprendizado. Por isso necessita-se do controle de par-

ticipantes e de um local fechado. Se possı́vel que sejam feitas inscrições para a participação.

A inscrição filtra os que estão realmente dispostos para ocurso e isso tem sido bastante

benéfico para esse tipo de evento.

2.5.2Sala de aula com carteiras para os alunos possam apoiar tantoo cubo quanto

a folha com os algoritmos de resolução.
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2.5.3O curso é ministrado com o auxilio de projeção e de demonstrações ao

vivo. Por se tratar de uma habilidade bastante especı́fica tem um limite de 40 participantes

para assegurar o bom andamento e resultados satisfatórios.

2.5.4Cada participante porta seu próprio cubo. O ensino é prático sendo impres-

cindı́vel o uso do cubo mágico por cada um dos inscritos.

2.5.5O curso é ministrado por um palestrante e acompanhado por mais 5 moni-

tores que ajudam em dúvidas especı́ficas e revisam as técnicas com os participantes sempre

que necessário.

Método utilizado

Existem várias formas e técnicas utilizadas para se resolver um cubo mágico. O curso uti-

lizará o Método das Camadas com adaptações próprias feitas com base na experiência e no

aproveitamento das pessoas que já passaram pelo mesmo.

O Método das Camadas consiste na separação do cubo em 3 camadas e a resolução

de cada uma em momentos distintos. Essa é a forma mais didática encontrada, ao contrário

do que o público leigo acredita, não se resolve um cubo por faces e sim por camadas.

Existirá uma introdução sobre os fundamentos do cubo e asnomenclaturas en-

volvidas, posteriormente entra-se efetivamente nos métodos.

Etapas do Método das Camadas

1. Primeira Camada

(a) Realização intuitiva da cruz da primeira face. Algoritmo I para casos especı́ficos.
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(b) Encaixe dos cantos e finalização da primeira camada. Algoritmo II e as repetições

necessárias.

2. Segunda Camada

(a) Uso do algoritmo III (A e B) para finalização da segunda camada.

3. Terceira Camada

(a) Realização da cruz da face oposta com uso do algoritmo IV e suas repetições.

(b) Orientação de toda a última face com o algoritmo V e suas repetições.

(c) Permutação dos cantos da última camada com o algoritmo VI e suas repetições.

(d) Permutação das peças da cruz com o algoritmo VII (A ou B) e as repetições

necessárias.
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MC6 - Representações Lineares para Grupos Finitos

Ivonildes Martins(UFG) & Eunice Ĉandida Rodrigues(UFMT)

Resumo

As representações de grupos descrevem grupos abstratos em termos de tranformações linea-

res de espaços vetoriais. Em particular, uma representação de um grupoG nos dá um modo

de visualizarmos o grupoG como um grupo de matrizes.

A teoria das representações nada mais é do que o estudo e a descrição das possi-

bilidades para concretizar grupos abstratos através de grupos matriciais. Assim, é importante

porque ela permite que muitos problemas teóricos de grupossejam reduzidos a problemas

em álgebra linear, a qual é bem compreendida.

Representaç̃oes Lineares para Grupos Finitos

A teoria das representações é o estudo e a descrição daspossibilidades para con-

cretizar grupos abstratos através de grupos matriciais sobre corpos.

Uma representação do grupoG sobre um corpoF é um homomorfismoρ deG

paraGL(n, F ), para algum inteiron. Dizemos queρ é fiel seKerρ = {1}.

Grupos finitos possuem representações fiéis.

O estudo de um espaço vetorialV comoFG-módulo nos permite compreen-

der o processo de se obter as citadas representações, bem como na obtenção de outras

representações.

A conexão entreFG-módulos e representações deG sobreF é revelada por

meio do seguinte resultado:

Teorema 2.1.Seρ : G → GL(nF ) é uma representação deG sobreF eV = F n, ent̃aoV

torna-se umFG-módulo se definirmos a multiplicaçãovg por

gρ = v(gρ), para todov ∈ V eg ∈ G.
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Além disso, existe uma baseβ deV tal que

gρ = [g]β, para todog ∈ G.

Assuma queV é umFG-módulo e sejaβ uma base deV . Então a função

g 7→ [g]β, g ∈ G;

é uma representação deG sobreF .

A matriz [g]β é invertı́vel com inversa[g−1]β.

Mostraremos algumas maneiras de construirFG-módulos diretamente sem usar

representação. Para isto, transformamos um espaço vetorial V sobre um corpoF em umFG-

módulo especificando a ação dos elementos do grupoG sobre uma baseβ = {v1, ..., vn} e

estendemos a ação por linearidade sobre todoV , isto é, primeiro definimosvig, para todo

1 ≤ i ≤ n, e todog ∈ G e então definimos

(λ1v1 + ... + λnvn)g, λi ∈ F ;

como sendoλ1(v1g) + ... + λn(vng).

Proposiç̃ao 2.2. Sejam V um espaço vetorial sobre um corpoF com base

β = {v1, ..., vn} e G um grupo. Suponha que esteja definida uma multiplicação vg, para

todov ∈ V , g, h ∈ G, eλi ∈ F , com1 ≤ i ≤ n, satisfazendo as seguintes condições:

1. vig ∈ V ,

2. vi(gh) = (vig)h,

3. vi1 = vi,

4. (λ1v1 + ... + λnvn)g = λ1(v1g) + ... + λn(vng).

EntãoV é umFG-módulo.
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Definição 2.3. 1. O FG-módulo trivial é o espaço vetorialV 1-dimensional sobreF

comvg = v, para todov ∈ V e g ∈ G.

2. UmFG - móduloV é dito fiel se a identidade deG é oúnico elementog para o qual

vg = v, para todov ∈ V .

Um exemplo deFG-módulos são osFG-módulos permutacionais.

ConsidereG um grupo de permutação de{1, ..., n}. SejaV um espaço vetorial

n-dimensional sobre um corpoF , com baseβ = {v1, ..., vn}. Para cada1 ≤ i ≤ n e cada

permutaçãog ∈ G defina

vig = vig.

Entãovig ∈ V e vi1 = vi. Também, parag, h ∈ G, vi(gh) = (vig)h.

Estendemos a a ação de cadag linearmente para todoV .

EntãoV é umFG-módulo, denominadoFG-módulo permutacionalparaG so-

breF .

Seβ = {v1, ..., vn} é a base do módulo permutacional, então para todog ∈ G,

a matriz[g]β possui precisamente uma entrada não nula em cada linha e cada coluna e esta

entrada é 1. Uma tal matriz é chamadamatriz permutacional.

Desde que o único elemento deG que fixa todo elementovi é a identidade, temos

que o módulo permutacional é umFG-módulo fiel.

O Teorema de Maschke é um resultado importante na teoria dasrepresentações.

Uma consequência deste teorema é que todoFG-módulo é uma soma direta deFG-submódulos

irredutı́veis.

Teorema 2.4.SejaG um grupo finito, sejaF = R ouF = C e sejaV umFG-módulo. Se

U é umFG-subḿodulo, ent̃ao existeW umFG-subḿodulo deV tal que

V = U ⊕W .
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P7 - Sobre uma Construção Relacionada ao Quadrado TensorialNão-abeliano de um Grupo

Agenor Andrade & Ricardo Nunes de Oliveira(UFG)

Introduç ão

Este trabalho destina-se ao estudo do artigo “On Construction Related to the Non-abelian

Tensor Square of a Group” de Rocco [1]. O objetivo então é analisar um operadorν na classe

dos grupos, que está relacionado com o quadrado tensorial não-abeliano de um grupo, onde

apresentaremos algumas propriedades envolvidas com tal operador, relacionando a finitude,

solubilidade ou a nilpotência de um grupoG com a finitude, solubilidade ou nilpotência,

respectivamente, deV. Por fim, são estabelecidas algumas cotas para o quadrado tensorial

G⊗G, quandoG é ump-grupo finito.

Definição 2.5.SejamG eGϕ grupos isomorfos porϕ, g 7→ gϕ, para todog ∈ G. Definimos

o seguinte grupo:

V =
〈
G,Gϕ

∣∣∣ [g1, gϕ2 ]g3 = [gg31 , (gg32 )ϕ] = [g1, g
ϕ
2 ]

gϕ
3 , ∀g1, g2, g3 ∈ G

〉
.

Nossa motivação para introduzirV é que ele possui um subgrupo[G,Gϕ] iso-

morfo ao quadrado tensorial não-abelianoG⊗G, como será visto mais adiante.

Resultados e Discuss̃ao

Muito útil para o estudo desse artigo, foi o seguinte subgrupos do grupoV.

∆ = 〈[g, gϕ]|g ∈ G〉

A importância deste subgrupo, é destacada na demonstração de queV herda as propriedades

de finitude, nilpotência e solubilidade do grupoG, usando o fato de que

V
∆

∼= χ(G)

R(G)
.
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Lema 2.6.

∆ ≤ V ′ ∩ Z(V),

ondeV ′ eZ(V) são respectivamente os subgrupos derivado e o centro do grupoV.

Outro subgrupo muito importante é

Υ = [G,Gϕ] = 〈[g, hϕ]|g, h ∈ G〉 .

A importância deste subgrupo deve-se ao fato dele ser isomorfo ao quadrado ten-

sorial não-abeliano do grupoG.

Os principais resultados apresentados no artigo foram:

Lema 2.7. Sejamg, g1, g2, g3, g4 elementos quaisquer de um grupoG. As seguintes relações

são v́alidas emV(G):

1. [g1, g
ϕ
2 ]

[g3,g
ϕ
4
] = [g1, g

ϕ
2 ]

[g3,g4] = [g1, g
ϕ
2 ]

[g3,g4]ϕ ;

2. [g1, g
ϕ
2 , g3] = [g1, g2, g

ϕ
3 ] = [g1, g

ϕ
2 , g

ϕ
3 ];

3. [gϕ1 , g2, g3] = [gϕ1 , g2, g
ϕ
3 ] = [gϕ1 , g

ϕ
2 , g3];

4. [g, gϕ] é central emV(G);

5. [g1, g
ϕ
2 ][g2, g

ϕ
1 ] é central emV(G);

6. [g, gϕ] = 1, para todog ∈ G′.

Proposiç̃ao 2.8. SejaG um π-grupo finito ou, um grupo nilpotente finito ou, um grupo

solúvel. Ent̃aoV é respectivamente umπ-grupo finito ou, um grupo nilpotente finito ou, um

grupo soĺuvel.

A seguir apresentamos um dos resultados centrais obtidos por Rocco [1] em seu

artigo.

Considere a aplicaçãoτ abaixo, definida sobre os geradores deG⊗G
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τ : G⊗G −→ Υ

(g1 ⊗ g2) 7−→ [g1, g
ϕ
2 ]·

Tal aplicação pode ser estendida à um epimorfismo deG ⊗ G emΥ, uma vez

que,τ preserva as relações definidoras deG⊗G.

Proposiç̃ao 2.9. τ : G⊗G → Υ, dada por(g1 ⊗ g2)
τ = [g1, g

ϕ
2 ] é um isomorfismo.

Proposiç̃ao 2.10.Sejam

G = G(1)
DG(2)(= G′)D ...DGj

D ...,

1 = ξ0(G)E ξ1(G)E ...E ξj(G)E ...,

e

G = γ1(G)D γ2(G)D ...D γj(G)D ...,

respectivamente, a série derivada, a śerie central superior e a śerie central inferior deG.

Então

1. [ξj(G), (G(j+1))ϕ] = 1, para todoj ≥ 0;

2. [ξj+1(G), γj(G
ϕ)] · [γj(G), ξj+1(G

ϕ)] é central emΥ, para todoj ≥ 1;

3. [ξj(G), γj(G
ϕ)] é central emV, para todoj ≥ 1.

Os Resultados Principais

Lema 2.11.

V = (Υ⋊G)⋊Gϕ.

Teorema 2.12.Para i ≥ 2 o i-ésimo termo da śerie central inferior deV é dado por

γi(V) = γi(G)γi(G
ϕ)[γi−1(G), Gϕ][G, γi−1(G

ϕ)],

ondeγi(G) denota oi-ésimo termo da śerie central inferior do grupoG.
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Em particular, seG é nilpotente de classec, entãoV é nilpotente de classe no

máximoc+ 1.

Teorema 2.13.Para i ≥ 2, o i-ésimo termo da śerie derivada deV é dado por

V(i) = G(i)(Gϕ)(i)[G(i−1), (Gϕ)(i−1)],

ondeG(i) denota oi-ésimo termo da śerie derivada deG.

Em particular, seG é um grupo solúvel de comprimento derivadol, entãoV é

solúvel de comprimento derivado no máximol + 1.

Mudando agora o foco parap-grupos finitos, Rocco [1], obteve os seguintes

resultados, referentes a um limitante para a ordem dos gruposV eΥ e, conseq̃A 1
4
entemente,

também paraG⊗G.

Lema 2.14.SejaG ump-grupo finito ec ∈ Z(G)∩G′ um elemento de ordemp. SeΦ denota

o subgrupo de Frattini deG, ent̃ao
∣∣V
∣∣ divide p2

∣∣G
Φ

∣∣ ·
∣∣ ∋
(

G

< c >

)∣∣.

Proposiç̃ao 2.15.SejaG ump-grupo finito de classe (de nilpotência) 2. Ent̃ao
∣∣Υ
∣∣ divide

∣∣G′ ⊗Z
G

G′
∣∣ ·
∣∣Υ
(
G

G′

) ∣∣.

Corolário 2.16. SejaG ump-grupo de classe menor do que, ou igual a 2, com|G| = pn e

|G′| = pm. Ent̃ao |Υ| dividepn(n−m).

Por fim, Rocco apresentou um limitante para a ordem do quadrado tensorial não-

abeliano de ump-grupo finitoG.

Teorema 2.17.SejaG um p-grupo finito com|G| = pn e |G′| = pm. Ent̃ao |V| divide

pn
2+2n−nm.

Através deste teorema que o limitante para a ordem do quadrado tensorial não-

abeliano foi estipulada, mediante o seguinte corolário:

Corolário 2.18. Seja|G| = pn, |G′| = pm e d = d(G) o número minimal de geradores de

G. Ent̃ao

pd
2 ≤ |G⊗G| ≤ pn(n−m).
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Conclus̃oes

Os principais fatos observados (e demonstrados) no artigo proposto pelo professor Rocco

são:

• G finito =⇒ V finito;

• G π-grupo finito=⇒ V π- grupo finito;

• G nilpotente finito=⇒V nilpotente finito , comcl(V) = cl(G) oucl(V) = cl(G) + 1;

• G solúvel=⇒ V solúvel, comdl(V) = dl(G) oudl(V) = dl(G) + 1;

• Υ = [G,Gϕ] ∼= G⊗G;

• G ump-grupo finito com|G| = pn e |G′| = pm =⇒ pd
2 ≤ |G⊗G| ≤ pn(n−m).
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P8 - Estudo da Série dos Custos da Cesta Básica de Goiânia

Karollyna Barbosa Bie(UFG) & Marcel Dantas de Quintela(UFS)

Resumo

Tendo a pesquisa da Cesta Básica Nacional, uma das principais formas de medir

o custo de vida do trabalhador brasileiro previstos no Decreto de Lei n̂Ao 399 de 30/04/1938,

o presente trabalho aborda no âmbito da capital goiana a série representativa do custo men-

sal da cesta básica no perı́odo de janeiro de 2003 a junho de 2011. Foi realizado o infla-

cionamento da série pelo IPCA (06/2010=1), desta forma trazendo ao cenário econÃ´mico

atual dos custos reais de compra. Apoiados pelo software estatı́stico R-Project 2.12.1 foi

aplicada à decomposição da cesta básica observou-se o comportamento de cada item, suas

participações e variações, aplicando o exercı́cio de modelar uma regressão múltipla, com-

postas pelos custos individuais de seus itens, desta forma subsidiar um modelo que permita

predizer num momento futuro.

Introduç ão

A análise de regressão é uma ferramenta estatı́stica muito poderosa aplicável a situações em

que se desejam explicar valores de uma variável dependenteem função de valores conhecidos

de variáveis independentes. A utilização dessa ferramenta de análise em recursos computa-

cionais potencializa o poder da estatı́stica, e movidos pelo instinto investigativo intrı́nseco

do ser humano motivaram o exercı́cio da análise da série decustos da Cesta Básica da cidade

de Goiânia.

Objetivo

Este estudo tem como objetivo explorar a Série de Custos da Cesta Básica de Goiânia, de

forma descritiva e sob a aplicação de técnicas dos Modelos de Regressão Linear, propostas
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em (GURJARATI, 2005), aplicado aos custos totais da cesta e aos custos individuais dos

itens que as compõe, utilizando o software de analise estatı́stica R-Project.

Materiais e Métodos

O termo regressão foi criado por Francis Galton (Galton, Francis. “Family Likeness in Sta-

ture”. Londres: Proceedings of Royal Society. vol. 40, 1886, p. 42-72.), que verificou em

um de seus artigos, que embora existisse uma tendência de que pais altos tivessem filhos

altos e os pais baixos, filhos baixos, a estatura média das crianças nascidas de pais com dada

altura tendiam a mover-se ou regredir à altura média da população. Em outras palavras, a

altura de crianças filhas de pais mais altos ou mais baixos que o comum tende a mover-se no

sentido da altura média da população.

Em termos modernos, pode-se dizer que:

A análise de regressão se ocupa da dependência de uma variável, a variável

dependente, em relação a uma ou mais variáveis, as variáveis explanatórias, com

vistas a estimar e/ou prever o valor médio (da população)da primeira em termos

dos valores conhecidos ou fixados (em amostragens repetidas) das segundas.

(GUJARATI, 2005, p.13)

Em termos práticos, suponhamos dispor de uma amostra com n unidades, e,

ainda, que para cada unidade, temos um par de valores das variáveis X e Y (Custo total da

Cesta Básica e os custos individuais de seus itens, por exemplo). Buscando estabelecer uma

possı́vel relação matemática entre as duas variáveis e, se a relação for boa, usá-la para fazer

previsões. No exemplo, o interesse será estabelecer uma relação matemática (linear) entre os

valores individuais dos itens (X) e o custo total da Cesta Básica (Y), e dessa maneira prever

valores o Custo Total da Cesta Básica em função dos valores individuais de seus itens.

O Modelo de Regressão Linear pode ser representado como:

Yi=β0+βiXi+βi+1Xi+1+ · · ·+βnXn+εi

• Y – Variável Dependente ou Resposta;
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• X – Variável Independente ou Preditora;

• β0 – Intercepto ou coeficiente linear da reta;

• εi – erro aleatório de Y para a observação i;

• i – 1,2,...,n

• β0 e βi, também são conhecidos como parâmetros ou coeficientes da regressão.

Para se determinar a “equação” de regressão linear simples devem-se encontrar

os coeficientes:

Ŷi=β̂0+β̂iXi+β̂i+1Xi+1+ · · ·+β̂nXn

• Ŷi – valor da previsão de Y para uma observação de Xi;

• Xi – valor de X para a observação i;

• β̂0 – estimador deβ0

• β̂i – estimadores deβi

A pesquisa da Cesta Básica Nacional, realizada pelo DIEESE- Departamento In-

tersindical de Estatı́stica e Estudos Socioeconômicos, em dezesseis capitais do Brasil, acom-

panha mensalmente a evolução de preços de treze produtosde alimentação, assim como

o gasto mensal que um trabalhador teria para comprá-los. A metodologia utilizada para

a pesquisa da Cesta Básica Nacional é estabelecida com base no Decreto Lei no. 399 de

30/04/1938, que regulamenta o salário mı́nimo no Brasil. ACesta Básica Nacional, segundo

esse decreto, seria suficiente para o sustento e o bem estar deum trabalhador em idade adulta,

contendo quantidades balanceadas de proteı́nas, calorias, ferro, cálcio e fósforo.

Os produtos da Cesta Básica, da Região 1 (Região 1: SP, MG,ES, RJ, GO, DF) ,

e suas respectivas quantidades mensais: Carne - 6,0 kg; Leite - 7,5 l; Feijão - 4,5 kg; Arroz -

3,0 kg; Farinha - 1,5 kg; Tomate - 6,0 kg; Batata - 9,0 kg; Pão -6,0 kg; Café - 600 g; Banana

- 90 unid.; Açúcar - 3,0 kg;́Oleo - 750 ml; e Manteiga - 750 g.
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O Índice de Preços ao Consumidor Amplo - IPCA, trabalhado pelo IBGE, foi

utilizado como indexador da inflação. Através dele se verifica as variações dos custos com

os gastos das pessoas que ganham de um a quarenta salários m´ınimos nas regiões metropo-

litanas de Belém, Belo Horizonte, Brası́lia, Curitiba, Fortaleza, Porto Alegre, Recife, Rio de

Janeiro, Salvador, São Paulo e municı́pio de Goiânia. Coletado no dia 27 de julho de 2011

às 17:25, em:

http://seriesestatisticas.ibge.gov.br/lista_tema.as px?op=0&no=11

Resultados e Conclus̃oes

Para iniciar qualquer estudo preliminar, foi necessário aplicar o inflacionamento da série de

custo da cesta básica da cidade de Goiânia, compreendida entre janeiro de 2003 e dezembro

de 2010, para o perı́odo final da série(Dez.2010 = 1).

Com o intuito de analisar os itens que compõe a cesta básica, foram exploradas

inicialmente suas estatı́sticas descritivas, incluı́dasdo percentual dos custos individuais dos

itens em relação ao custo total, baseados pelas médias depreços da série.
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Máximo Minimo Media Variancia DesPadrao CV Percent

Custo Total 241.00 169.32 201.30 347.11 18.63 9.26 100.00

Carne 89.36 50.99 61.95 81.20 9.01 14.55 30.77

Leite 16.72 10.66 12.61 2.17 1.47 11.69 6.26

Feijao 33.26 9.87 15.45 26.29 5.13 33.19 7.68

Arroz 8.41 4.96 6.05 1.04 1.02 16.86 3.00

Farinha 4.31 2.42 3.08 0.21 0.46 14.82 1.53

Batata 17.18 4.50 9.39 6.43 2.54 27.00 4.67

Tomate 30.12 7.50 16.69 21.67 4.65 27.90 8.29

Pao 43.64 34.20 38.01 5.38 2.32 6.11 18.88

Café 7.15 5.69 6.46 0.14 0.37 5.70 3.21

Banana 19.14 9.96 12.67 4.78 2.19 17.25 6.29

Acucar 5.76 2.31 3.66 0.90 0.95 25.97 1.82

Oleo 3.58 2.05 2.66 0.22 0.47 17.65 1.32

Manteiga 16.25 11.31 12.62 1.00 1.00 7.92 6.27
Quadro 1: Estatásticas Descritivas Custos da Cesta Básica Goiânia

Movidos pelo objetivo de exploração do conhecimento estatı́stico na pratica do

estudo econométrico aplicado à execução das técnicasde modelagem de regressões lineares,

não se utilizou a equação total do custo da cesta básica,visando o exercı́cio da determinação

de seu padrão de custo pelas tendências de preços de seus itens de maior custo.

Sendo os itens: Carne, Pão, Tomate e Feijão os de maior participação percentual

no preço médio da cesta básica da cidade de Goiânia, decidiu-se pela utilização desses para

a composição do modelo da equação de regressão. A observação da série de preços desses

quatro itens associados as suas estatı́sticas descritivas, remete além desses item serem os

proporcionalmente mais participativos eles são os de maior Desvio Padrão, mostrando-se

itens de grande variabilidade e sensibilidade de seus preço. Essas situações reforçam a ideia

de maior influencia deles no custo total.

Se observa que todos os itens tem o mesmo padrão de crescimento em relação
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ao custo total da cesta básica, porém, o feijão e, sobretudo a carne mostram-se com maior

linearidade que o pão e o tomate. Esses diagramas mostram que quanto maior os custos

individuais de seus itens, maior será o seu custo total, isso principalmente nos itens em que

a dispersão se mostra com padrão de linearidade mais definido, como no caso do item carne.

No Quadro 2, abaixo, apresenta outra forma de escola das variáveis independen-

tes dentre o universo delas. A matriz de correlação testa acolinearidade entre as variáveis

dependentes, isso significa que variáveis preditoras com ausência de colinearidade não po-

dem ser escritas como combinação linear das demais. Em termos práticos, variáveis alta-

mente correlacionadas podem tem pouco poder de contribuição para o modelo, caso as duas

compuserem o modelo seu poder de determinação será praticamente o mesmo assim para o

estatı́stico, é mais parcimonioso o uso de somente uma variável com poder de previsão. Essa

matriz traz as correlações de Pearson, que nos mostra que todas as variáveis se correlacio-

nam.

Carne Pao Tomate Feijao

Carne 1.000 0.696 0.058 0.400

Pao 0.696 1.000 0.031 0.056

Tomate 0.058 0.031 1.000 0.130

Feijao 0.400 0.056 0.130 1.000

Quadro 2: Matriz de Correlações entre as Variáveis Independentes

O problema da colinearidade traz como consequência a diminuição do poder de

predição do modelo de regressão. Contudo para os objetivos desse trabalho essa situação

não será determinante para considerar que isso seja um empecilho. Baseados nos critérios

já mencionados anteriormente, e após o métodos computacionais executados no R-Project,

chegamos ao modelo para o Custo Total da Cesta Básica da cidade de Goiânia:

CustoTotali = 46, 75 + 1, 42 Carnei + 0, 78 Paoi + 1, 36 Tomatei + 0, 94 Feijaoi

De acordo com o valor dos parâmetros, temos que para cada aumento de R$ 1,00

no preço da Carne, mantida das demais variáveis do modelo,haverá um acréscimo de R$
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1,42 no custo total da Cesta Básica de Goiânia. Da mesma forma, mantidas as condições

acima, temos que a cada real de acréscimo no custo do Pão, doTomate ou do Feijão, o custo

total aumentará em R$ 0,78; R$ 1,36; e R$ 0,94, respectivamente. Segundo o modelo, de

acordo com a série de custos o valor mı́nimo da cesta básicaque não contenham os itens do

modelo (Carne, Pão, Tomate e Feijão) teria o custo de R$ 46,75.

Call: lm(formula = CestaGynN$Cesta ˜ CestaGynN$Carne + CestaGynN$Pao +

CestaGynN$Tomate + CestaGynN$Feijao)

Residuals:

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 46.75164 8.23715 5.676 1.63e-07 ***

CestaGynN$Carne 1.41702 0.07843 18.068< 2e-16 ***

CestaGynN$Pao 0.77910 0.27959 2.787 0.00648 **

CestaGynN$Tomate 1.35842 0.09491 14.313< 2e-16 ***

CestaGynN$Feijao 0.93767 0.09976 9.399 4.61e-15 ***

——————————————————–

Signif. codes: 0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1

Residual standard error: 4.267 on 91 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.9497, Adjusted R-squared: 0.9475

F-statistic: 429.9 on 4 and 91 DF, p-value:< 2.2e-16

Quadro 3: Resumo do Modelo de Regressão*

O coeficiente de determinação - R2 e Adjusted R2 (ajustado à quantidade de

vaiáveis contida no modelo), mede a qualidade do ajustamento linear da regressão ao con-

junto de dados observados, assim ele mede a proporção percentual total da variável depen-

dente(Y), é explicada pelas variações das variáveis independentes (X). No estudo em questão

95% dos custos totais da cesta básica é explicado pelos custos da Carne, Pão, Tomate e

Feijão, deixando os 10% restantes para possı́veis variáveis que foram omitidas no estudo ou

para flutuações do acaso.

* Resumo obtido por meio da função summary( ) do R-Project
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O erro padrão refere-se ao erro total da estimativa. Assim,como exercı́cio de

previsão, se em determinado perı́odo i seus custos fossem seus respectivos custos médios da

série de jan.2004 a dez.2010 (Carne - R$ 61,95; Pão - R$ 38,01; Tomate - R$ 16,69; Feijão

- R$ 26,29), terı́amos:

CustoTotal = 46, 75 + 1, 42× 61, 95 + 0, 78 × 38, 01 + 1, 36× 16, 69 + 0, 94× 26, 29

CustoTotal = 211, 78

Levando em consideração a previsão de custo total calculada por meio da equação

de regressão, a cesta básica de Goiânia sairia por R$ 211,78, previsão compreendida no in-

tervalo de confiança entre 211,78± 8,48* , um valor muito preciso tendo em vista a baixa

variabilidade do modelo.

Analysis of Variance Table

Response: CestaGynN$Cesta

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)

CestaGynN$Carne 1 25301.8 25301.8 1389.3535< 2.2e-16 ***

CestaGynN$Pao 1 7.4 7.4 0.4083 0.5244

CestaGynN$Tomate 1 4400.6 4400.6 241.6442< 2.2e-16 ***

CestaGynN$Feijao 1 1608.8 1608.8 88.3428 4.614e-15 ***

Residuals 91 1657.2 18.2

————————

Signif. codes: 0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1

Quadro

4: ANOVA(ANOVA - Análise de Variância) do Modelo de Regressão

Analisando os resı́duos da regressão, podemos observar a validade dos pres-

supostos (Normalidade, Independência, Variância constante - homogeneidade) através de

técnicas de observação dos gráficos, essa análise é feita com base na experiência do pesquisa-

dor, devendo ser complementada pelos testes de hipóteses paramétricos ou não paramétricos

para se comprovar os pressupostos.
* IC = [Valor ± T(sig,gl)* Erro Padrão]
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Observamos uma leve tendência quadrática na distribuição dos resı́duos, no en-

tanto a distribuição desses parece ser simétrica em torno da linha média. Segundo o Q-Q plot

é notória a normalidade dos resı́duos, nele observa-se ospontos distribuı́dos de modo apro-

ximadamente linear, sugerindo que eles sigam uma distribuição normal. O terceiro gráfico

mostra a distribuição da raiz do modulo dos resı́duos em comparação aos valores preditos,

este nos permite observar a tendência a heteroscedasticidade em que a magnitude da variação

dos resı́duos está relacionada com os valores preditos. Naocasião não se observa padrão de

correlacionamento entre os módulos dos desvios e os valores preditos.
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P9 - Problemas Elı́pticos Assintoticamente Lineares

Cáıke Damke(UFG)

Resumo

Nosso trabalho busca estudar a existência e multiplicidade de soluções positivas

para o seguinte problema de Dirichlet assintoticamente linear





−∆u = f(x, u(x)), em Ω.

u = 0, sobre ∂Ω
(2.1)

ondeΩ ⊆ RN , paraN ≥ 3, é um aberto limitado com fronteira regular ef : Ω × R → R

satisfaz as seguintes condições:

(H1)f ∈ C(Ω × R); f(x, 0) = 0, ∀x ∈ Ω; f(x, t) ≥ 0, ∀t ≥ 0, x ∈ Ω e

f(x, t) ≡ 0,

∀t ≤ 0, x ∈ Ω;

(H2)
f(x, t)

t
é não-decrescente com respeito at ≥ 0, ∀x ∈ Ω;

(H3)lim
t→0

f(x, t)

t
= µ; lim

t→∞

f(x, t)

t
= l uniformemente∀x ∈ Ω, ondeµ ∈

[0,+∞), l ∈ (0,+∞] são constantes eµ < λ1 ≤ l eλ1 é o primeiro autovalor do Laplaciano

(−∆, H1
0 (Ω)).

Para garantir a existência e multiplicidade de soluçõesnecessitamos verificar que

o funcional energia relacionado ao problema

J(u) =
1

2

∫

Ω

|∇u|2dx−
∫

Ω

F (x, u)dx, (2.2)

ondeF (x, u) =

∫ u

0

f(x, s)ds, satisfaz a condição de Palais-Smale, a ser descrita abaixo.

Além disso, devemos garantir que (2.2) possua a geometria do Passo da Montanha e obtendo

a existência de solução do problema (2.1).
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Problemas Eĺıpticos Assintoticamente Lineares

Primeiramente, começaremos com algumas definições básicas.

Definição 2.19.Sejau ∈ L1
loc(Ω). Dizemos que uma função vi ∈ L1

loc(Ω) é uma derivada

fraca deu, se ∫

Ω

u
∂ϕ

∂xi
dx = −

∫

Ω

viϕdx (2.3)

para todaϕ ∈ C∞
0 (Ω) . Neste caso, denotamosvi =

∂u
∂xi

e dizemos queu é fracamente dife-

renciável se todas as derivadas fracas de primeira ordem deu definem funç̃oes emL1
loc(Ω)

e vale(2.3).

Considere o seguinte espaço de funções

W 1,2(Ω) =

{
u : Ω ⊆ R

N → R : u ∈ L2(Ω) e
∂u

∂xi

∈ L2(Ω), ∀i = 1, ..., N

}

chamado de espaço de Sobolev. Definimos tambémW 1,2
0 (Ω) = C∞

0 (Ω) ∩W 1,2(Ω).

Agora, temos suporte para definir o que vem a ser solução fraca do problema

(2.1).

Obter uma solução fraca do problema (2.1) é equivalente a encontrar um ponto

crı́tico não-nulo do funcionalJ que é de classeC1. Este resultado pode ser obtido em [1],

capı́tulo 5.

Necessitamos, agora, introduzir o Teorema do Passo da Montanha, mas para

isto definiremos sequência de Palais-Smale e de Cerami e quando um funcional satisfaz a

condição de Palais-Smale e de Cerami.

SejaH um espaço de Hilbert. Então definimos:

Definição 2.20.Seja{un} uma seqûencia emH. Dizemos que{un} é uma seqûencia de

Palais-Smale, ou simplismente(PS), emH se{J(un)} é limitado eJ ′(un) −→ 0, quando

n → ∞. SeJ(un) −→ c, ent̃ao a(PS)-seqûenciaé denotada por(PS)c-seqûencia. Analo-

gamente, dizemos que uma sequência{un} emH é uma seqûencia de Cerami no nı́velc ∈ R

se

J(un)
n→∞−−−→ c e (1 + ‖un‖)‖J ′(un)‖H∗

n→∞−−−→ 0
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ConsidereJ : H → R um funcional de classeC1.

Definição 2.21.Diz-se que o funcionalJ satisfaz a condiç̃ao (PS), respectivamente(PS)c,

emH, se para toda(PS)-seqûencia, respectivamente(PS)c-seqûencia, possui uma sub-

seqûencia convergente na norma. E dizemos queJ satisfaz a condiç̃ao de Cerami se para

toda seqûencia de Cerami no nı́vel c ∈ R possui uma subsequência convergente na norma.

O Teorema do Passo da Montanha necessita que o funcional (2.2) satisfaça duas

condições descritas a seguir.

(PM-1) J ∈ C1(H,R), J(0) = 0 e∃r, ρ > 0 tais que

J(u) ≥ ρ, ∀u ∈ Sr = {u ∈ H : ‖u‖ = r}

(PM-2) ∃e ∈ H com‖e‖ > r tal queJ(e) ≤ 0.

Dizemos que quando um funcional satisfaz (PM-1) e (PM-2) elepossui a geo-

metria do Passo da Montanha. Além disso, denote porΓ o conjunto de todos os caminhos

que ligamu = 0 eu = e, isto é,

Γ = {γ ∈ C([0, 1],H) : γ(0) = 0 e γ(1) = e}.

ClaramenteΓ 6= ∅, poisγ(t) = te é tal queγ ∈ Γ. Considere,

c = inf
γ∈Γ

max{J(γ(t)) : t ∈ [0, 1]} ≥ ρ > 0. (2.4)

ondeρ é obtido da condição(PM-1).

O resultado a seguir nos garante que o valorc, dado por (2.4), é um valor crı́tico

para o funcional em questão.

Teorema 2.22.[Passo da Montanha]Suponha queJ satisfaça as condiç̃oes (PM-1) e (PM-

2) e queJ satisfaz(PS)c, ondec é dado por(2.4). Ent̃ao c é um valor cŕıtico paraJ , ou

seja, existez ∈ H, não-nulo, tal queJ(z) = c eJ ′(z) = 0.

Demonstraç̃ao: Veja [1], capı́tulo 5, página 118.

Enunciaremos uma condição imposta ao nosso funcional, chamada de Condição

de Cerami. Para maiores detalhes veja [7].
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Proposiç̃ao 2.23.[Existência de uma seqûencia de Cerami]Suponha queJ dado por(2.2)

satisfaça

max{J(0), J(e)} ≤ α < β ≤ inf
‖u‖=r

J(u)

para algumα < β, r > 0 e e ∈ H com‖e‖ > r. Sejac ≥ β dado por(2.4). Ent̃ao existe

uma seqûencia{un} ⊂ H tal que

J(un)
n→∞−−−→ c ≥ β e (1 + ‖un‖)‖J ′(un)‖H−1

0

n→∞−−−→ 0

Introduziremos dois lemas técnicos, que juntamente com a Proposição2.23, nos

ajudam na demonstração do nosso resultado principal.

Lema 2.24.Sejaϕ1 > 0 a autofunç̃ao associada ao autovalorλ1 do problema(−∆,H) nor-

malizada e suponha que vale (H1), (H2) e (H3). Ent̃ao o funcionalJ satisfaz a geometria

do Passo da Montanha da seguinte maneira:

1. Existemr, β > 0 tais queJ(u) ≥ β, ∀u ∈ H com‖u‖ = r

2. J(tϕ1)
t→+∞−−−−→ −∞ sel ∈ (λ1,+∞], ondel é obtido em (H3).

Lema 2.25.SejaJ dado por(2.2) tal que

〈J ′(un), un〉 n→∞−−−→ 0

Então existe uma subsequência de{un}, ao qual denotaremos igualmente por{un}, tal que

J(tun) ≤
(1 + t2)

2n
+ J(un), ∀t > 0 e n ∈ N.

Finalmente enunciaremos o resultado principal do nosso trabalho que nos for-

nece em quais condições o problema (2.1) possui solução.

Teorema 2.26.Se as condiç̃oes (H1), (H2) e (H3) são satisfeitas, então

1. O problema(2.1) não possui soluç̃ao sel < λ1;

2. Seλ1 < l < +∞, ent̃ao o problema(2.1) possui uma soluç̃ao positiva;

3. Suponha quel = λ1 (neste caso, dizemos que o problema(2.1) é ressonante). O

problema(2.1) possui uma soluç̃ao positivau ∈ H se, e śo se, existe alguma > 0 tal

queu(x) = aϕ1 e f(x, u) = λ1u(x).
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Demonstrações dos Lemas2.24, 2.25e do Teorema2.26são obtidas no artigo

[7].

Conclus̃oes

Concluı́mos que o resultado acima, Teorema2.26, nos fornece condições boas

para obtenção de uma solução positiva para o problema deDirichlet assintoticamente linear

(2.1), pois não precisamos impor na funçãof a seguinte condição:

(A-R) para algumθ > 2 eM > 0, então0 < θF (x, s) ≤ f(x, s)s, q.t.p.x ∈ Ω

e |s| ≥ M . conhecida como condição de Ambrosetti-Rabinowitz. Esta condição implica

facilmente a condição(PS) (veja [1], capı́tulo 5). Entretanto, para problemas assintotica-

mente lineares a condição(A-R) não é aplicável. Neste caso, vemos que (H1), (H2) e (H3)

são cruciais para obtermos a condição de Cerami, obtida na Proposição2.23.
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P10- Exemplos de Trajetória Central em Programação Semidefinida

Mayk dos Santos & Orizon Pereira Ferreira(UFG)

Resumo

Apresentaremos um de exemplo de trajetória central primale dual na ausência de

estrita complementaridade com a propriedade que a medida emque a dimensão do problema

associado cresce as velocidades de convergência da trajetória central primal diminui e da

trajetória dual permanece constante igual a1/2.

Caracterização do Problema

SejaSn o espaço das matrizes simétricas de ordemn com o produto interno〈 , 〉 definido

por 〈U , V 〉 = traço(UV ), Sn
+ o cone das matrizes simétricas positivas semi-definidas e

Sn
++ seu interior. DadosA1, ..., Am ∈ Sn, defina o operador linearA : Sn → IRm por

AX =
(
〈A1 , X〉, ..., 〈Am , X〉

)T
, e sejaA∗ : IRm → Sn o operador adjunto deA o qual é

dado porA∗v =
∑m

i=1 viAi.

Dadas as funçõesf : (0,+∞) → Sn e g : (0,+∞) → (0,+∞), escrevemos

f(µ) = O(g(µ)) para todoµ ∈ (0,+∞), se para alguma constanteM > 0 temos‖f(µ)‖ ≤
Mg(µ) para todoµ ∈ (0,+∞). Além disso, escrevemosf(µ) = Θ(g(µ)) para todoµ ∈
(0,+∞) sef(µ) = O(g(µ)) e g(µ) = O(‖f(µ)‖) para todoµ ∈ (0,+∞), i.e., existe uma

constateM > 0, g(µ) ≤ M‖f(µ)‖ para todoµ ∈ (0,+∞).

Os problema de programação semi-definida na forma primal edual são definidos,

respectivamente, por

(P )





minX〈C , X〉,

s.t. AX = b,

X ∈ Sn
+,

(D)





maxy b
T y,

s.t. A∗y + S = C,

S ∈ Sn
+,
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ondeC ∈ Sn, b ∈ IRm, A1, ..., Am ∈ Sn são dados eX ∈ Sn
+ , y ∈ IRm eS ∈ Sn

+ são as

variáveis. As condições de otimalidade destes problemas é dada pelo seguinte sistema




AX = b, X ∈ Sn
++,

A∗y + S = C, S ∈ Sn
++,

XS = 0.

A trajetoria central primal $\{X(\mu): \mu>0\}$

associada ao problema primal (P) e a

trajetoria central dual $\{S(\mu): \mu>0\}$ associada ao

problema dual (D) com respeito a

barreira $f(X)=-\ln\det \big{(} X\big{)}$ sao definidas,

respectivamente, por

X(\mu)=\argmin_{X} \{\langle C,\, , X \rangle +\mu

f(X): \mathcal{A}X=b\}, \mu\in I\!\!R_+ ,

ou equivalentemente, pelo sistema de equações primal-dual,

(PD)





AX = b, X ∈ Sn
++,

A∗y + S = C, S ∈ Sn
++,

XS = µI, µ ∈ IR+.

É bem conhecido que, seA1, ..., Am ∈ Sn são linearmente independente, os seguintes con-

juntos Fo(P)= {X ∈ Sn : AX = b,X ∈ Sn
++} e Fo(D)= {(y, S) ∈ IRm × Sn : A∗y + S =

C, S ∈ Sn
++} são não vazios. Então os problemas (P) e (D) tem conjuntossoluções compac-

tos e não vázios e as trajetórias centrais estão bem definidas, veja Todd [11].

Por exemplo: Na presença de estrita complementaridade temos a seguinte decomposição

X =


 XB XBN

X t
BN XN


 , S =


 SB SBN

St
BN SN


 ,

para mais detalhes veja [8]. Foi mostrado em [8] que a ordem deconvegência dos blocos ao

longo da trajetória central, quandoµ tende a zero, são iguais à

XB(µ) = Θ(1), XBN (µ) = Θ(
√
µ), XN (µ) = Θ(µ),
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SB(µ) = Θ(µ), SBN(µ) = Θ(
√
µ), SN(µ) = Θ(1).

Na ausência de estrita complementaridade temos na decomposição acima o surgimento de

mais um bloco, a saber, o blocoT onde a estrita complementaridade falha. Resultando assim

a seguinte decomposição

X =




XB XBT XBN

X t
BT XT XTN

X t
BN X t

TN XN


 S =




SB SBT SBN

St
BT ST STN

St
BN St

TN SN


 ,

para mais detalhes veja [1], [2] e [4]. Neste caso, quando a complementaridade estrita fa-

lha, não se sabe a ordem exata de convergência ao longo da trajetória central, dos blocos

XT , XBT , XTN , ST , SBT e STN . Mais especificamente, alguns problemas que se colocam

são obter os seguintes resultados:

1. A velocidade de convergência dos blocos onde a estrita complementaridade falha, e

2. o comportamento limite da derivada das trajetórias primal e dual.

As respostas para estes problemas são importantes, por exemplo, para obtenção de algorit-

mos de convergência superlinear para programação semidefinida. Com o objetivo de en-

tender o comportamento da trajetória central. No trabalhoapresentaremos um exemplo de

trajetória central, na ausência da estrita complementaridade, com dimensão arbitrária, com

a propriedade que a medida que a dimensão do problema associado cresce a velocidade de

convergência da trajetória central primal diminui e a velocidade da trajetória dual permanece

constante igual a1/2.
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P11- Grupos em que cada Elemento Comuta com suasImagens Endomórficas

Śergio Fernandes, Ticianne Bueno & Shirlei Serconek(UFG)

Resumo

Introduç ão

SejaG um grupo finito em que cada elemento comuta com sua imagem endomórfica (E-

grupo). Vamos dar um contra exemplo-exemplo à conjectura queG é abeliano.

Parag eh emG, g eg−1(h−1gh) comutam. Entãog comuta com seu conjugado

e G satisfaz a identidade[x, y, x] = 1. PortantoG satisfaz as relações[x, y, z, w] = 1 e

[x, y, z]3 = 1 (veja [4, p. 322]). LogoG é nilpotente de classe menor ou igual a 3 e seG é

ump-grupo para um primop 6= 3, G é nilpotente de classe menor ou igual a 2. Vamos exibir

para um primo qualquerp um p-grupo nilpotente de classe 2 em que cada elemento comuta

com todas as suas imagens endomórficas.

Seja

G = 〈a1, a2, a3, a4 : ap
2

i = 1, [ai, aj , ak] = 1, (1 ≤ i, j, k ≤ 4)

e (1) [a1, a2] = ap1, (2) [a1, a3] = ap3, (3) [a1, a4] = ap4,

(4) [a2, a3] = ap2, (5) [a2, a4] = 1, (6) [a3, a4] = ap1 〉.

SejamEnd(G) e Aut(G) o endomorfismo e o automorfismo deG respectiva-

mente. Denotaremos porEndc(G) = {θ ∈ End(G)|θ(G) ≤ Z(G)} e porAutc(G) = {θ ∈
Aut(G)|θ(g)g−1 ∈ Z(G) para todog ∈ G}, o automorfismo central deG.

O grupoG é um grupo não abeliano de expoentep2, objetivo do trabalho é mos-

trar que,
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1. Gp = U(G) = G′ = Z(G), ondeU(G) = {g ∈ G| o(g)| p}.

2. cada endomorfismo estrito (i.é. um endomorfismo que não ´e um automorfismo) deG

tem sua imagem emZ(G), e

3. cada automorfismo é central.

Que consiste em provar o Teorema 1.1, que nos dá umE-grupo não abeliano.

Resultados e Discuss̃ao

Nosso objetivo consiste em mostrar o seguinte teorema.

Teorema 1.1 End(G) = Endc(G) ∪Autc(G).

Corolário 1.1 Cada elemento emG comuta com sua imagem endomórfica.

Lema 1.1 Ordem deG ép8.

Prova: Das relações definidoras deG, temos|G| ≤ p8. Vamos construir um grupo de

ordemp8 que satisfaz as relações definidoras deG.

Sejam

K = 〈ki, 1 ≤ i ≤ 4 : kp
1 = kp

3 = 1, kp2

2 = kp2

4 = 1

e [ki, kj] = 1, 1 ≤ i, j ≤ 4〉

e H = 〈h1, h3 : h
p2

1 = hp2

3 e [h1, h3] = hp
3 〉.

K é um grupo abeliano de ordemp6 eH é um grupo nilpotente de classe 2 de

ordemp4. Sejamσ1 eσ3 os automorfismos deK determinados por,σ1(k1) = k1,σ1(k3) = k3,

σ1(k2) = k−1
1 k2 e σ1(k4) = k−p

4 k4, σ3(k1) = k1, σ3(k3) = k3, σ3(k2) = kp
2k2 e σ3(k4) =
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k−1
3 k4. O subgrupo deAut(K) gerado porσ1 e σ3 é um grupo abeliano de expoentep de

ordemp2. Sejaθ um homomorfismo deH emAut(K), definido por

θ : H −→ Aut(K)

h1 7−→ σ1

h3 7−→ σ3

SejaS = K ⋊θ H = {kh, h ∈ H e k ∈ K} o produto semidireto deK porH

determinado porθ. Assimhk = (θ(h−1)(k)h. S é um grupo de ordemp10 e os elementos

k−1
1 hp

1 e k−1
3 hp

3 geram um subgrupoR de ordemp2 emZ(G). SejaT = S/R, t1 = h1 · R,

t2 = k2 ·R, t3 = h3 · R e t4 = k4 · R. O grupoT de ordemp8 é gerado por{ti : 1 ≤ i ≤ 4}
e osti satisfazem as relações definidoras deG.

Lema 1.2 Z(G) = G′ = Gp = U(G) ondeU(G) é o conjunto de todos os elementos cuja

ordem dividep.

Prova: Temos queG′ = 〈api , 1 ≤ i ≤ 4〉 = Gp. ComoG é nilpotente de classe2

γ2(G) ≤ Z(G), que implicaG′ ⊆ Z(G) eG′ ⊆ U(G). Uma vez que|G| = p8, |G′| = p4. Se

|Z(G)| ≥ p5, então[G : Z(G)] ≤ p3, masG/Z(G) é gerado por{a1Z(G), a2Z(G), a3Z(G),

a4Z(G)}. Assim, dois geradores deG são congruentesmod Z(G) eG/Z(G) é gerado por,

no máximo, três elementos. Assim|G′| ≤ p3, uma contradição. LogoZ(G) = G′. Da

mesma forma se|Up(G)| ≥ p5, então[G : U(G)] ≤ p3 então|Gp| ≤ p3, que é uma

contradição. Donde concluı́mos queZ(G) = G′ = Gp = U(G).

Para umg ∈ G fixado, seja

θg : G −→ G

h −→ [h, g]

ComoG é Nilpotente de classe2, θg é um homomorfismo.Ker θg = CG(〈g〉)
e [G : CG(〈g〉)] = |θg(G)|.
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Lema 1.3

(i) CG(〈a1〉) = G′ · 〈a1〉,

(ii) CG(〈a2〉) = CG(〈a4〉) = G′ · 〈a2, a4〉,

(iii) CG(〈a3〉) = G′ · 〈a3, a1a4〉.

Prova: É fácil ver que o lado direito está contido no lado esquerdo. θa1(G) = 〈ap1, ap3, ap4〉.
Assim [G : CG(〈a1〉)] = p3, que dá a primeira igualdade. Da mesma forma,|θai | = p2 e

[G : CG(〈ai〉)] = p2 (2 ≤ i ≤ 4).

Lema 1.4 Sejani (1 ≤ i ≤) inteiros. A matriz

A =




n2 0 n3 n4

−n1 n3 0 0

0 −n2 n4 − n1 0

0 0 −n3 −n1




considerada sobre o corpo primo de caracterı́sticap tem posto 0, 2, ou 3.

Prova: O posto deA 6= 4 uma vez quedetA = 0. Pode-se verificar se todas as submatrizes

de ordem 2 tem determinante 0(mod p), entãoni ≡ 0 (mod p), (1 ≤ i ≤ 4). Logo posto de

A 6= 2.

Lema 1.5 Seθ /∈ Aut(G) eθ ∈ End(G) entãoθ ∈ Endc(G).

Prova: Sejaθ /∈ Aut(G) não trivial. Então deve existir um elementoh de ordem maior

quep tal queθ(h) tem ordemp. Agora, o Lema 1.2 diz queG′ é o conjunto de todos os

elementos cujas ordens dividep. Assim seθ /∈ Aut(G) implica que para algumh /∈ G′

temosθ(h) é um elemento deG′. Daı́h =
∏4

i=1 a
ni

i comni 6≡ 0 (mod p) para pelo menos

um i. Temos queθ([ai, h])[θ(ai), θ(h)] = 1, (1 ≤ i ≤ 4), uma vez queG é nilpotente de

clase menor ou igual a dois, logo

〈[ai, h], 1 ≤ i ≤ 4〉 ⊆ Ker θ. (2.5)
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Assim obtemos

(*)

[a1, h] = apn2

1 apn3

3 apn4

4 ,

[a2, h] = a−pn1

1 apn3

2 ,

[a3, h] = a−pn2

2 a
p(n4−n1)
4 ,

[a4, h] = a−pn3

3 a−pn1

4 .

Observe que as linhas da matrizA são justamente os expoentes emapi nas equações

do lado direito de(∗). A partir da sentença2.5, vemos que os quatro elementos de(∗) estão

no Ker θ. Obviamente, elas também são comutadores e, portanto estão na intersecção de

Ker θ eG′. Pelo Lema 1.2 cada de(∗) tem ordem 1 oup, logo cada um destes quatro ele-

mentos está noZ(G). Assim as equações do lado direito de(∗) são produtos de potências de

elementos emZ(G). Mas como posto(A) ≤ 2,A tem pelo menos 2 linhas L.I. (Linearmente

Independentes). Assim há entre os quatro elementos de(∗) pelo menos dois elementos de

ordemp tal que um não é potência do outro. Mas uma que estes elementos são de ordemp e

estão emZ(G), eles geram um subgrupo de ordemp2. Logo |ker θ ∪G′| ≥ p2.

ComoGP = U(G). Assim, cada elemento de ordemp é umap-ésima potência

de algum elemento de ordemp2. Assim, da intersecção deKer θ eG′ resulta que existemh1

eh2, cada um de ordemp2, tal queθ(hp
1) eθ(hp

2) são comutadores que estão noKer θ. Como

G tem ordemp8 e expoentep2, devem existir dois elementos adicionais de ordemp2, h3 eh4,

de tal forma queG = 〈h1, h2, h3, h4〉. Uma vez quehp
1 ehp

2 estão noKer θ, θ(hp
1) = θ(hp

2) =

1. Agora(θ(G))′ = 〈θ(h1), θ(h2), θ(h3), θ(h4)〉′. Masθ(h1) e θ(h2) estão emG′ = Z(G) e

por isso não podem gerar comutadores não-trivial. Daı́,(θ(G))′ = 〈θ(h3), θ(h4)〉′. Considere

o comutador gerado porθ(h3) eθ(h4), tem ordem no máximop. Assim,(θ(G))′ tem ordem

≤ p. Temos pelo teorema do Núcleo e da Imagem que|Ker θ ∪G′| ≤ p3.

Desta forma podemos assumir queθ(h3) ∈ G′ eθ(hp
3) = 1. Mas entãoθ(h1), θ(h2)

eθ(h3) ∈ G′ = Z(G). Entãoθ(h1), θ(h2), θ(h3) eθ(h4) comutam entre si eθ(G) é abeliano.

AssimG′ ⊂ Ker θ. Uma vez queG′ = U(G) todos os elementos deG que tem ordemp

estão emKer θ. Sejax um elemento de ordemp2 emG, entãoθ(x) tem ordem no máximo

p. ComoU(G) = Z(G) resulta queθ(G) ⊂ Z(G).
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Seja

R = {g ∈ G | [G : CG(〈g〉)] = p2}
R1 = {g ∈ G | g /∈ G′eg = ar2}

R2 = {g ∈ G | g /∈ G′eg = ar1a
s
3a

r
4}

Pelo menos um dos números inteirosr ou s não é divisı́vel porp uma vez que

g /∈ G′.

Lema 1.6 R = R1 ∪R2.

Prova: Sejah =
∏4

i=1 a
ni

i . h ∈ R se, e somente se,|θh(G)| = p2. O argumento no Lema

1.5 nos dá que|θh(G)| = p2 se, e somente se, posto deA = 2. Por inspeção podemos

observar que posto deA = 2 seh ∈ R1 ∪R2. PortantoR = R1 ∪R2.

Sejadij denota o determinante(i, j)-menor deA. Se posto deA = 2 então

dij ≡ 0 (mod p), 1 ≤ i, j ≤ 4. Em particular

− n2
1n2 ≡ d13 ≡ 0 (mod p),

−n2
1(n1 − n4) ≡ d12 ≡ 0 (mod p),

−n2
3n2 ≡ d34 ≡ 0 (mod p), (2.6)

−n3n4(n1 − n4) ≡ d41 ≡ 0 (mod p).

As equações2.6 implicam que cada umn1 ≡ n3 ≡ 0 (mod p) ou n2 ≡
n1 − n4 ≡ 0 (mod p).

Lema 1.7 Aut(G) = Autc(G).

Prova: Temos queCG(〈h〉) = G′ · 〈a2, a4〉 seh ∈ R1 e CG(〈h〉) = G′ · 〈a3, a1a4〉 se

h ∈ R2. Sejaθ ∈ Aut(G). Ou i) θ(a2), θ(a4) ∈ R1 eθ(a3) ∈ R2 ou ii) θ(a2), θ(a4) ∈ R2 e
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θ(a3) ∈ R1. Das relações2 e 3 deG implica [θ(a1), hi] = hp
i para algumhi ∈ Ri, i = 1, 2.

Seja

h1 = ar2a
s
4

h2 = at1a
u
3a

t
4

θ(a1) = aα1

1 aα2

2 aα3

3 aα4

4

Portanto, temos, entre outras igualdades, as seguintes:

rα1 ≡ r(α3 + 1) ≡ s(α1 − 1) ≡ (α1 − α4 − 1)u ≡ (α1 − α4 − 1)t ≡ 0 (mod p).

As únicas soluções sãoα1 − 1 ≡ α3 ≡ α4 (mod p).

Considere o casoii). Assim

θ(a1) = aα1

1 aα2

2 aα1−1
3 aα1−1

4 , θ(a2) = aβ1

1 aβ3

3 aβ1

4 ,

θ(a3) = aγ22 aγ44 , θ(a4) = aδ11 a
δ3
3 a

δ1
4 .

Das relações 1, 4 e 6 eG, implica que[θ(ai), θ(a2)] = θ(ai)
p temos, entre outras

igualdades, as seguintes:

α1 + α2β1 ≡ α1 − β1 − 1 ≡ β1(γ2 − 1) ≡ β1(γ4 − 1)

≡ β3(γ4 − 1) ≡ δ3γ4 ≡ (δ3 − 1)γ2 ≡ 0 (mod p).

Ouβ1 6≡ 0 (mod p) ouβ3 6≡ 0 (mod p). Logoγ4 − 1 ≡ δ3 ≡ γ2 ≡ β1 ≡ α1 ≡
α1 − 1 ≡ 0 (mod p), uma contradição.

Considere o casoi). Assim

θ(a1) = aα1

1 aα2

2 aα1−1
3 aα1−1

4 , θ(a2) = aβ2

2 aβ4

4 ,

θ(a3) = aγ11 aγ33 aγ14 , θ(a4) = aδ22 a
δ4
4 .

Das relações 1, 4 e 6 eG, implica que[θ(ai), θ(a2)] = θ(ai)
p temos, entre outras

igualdades, as seguintes:

α1(β2 − 1) ≡ (α1 − 1)β2 + α2 ≡ α1(β4 − 1) + 1 ≡ β2γ1 ≡ β2(γ3 − 1)

≡ β2γ3 ≡ β4(γ1 + 1) ≡ δ2(γ1 − 1) ≡ (δ4 − 1)γ3 ≡ 0 (mod p).
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Seβ4 6≡ 0 (mod p), entãoγ3 ≡ γ1 + 1 ≡ β2 ≡ α1 ≡ 0 (mod p). Assim

1 ≡ 0 (mod p), uma contradição. Seβ4 ≡ 0 (mod p), entãoβ2 6≡ 0 (mod p) e

γ1 ≡ γ3 − 1 ≡ δ2 ≡ α1 − 1 ≡ α2 ≡ β2 − 1 ≡ 0 (mod p).

Logoθ ∈ Autc(G).

Conclus̃oes

Concluı́mos queG é um grupo não abeliano de expoentep2 e ordemp8 que tem a proprie-

dade de que todo elemento comuta com sua imagem endomórfica.E posteriormente iremos

estudar o artigo [6] Malone que mostra, parap = 2, o exemplo de Fraudree não tem a propri-

edade citada no tı́tulo. E estudaremos o artigo principal Abdollahi, Faghili, Linton e O’Brien

que nos dá um exemplo de um 3-grupo de classe 3 que comuta com sua imagem automórfica.

Temos então a partir deste estudo o enriquecimento das pesquisas e desenvolvi-

mento do estudo na área de álgebra e principalmente da teoria de grupos.
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P12- Comutatividade Fraca por Bijeção entre Grupos Abelianos

Silvio Macedo(IFG-Luziânia)& Ricardo Nunes de Oliveira(UFG)

Resumo

The weak commutativity group by bijectionG(H,K, σ) = 〈H,K|[h, hσ] =

1, ∀h ∈ H〉 is defined as being the quotient of the free productH ∗ K by normal closure

of {[h, hσ] : ∀h ∈ H} in H ∗ K. In this paper, is a resume of the Macedo [MAC], that

studied the results obtained in 2009 by Oliveira and Sidki [OS] that support the following

conjecture:

If H,K ∼= Zp × · · · × Zp, thenG(H,K, σ) is p-group.

Keys words: Free groups, presentations of groups, weak commutativity,nilpo-

tency class, double cosets.

Resultados e Discuss̃ao

Em 1980, Sidki [SIDKI] introduziu o grupo de comutatividadefraca

χ(H) = 〈H,Hϕ|[h, hϕ] = 1, ∀h ∈ H〉,

definindo-o como o quociente do produto livreH ∗ Hϕ (ϕ : H −→ Hϕ um isomorfismo)

pelo fecho normal de{[h, hϕ] : ∀h ∈ H} emH ∗Hϕ, (hϕ denotaϕ(h)). Nesse artigo, Sidki

fez um estudo detalhado do grupoχ(H) e obteve, dentre outros resultados, o seguinte

Teorema 2.27.SejaP qualquer uma das seguintes propriedades de grupos: finitude, p-

grupo, nilpotente, solúvel; ent̃ao

H é umP-grupo=⇒ χ(H) é umP-grupo.

Em 1981, Rocco [ROCCO2] considerou o caso ondeH é ump-grupo finito de

ordempn, p ı́mpar e classe de nilpotênciac e provou queχ(H) é ump-grupo de ordem
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divisor dep2np(
n
2) com classe de nilpotência no máximo2c. Posteriormente, Gupta, Rocco

e Sidki [GRS], obtiveram um refinamento para esse resultado,mostrando que a classe de

nilpotência é no máximo2 + c.

Seguindo outra direção, em 2009, Oliveira e Sidki [OS] consideraram um caso

mais geral do grupo de comutatividade fracaχ(H), a saber, quandoσ : H −→ K é uma

bijeção entre grupos finitos comσ fixando a identidade, o grupo

G(H,K, σ) = 〈H,K|[h, hσ] = 1, ∀h ∈ H〉

foi definido como sendo o quociente do produto livreH ∗K pelo fecho normal de{[h, hσ] :

∀h ∈ H} emH ∗ K. Assim, quandoH ∼= K e σ for um isomorfismo, os gruposχ(H) e

G(H,K, σ) coincidem. Surge então, a seguinte pergunta:

Quais resultados obtidos paraχ(H) continuam válidos paraG(H,K, σ)?

Oliveira e Sidki [OS] proporam então a seguinte:

Conjectura 2.28. SeH eK são grupos nilpotentes finitos eσ : H −→ K é uma bijeç̃ao

fixando a identidade, entãoG(H,K, σ) é nilpotente.

Mas devido a dificuldade do problema, eles se concentraram nocaso mais parti-

cular em que os gruposH eK da conjectura acima são isomorfos aZp × . . .× Zp, p primo.

Assim o problema básico tratado nesse artigo foi o seguinte:

Conjectura 2.29. SeH,K ∼= Zp × . . .× Zp, ent̃aoG = G(H,K, σ) é um p-grupo.

Neste caso, o estudo do grupoG é facilitado pelas seguintes propriedades do

grupoH = Zp × . . .× Zp:

(i) H pode ser visto como um espaço vetorial sobreZp;

(ii) Todo elemento deH possui ordemp.

Este artigo é um resumo da dissertação de Macedo [MAC], que fez um estudo

dos resultados obtidos por Oliveira e Sidki [OS].
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A finitude do grupo G(H,K, σ)

Definição 2.30.(Sidki[?]) SejamH eK grupos finitos eγ : H −→ K uma funç̃ao. Ent̃ao

a tripla (H,K, γ) é dita especial seγ satisfaz

(i) 1γ = 1 e1γ
−1

= 1,

(ii) |(Sγ−1

h)γ| ≥ |S|,

para todo subconjuntoS deK tal que1 ∈ S e para todoh ∈ H.

O critério de finitude a seguir é dado para um grupo mais geral do queG(H,K, σ).

Teorema 2.31.(Sidki [SIDKI]) Seja(H,K, γ) uma tripla especial, ondeH eK são grupos

finitos de ordensm e n, respectivamente, tal que1 < n ≤ m. Sejamδ : H −→ K e

ǫ : H −→ H funç̃oes. Ent̃ao o grupo definido por

G(H,K, γ, δ, ǫ) = 〈H,K|hhγ(hǫ)−1(hδ)−1 = 1, ∀h ∈ H〉

é finito de ordem no ḿaximo(m− 1)em, ondee é o ńumero de Euler.

O grupo de comutatividade fracaG(H,K, σ) é um caso particular do grupo defi-

nido acima e nesse caso, Sidki [SIDKI] mostrou, como um corolário do Teorema acima, que

G(H,K, σ) possui ordem limitada pornen−1. QuandoH,K ∼= Z2×Z2×Z2×Z2, utilizando

o GAP [GAP], vemos que para algumas permutaçõesσ, |G(H,K, σ)| = 219 = 16 · 216−1.

QuandoH ∼= K escreveremos simplesmenteG(H, σ).

O grupo G(H, σ) comH ćıclico de ordemn.

SejamH = 〈X|R〉 e K = 〈Y |S〉. EntãoH × K = 〈X, Y |R, S, [X, Y ]〉. A partir disso,

vemos queG(H,K,σ)
[H,K]

∼= H × K. Segue então que seG = G(H,K, σ) for abeliano, então

G ∼= H ×K.

Teorema 2.32.SeH é um grupo ćıclico de ordemn, ent̃aoG = G(H, σ) é abeliano. Logo

G ∼= H ×H.
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Cálculo de alguns gruposG(H, σ) com o GAP

O cálculo direto dos(|H| − 1)! gruposG(H, σ) torna-se inviável muito rapidamente por

causa do crescimento fatorial. O teorema abaixo nos permitefazer uma melhoria no cálculo

dos gruposG(H, σ) via GAP, pois ele afirma que a maioria desses grupos são isomorfos.

Teorema 2.33.(Oliveira e Sidki [OS]) SejamH,K grupos eσ : H −→ K uma bijeç̃ao

fixando a identidade. Seα ∈ Aut(H) eβ ∈ Aut(K), ent̃aoG(H,K, σ) ∼= G(H,K, ασβ).

SejaH = {1, h2, . . . , hn}, podemos identificarAut(H) com um subgrupo de

S|H|−1 simplesmente observando que um automorfismoα deH induz uma permutaçãoσ nos

ı́ndices dos elementos deH, isto éiσ = j ⇐⇒ hα
i = hj. Fazendo as mesmas considerações

paraK ∼= H, podemos escrever

A = Aut(H) = Aut(K) ≤ Sn−1.

Agora podemos calcular as classes duplasA\Sn−1/A = {AsA : s ∈ Sn−1} no GAP, utili-

zando a função

DoubleCosetRepsAndSizes(G,U,V)

que retorna uma lista com os representantes das classes duplasU\G/U junto com a respec-

tiva ordem de cada classe. Nas tabelas abaixo,c é a classe de nilpotência ed é o comprimento

derivado do grupoG(H, σ).

(i) H = Z2 × Z2.

σ |G(H, σ)| c d

() 25 2 2

(ii) H = Z2 × Z2 × Z2.

σ |G(H, σ)| c d

() 210 3 2

(6, 7) 210 3 2

(5, 6, 7) 28 2 2

(4, 5, 6, 7) 28 2 2
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(iii) H = Z2×Z2×Z2×Z2. Para este caso, listamos apenas os grupos de ordem máxima.

σ |G(H, σ)| c

() 219 4

(14, 15) 219 5

(10, 13)(14, 15) 219 5

(8, 11)(9, 12)(10, 13) 219 4

(8, 11)(9, 12)(10, 14, 13, 15) 219 5

(iv) H = Z3 × Z3.

σ |G(H, σ)| c d

() 35 2 2

(6, 7) 35 2 2

(4, 6, 8, 7) 35 2 2

(7, 8) 34 1 1
...

...
...

...

(3, 4, 7, 5, 6, 8) 34 1 1

Observaç̃ao 2.34.Em sua tese de doutorado, Oliveira [OL] deu provas diretas para todos

esses casos apresentados.

O grupo G(H, σ) comH = Zp × Zp

Adaptando alguns resultados em Oliveira e Sidki [OS], pudemos mostrar em Macedo [MAC]

que:

Teorema 2.35.SejaH,K ∼= Ap,2 comH = 〈a1, a2〉 eK = 〈b1, b2〉. Ent̃aoG = G(H, σ) é

um p-grupo com classe de nilpotência no ḿaximo 2.

Permutando os subgrupos ćıclicos

Nesta seção vamos denotarH = Zp × · · · × Zp (k cópias) porH = Ak,p e olhar paraH

como um espaço vetorial sobreZp. Consideraremos tambémH,K ∼= Ak,p e escreveremos
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G(H, σ) ao invés deG(H,K, σ).

Proposiç̃ao 2.36. (Oliveira e Sidki [OS]) SejamH,K ∼= Ap,k comH = 〈a1, . . . , ak〉 e

K = 〈b1, . . . , bk〉. Ent̃ao para toda bijeç̃ao σ : H −→ K, fixando a identidade, podemos

obter uma bijeç̃ao σ̃ : H −→ K, fixando a identidade, tal queaσ̃i = bi, i = 1, 2, . . . , k e

G(H, σ) ∼= G(H, σ̃).

Teorema 2.37.(Oliveira e Sidki [OS] Sejaσ uma permutaç̃ao deH = Ak,p, fixando a

identidade, e considere a relaçãoR ⊆ H ×H definida por

R = {(ai, bj)(1 ≤ i, j ≤ p− 1) : aσ = b}.

Então existe pelo menosp−1 permutaç̃oesσ̂ deH fixando a identidade tal que(ai)σ̂ = (aσ̂)i

para todo1 ≤ i ≤ p− 1, cujo gŕafico{(a, aσ̂) : h ∈ H} est́a contido emR.

Corolário 2.38. Para toda permutaç̃aoσ deH fixando a identidade, existem uma permutação

σ̂ deH e um epimorfismo deG(H, σ̂) emG(H, σ).

O teorema abaixo é um refinamento do método das classes duplas.

Teorema 2.39.Seα, β ∈ PGL(k, p), ent̃aoG(H, σ̂) ∼= G(H,ασ̂β).

Exemplo 2.40.Para o grupoA3,3 temos13 geradores de subgrupos cı́clicos e252 classes

duplas emPGL(3, 3)S13PGL(3, 3). As ordens dos grupos com as respectivas quantidades

são:

{36, 235}, {37, 11}, {38, 5}, {39, 1}.

Obtemos ainda as seguintes informações:

(i) Todos os grupos de ordem36 possuem classes de nilpotência iguais a1, isto é, s̃ao

abelianos e portanto isomorfos aA3,3 ×A3,3. Os demais grupos são todos nilpotentes

de classe2.

(ii) Para o único grupo de ordem39, o representante de classe duplaéσ = id, logo este

grupo de ordem ḿaximaé isomorfo aχ(A3,3).
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O grupo G(H̃, K̃, σ̃), H̃ e K̃ extens̃oes deH eK

SejamH̃ e K̃ grupos possuindo subgrupos normaisM e N , respectivamente. SejaH um

transversal deM em H̃ com 1 ∈ H e K um transversal deN em K̃ com 1 ∈ K. Deste

modo podemos fazer a seguinte identificação

H =
H̃

M
, K =

K̃

N
.

Considerando|H̃| = |K̃| e |M | = |N |, tomemos bijeçõesσ : H −→ K eα : M −→ N ,

ambas fixando a identidade. Seja aindaγ uma bijeção entreM e N (não necessariamente

fixando a identidade). Observe queH̃ = {mh : m ∈ M,h ∈ H} e K̃ = {nk : n ∈ N, k ∈
K}. Obtemos assim uma bijeçãoσ̃ : H̃ −→ K̃ definida por

σ̃ : m → mα (2.1)

σ̃ : mh → mγhσ seh 6= 1,

Lema 2.41. O grupoG(H,K, σ) é isomorfo ao quociente dẽG = G̃(H̃, K̃, σ̃) pelo fecho

normal de〈M,N〉 emG̃.

Teorema 2.42.Mantendo a notaç̃ao pŕevia, suponhaM,N centrais emH̃, K̃, respectiva-

mente e queG(M,N, α) seja abeliano. Ent̃aoV = 〈M,N〉G̃ é abeliano.

Corolário 2.43. Suponha nas hiṕoteses do teorema acima queM = 〈m〉 e N = 〈n〉 são

ćıclicos, cada um deles com ordem igual a um primop. Ent̃aoV = 〈M,N〉G̃ é um p-grupo

abeliano elementar de posto no máximo|H|+ 1.

Mais alguns casos particulares deG(H, σ)

Teorema 2.44.SejamH,K grupos abelianos finitos de ordemn eG = G(H,K, σ). Ent̃ao

o grupoG/G′′ é nilpotente de classe no máximon.

Teorema 2.45.SejaH = Ak,p, p ı́mpar eσ : H −→ Ḣ uma transposiç̃ao. Ent̃aoG(H, σ)

é um p-grupo com classe de nilpotência no ḿaximo 3.

Observaç̃ao 2.46.Para p = 2 o teorema acima pode não ser verdadeiro. De fato, o grupo

G(A2,4, (14, 15)) calculado na Seç̃ao 2.3possue classe de nilpotência igual a5.
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C2 - Observações sob o Delta de Dirac

Olimpio Hiroshi Miyagaki(UFJF)

Resumo

Será introduzido o delta de Dirac, e motivando o estudo das Distribuiçoes de

Schwartz. Faz-se lgumas observações históricas das personagens da época tais como: Di-

rac, Schwartz, Hadamard etc. Finalmente conclui-se que delta de Dirac trata-se de uma

distribuição. Serão apresentados algumas aplicações.
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C3 - Cotas nas Universidades: Quantas? Para Quem?

Dani Gamerman(UFRJ)

Resumo

A crescente utilização do ENEM como meio de avaliação deentrada nas uni-

versidades trouxe a atenção da sociedade brasileira parao uso da Teoria de Resposta ao

Ítem (TRI). Mais recentemente, tem ganho força a idéia quecorreções precisam ser feitas

na avaliação baseada apenas no ENEM, para acomodar gruposdesprivilegiados. São as

chamadas cotas e propostas com vários matizes e motivações tem sido formuladas com os

mais variados nı́veis de sustentação cientı́fica. Essa palestra se propõe a mostrar em uma

linguagem simples como esse problema deve ser abordado do ponto de vista cientı́fico. Ini-

cialmente serão apresentados os conceitos básicos da TRI. Posteriormente serão discutidas

algumas de suas extensões. Através de uma generalização da TRI que é rotineiramente uti-

lizada, pode se entender que modificações precisam ser incorporadas e de que forma se dá o

efeito dessas mudanças.
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C4 - Regularity Results for Semimonotone Operators: an Extension of Minty’s Theorem

Rolando Ǵarciga Otero(IMPA)

Resumo

We introduce the concept ofρ-semimonotone point-to-set operators in Hilbert

spaces. This notion is symmetrical with respect to the graphof T , as is the case for mo-

notonicity, but not for other related notions, like e.g. hypomonotonicity, of which our new

class is a relaxation. We give a necessary condition forρ-semimonotonicity ofT in terms of

Lispchitz continuity of[T + ρ−1I]−1 and a sufficient condition related to expansivity ofT .

We also establish surjectivity results for maximalρ-semimonotone operators. This is a work

joint Alfredo Iusem.
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C5 - Um Teorema de Lagrange, a Exponencial Complexa e o Plano Euclidiano

como um Parabolóide no Cone de Luz

Ruy Tojeiro de Figueiredo Junior(UFSCar)

Resumo

Em 1779 (!), Lagrange resolveu o problema de determinar todos os mapas con-

formes da Terra com a propriedade de que os meridianos (ou paralelos) sejam representados

por cı́rculos ou retas. Um passo importante na solução é caracterizar os pares de famı́lias de

cı́rculos ou retas tais que cada elemento de uma delas é ortogonal a todos os elementos da

outra. Nesta palestra, usaremos o teorema de Lagrange como uma motivação para discutir

aplicações conformes, veremos como a exponencial complexa aparece naturalmente em sua

solução e introduziremos o modelo do plano Euclidiano como um parabolóide no cone de

luz do espaço de Lorentz, com o qual obteremos de uma maneirasimples a caracterização de

familias ortogonais de cı́rculos ou retas necessária à demonstração do Teorema de Lagrange.
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C6 - CaminhosÓtimos para Veı́culos Autônomos

Nancy Lopes Garcia(UNICAMP)

Resumo

Nosso objetivo é encontrar automaticamente o menor caminho entre dois pontos

A e B quando a estrada é povoada de obstáculos. Um método n˜ao paramétrico penalizado é

utilizado tanto quando os obstáculos são vistos perfeitamente como quando estão sujeitos a

erros de medição.

AnaisdaXXV Semanado IME/UFG 2011 - 115 -



Irene Naomi Nakaoka
Teoria de Ramsey

C7 - Teoria de Ramsey

Irene Naomi Nakaoka(UEM)

Resumo

A teoria de Ramsey é, atualmente, um dos ramos mais importantes da combi-

natória e teve seu inı́cio em 1930 com o trabalhoOn a problem in formal logic do ma-

temático, filósolo e economista Frank P. Ramsey. Ela investiga questões do tipo:

Dado um conjuntoS que tem uma propriedadeP , é verdade que sempre que

S é particionado em um número finito de subconjuntos, um dos subconjuntos

deve também ter a propriedadeP?

O resultado mais simples da teoria de Ramsey é oprincı́piodacasadospombos

(PCP), também conhecido como princı́pio das gavetas de Dirichlet, o qualestabelece que

Se mais quen pombos são colocados emn gaiolas, então pelo menos uma

gaiola deve conter pelo menos dois pombos.

Nesta palestra, serão apresentadas algumas aplicaçõesdo PCP e introduzida a

teoria de Ramsey, bem como algumas de suas aplicações.
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C8 - Soluções Estacionárias de Fluı́dos Incompressı́veiscom uma Lei de Potência

para a Viscosidade, em Domı́nios com Fronteiras Ilimitadas

Marcelo Martins dos Santos(UNICAMP)

Resumo

Falaremos sobre o modelo estacionário para fluidos incompressı́veis com a vis-

cosidadeµ dada pela lei de Ostwald-De Waele, ou seja,µ = |D(u)|p−2, onde|D(u)|p−2 é a

taxa de cisalhamento. Discutiremos a solução de Amick para o problema conhecido como

“problema de Leray”, para fluidos newtonianos, isto é,p = 2, e a versão modificada do

problema de Leray devido a Ladyzhenskaya e Solonikov. Em seguida, nos restringiremos ao

casop > 2 (“shear thickening fluids”) e apresentaremos um resultao nosso, em colaboração

com Gilberlândio J. Dias (UNIFAP, Universidade Federal doAmapá e IMECC-UNICAMP),

o qual generaliza o teorema Ladyzhenskaya-Solonikov’s parap ≥ 2.
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3.2 Minicursos

MC3 - Teoria das Ciências e Pensamento Livre

Ole Peter Smith(UFG)
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MC3 - Teoria das Ciências e Pensamento Livre

Ole Peter Smith(UFG)

Resumo

Abordamos os conceitos, raciocı́nios e métodos básicas comum de todas as

ciências, expondo exemplos de várias áreas de conhecimento. Introduzindo Pensamento

Livre, tentamos definir o conceito liberdade em suas váriasformas: individual e social,

levando-nos a uma observação sobre as sociedades humanas.
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3.3 Sess̃oes T́ecnicas

ST5 - Método de ponto proximal para otimização convexa

Ilton Ferreira de Menezes(UFG)

ST7 - Método de ponto Proximal para uma classe de funções que satisfazem a desigualdade

de Lojasiewicz

Jośe Henrique Amaral(UFG)
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ST5 - Método de ponto proximal para otimização convexa

Ilton Ferreira de Menezes(UFG)

Resumo

Neste trabalho é apresentado o método de ponto proximal aplicado à minimização

irrestrita de funções convexas não necessariamente difereciáveis. A boa definição da sequência

gerada pelo método de ponto proximal é garantida. Além disso é provado a convergência to-

tal da sequência a um minimizador global do problema em questão.
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ST7 - Método de ponto Proximal para uma classe de funções que satisfazem a desigualdade

de Lojasiewicz

Jośe Henrique Amaral(UFG)

Resumo

Neste trabalho é apresentado o método de ponto proximal aplicado à minimização

irrestrita de funções não necessariamente diferenciáveis que satisfazem a desigualdade de

Lojasiewicz. Além disso, seguindo a ideia original de Lojasiewicz, é apresentado a con-

vergência total da sequência gerada pelo método de pontoproximal (quando esta é limitada)

a algum ponto crı́tico generalizado.
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