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Resumo

A busca por solucoes de equagoes nao-lineares em espacos de Banach, é objeto de interesse
em varias areas da ciéncia e engenharias. Devido a sua velocidade de convergéncia e
eficiéncia, o método de Newton tem sido bastante utilizado para o propdsito de obter
solugoes dessas equacoes. Nesta dissertacao apresentamos uma andlise de convergéncia
local do método de Newton. Esta andlise tem a desvantagem de exigir o conhecimento
prévio de um zero do operador em consideragao e hipdteses sobre o comportamento do ope-
rador nesse zero, mas por outro lado ela fornece informagoes sobre a taxa de convergéncia
e unicidade local de solu¢ao. Também apresentamos uma anélise de convergéncia semi-
local, mais especificamente, apresentamos uma prova do teorema de Kantorovich. Este
teorema nao exige conhecimento prévio de zeros do operador e tem a vantagem de fazer
hipoteses apenas sobre o ponto inicial, garantindo convergéncia quadratica, existéncia e
unicidade local de zeros. A andlise de convergéncia a ser apresentada, tanto para o caso
local e quanto para o semi-local, é baseada na definicao de um conjunto invariante pela
aplicacao de Newton.



Abstract

The search for solutions of nonlinear equations in Banach spaces, is object of interest in
several areas of science and engineerings. Had it is speed of convergence and efficiency,
the method of Newton has been sufficiently used for the intention to get solutions of these
equations. In this dissertacao we present a local analysis of convergence of the method of
Newton. This analysis has the disadvantage to demand the previous knowledge of a zero
of the operator in consideration and hypotheses on the behavior of the operator in this
zero, but for other side it supplies to information on the convergence rate and local unicity
of solution. Also we present a semilocal analysis of convergence, more specifically, present
a proof of Kantorovich’s theorem. This theorem does not demand previous knowledge of
zeros of the operator and has the advantage to make hypotheses only on the initial point,
guaranteeing quadratic convergence, existence and local unicity of zeros. The analysis of
to be presented convergence, as much for the local case and how much for the semi-local,
it is based on the definition of a set invariant for the application of Newton.



Capitulo 1

Introducao

A idéia bésica do Método de Newton, para encontrar uma raiz de uma funcao derivavel
nao-linear, é bastante simples. Ela consiste em substituir a funcao nao-linear por sua
aproximacao linear. Mais precisamente, queremos resolver a equacao f(z) =0, onde f é
uma func¢ao nao-linear. Comecando com um ponto inicial xg do dominio de f tal que a

derivada f’(z¢) seja nao nula, construimos a aproximagao linear de f, isto é,

f@) = f(xo) + f'(20)(x — x0).

Entao substituimos a equagao f(x) = 0 pela equagao linear

f(@o) + f'(zo)(x — ) =0,

que tem uma unica solucao, digamos

x1 = x0 — f'(x0) " f(0).
Agora, com hipdteses adequadas sobre f e o ponto inicial xy, podemos provar que
pertence ao dominio de f e que f’(x1) # 0 e o processo anterior pode ser repetido e assim
sucessivamente. Portanto, podemos definir uma seqiiéncia {x;} no dominio de f dada
por
Tyl = T — f/<$k)71f($k), k= 0, 1, e

Novamente, hipoteses adequadas sobre f e o ponto inicial xy nao sé garantem a boa
definigao da seqiiéncia {xy}, como convergéncia quadrética da seqiiéncia para uma raiz

da funcao em consideragao.



Vamos falar um pouco sobre o desenvolvimento do método de Newton. O método
descrito acima foi proposto inicialmente por Isaac Newton em 1669 para encontrar raizes
de funcoes polinomiais. Pouco tempo depois, em 1690 J. Raphson extendeu o método
para fungoes reais quaisquer. Por isso é muito comum, na literatura, o método ser
chamado método de Newton-Raphson. A consolidagdo do método esta ligada a famosos
matematicos como J. Fourier, L. A. Cauchy entre outros. Em 1818, Fourier provou
que o método convergia quadraticamente desde que o ponto inicial fosse tomado em
uma vizinhanga da solugao procurada (faremos uma demonstracao desse fato), enquanto
Cauchy (1829-1847) mostrou que o método se extende naturalmente para fungoes de varias
variaveis e usou o método para provar a existéncia de raizes de algumas equacoes. Em
1916, os matematicos Fine e Bennet deram mais algumas contribuicoes para o método.
Fine em [8] provou a convergéncia para o caso n-dimensional sem a hipétese de existéncia
de solugao. Bennet em [2] extendeu o resultado para o caso de dimensao infinita. Mais
recentemente, em 1948, L. V. Kantorovich em [11] provou a existéncia de solucao e a con-
vergéncia do método para operadores T : By — By, onde By e By sdao espagos de Banach
e T é um operador derivavel qualquer. Os resultados de Bennet e Kantorovich merecem
um destaque especial, pois foram obtidos antes da descoberta dos fundamentos da Analise
Funcional, portanto podemos considera-los como alguns dos precursores dessa area tao
importante e bela da matemética. Para mais informagoes sobre o desenvolvimento do

método de Newton veja [14, 18, 20] e suas referéncias.

Sabemos que tratar questoes sobre a resolucao de equagoes, ou mesmo mostrar que
um dada equacao possui solucao dentro de um certo espaco considerado, é objeto de
interesse em diversas dreas da Ciéncia Pura e Engenharia. O método de Newton é uma
poderosa ferramenta na obtencao de solucoes de equacoes dos mais variados tipos. A
grande importancia desse método reside no fato de que sob algumas hipdteses é garantida
a convergeéncia, a uma taxa relativamente alta, para uma solucao. O método de Newton
também é usado para mostrar outros teoremas importantes na matemaética. Por exemplo:
teoremas de existéncia e unicidade de solucoes para certas equacoes diferenciais veja por
exemplo [12, 15], o teorema da fungao inversa e implicita [13] e o teorema do mergulho

isométrico veja [16].

Procurando saber mais sobre a solugao de um problema em equagoes diferenciais foi

que L. V. Kantorovich chegou ao seu teorema, que é o objeto de maior interesse nesta



dissertacao. Desde entao, o teorema de Kantorovich tem se tornado uma ferramenta
fundamental em analise nao-linear e tem sido extensivamente usado na andlise numérica,
veja por exemplo [1, 5, 17] e sua referéncias. Wang [21] mostra em 1999, um teorema
da funcao inversa em espacos de Banach usando um teorema do ”"tipo Kantorovich”.
Em 2002, Ferreira e Svaiter [6] estenderam o teorema de Kantorovich para variedades
Riemannianas utilizando uma nova técnica. Mais recentemente, Potra [19] em 2005 usou

o teorema de Kantorovich para fazer uma andlise do método de pontos interiores.

Esta dissertacao esta organizada da seguinte forma. No capitulo 2 nés escrevemos al-
guns resultados basicos sobre espacos de Banach e derivagao de operadores. Ainda nesse
capitulo, demonstramos o lema de Banach e damos uma estimativa para o erro cometido
em aproximar um operador, com derivada Holder, pela sua expressao linearizada. O
capitulo 3 é onde se concentra a discussao sobre o método de Newton. Na Secao 3.1 ex-
ploramos alguns exemplos, que clareiam nosso entendimento sobre quais sao os problemas
que podem aparecer na construcao da seqiiéncia de Newton e na andlise da convergeéncia.
Na Secao 3.2 demonstramos, para o caso local, um teorema sobre a boa defini¢ao e con-
vergéncia da sequéncia de Newton para uma solucao dada. Baseamos, a Secao 3.2 na
parte do livro de Dennis e Schnabel [4] que trata sobre a questao da convergéncia local
do método de Newton. As provas desta secao foram ligeiramente modificadas, procu-
ramos aplicar a técnica que consite em obter um conjunto invariante pela iteragao de
Newton. Esta técnica também é usada na nossa referencia basica Ferreira e Svaiter [7].
Na Secao 3.3 mostramos a unicidade de solucao numa bola de certo raio, e que essa
bola é a maior que contém uma unica solucao, baseado nas idéias contidas no artigo de
Huang[10]. Por fim, na Sec¢ao 3.4 mostramos que, sob certas hipdteses, podemos acelerar
a taxa de convergéncia do método, baseado no artigo de Gerlach [9]. Finalmente, no
Capitulo 4 provamos o teorema de Kantorovich. Todas as idéias contidas neste capitulo
foram baseadas na artigo Ferreira e Svaiter [7]. Na introdugao deste capitulo enunciamos
o teorema de Kantorovich e na Subsecao 4.0.1, obtemos resultados importantes sobre
uma funcao quadratica, definida a posteriori. Na Secao 4.1 garantimos a boa defini¢ao da
sequiiéncia de Newton e a sua convergéncia para uma solucao. E finalmente, na Secao 4.2
mostramos que a solucao é tnica, em uma bola de certo raio, e que a taxa de convergéncia

para uma solucao podera ser quadratica.



Capitulo 2

Conceitos Basicos e Resultados

Preliminares

2.1 Espacos de Banach

Nesta secao definimos espacos de Banach, nossos espacos ambiente de trabalho nesta
dissertacao. Enunciamos e demonstramos algumas proposigoes e lemas que nos auxiliarao
na obtencao de alguns resultados importantes. Definimos a derivada de Fréchet, que é
a derivada para operadores em espagos de Banach, e enunciamos alguns resultados que

envolvem esse tipo de derivagao.

Comecamos com a seguinte definigao.

Definigao 2.1. Sejam (V,||.||) um espago vetorial normado e {x,} CV uma seqiéncia.

Dizemos que {x,} converge para x, € V se dado € > 0 existe ng tal que
|z, — x| <€ ¥ n=ny.
Uma seqiiéncia {x,} € chamada seqiiéncia de Cauchy se dado € > 0 existe ng tal que

||xm_xn|| <e YV m,n=ng.



E facil observar que toda seqiiéncia convergente é de Cauchy, mas nem toda seqiiéncia

de Cauchy é convergente. Veja o exemplo a seguir.

Exemplo 2.2. Seja {z,} uma seqiiéncia de nimeros racionais definida por

1 n
xn:(l—l——) , n=12....
n

Temos que {x,} € de Cauchy em R, pois limz, = e, onde e € R é o nimero de Euler.

Portanto, temos que {x,} € também de Cauchy em Q e nao é convergente em Q.

Definicao 2.3. Um espaco vetorial B é dito Espa¢o de Banach se toda seqiiéncia de
Cauchy em B é convergente, isto €, dada uma seqiéncia de Cauchy {x,} C B, existe

T, € B tal que lim z,, = x,.

Exemplo 2.4. O espaco euclideano R™ e o espaco das fungoes continuas com a métrica
do supremo sao espacgos de Banach. O primeiro exemplo tem dimensao finita e o seqgundo

nao.

Consideremos o conjunto £(C, B) das transformagoes lineares e continuas de C' em B,
onde C' é um espago vetorial métrico qualquer e B um espaco de Banach. Observe que
I|.]| - £(C,B) — R é continua, onde

| F|l = sup M, reC, FeLCB)
jalizo N1l
Nosso intuito agora é obter um lema que nos auxiliarda na demonstragao de um teorema

muito importante para resultados futuros nessa dissertacao.

Lema 2.5. Sejam B um espago de Banach e {t;} uma seqiéncia de nimeros reais
mondtona crescente e convergente para t.. Considere uma seqiéncia {xy} C B que satis-
faca

|| Tha1 — zr]| < tper — tr, Vk eN
Entao a seqiiéncia {x} é de Cauchy. Em particular, {xy} converge, digamos para x, € B.

Além disso, vale a desigualdade

||2e — ap|| < te — ty, Vk €N.



Demonstragao. Seja n € N. Usando a desigualdade triangular temos

Zhtn — Tkl | < Thpn — Thgnaall + [[Trgn-1 — Trgnol| + -+ ||Ths2 — o || + [|Tr31 — 21]|
< (tran — thtn—1) + (thn—1 — tegn—2) + -+ + (tor2 — tig1) — (b1 — te)

= tpyn — tp < Ty — 1.

Como {tx} é uma seqiiéncia convergente para t,, segue-se que t, — t; pode ser tomado
suficientemente pequeno para k arbitrariamente grande. Logo a equacgao acima implica
que {zx} é uma seqiiéncia de Cauchy.

Para obtermos a desigualdade requerida pelo lema, é suficiente fazer n — oo na inequacgao

acima. O
Lema 2.6. Sejam B um espaco de Banach e C' um espaco vetorial métrico qualquer.
Entao L(C,B) também é um espago de Banach.

Demonstracao. Seja {T,,} uma seqiiéncia de Cauchy em L£(C, B). Observemos que, para
todo x € C' e m,n > 1, temos

| Ton () = To()|] < ([T = Tl []]].

Logo fixado z € C a seqiiéncia {T,,(x)} é de Cauchy em B. Portanto existe y € B tal que
T, (z) — y. Definindo T'(xz) = y temos que T' ¢ linear, pois 7,, é linear e continua para

todo n € N. Da desigualdade triangular, obtemos
Tl = 1Tl | < 1T = Toall.

Logo {||7%.||} ¢é de Cauchy em R e assim é convergente. Portanto existe C' > 0 tal que

||T.]| < C para todo n. Pela continuidade da norma temos
T (2)|| = lim [T (2)[| < lim [|T][ [[z]] < C|lz]]
n—oo n—oo
Logo T é limitado e portanto continuo. Agora queremos concluir que T,, — T'. Como

(T =T) ()| = lim [[(Ton = T5) ()] < %Lﬂ;osggHTm—TnH ],



temos que

17— T = sup LT =T @]

< lim [T, — T,
270 [l]] m—o0

que pode ser feito suficientemente pequeno tomando n arbitrariamente grande. Logo,

temos que {7, } é convergente. Portanto L(C, ) é espago de Banach. O

Com a mesma notacao do lema anterior, passaremos agora a demonstrar o seguinte

teorema.

Teorema 2.7. Seja A € L(C, B) inversivel tal que ||A~*(B—A)|| < 1. Entdo B € L(C, B)

¢ inversivel e valem as desigualdades

1
1= [[A7Y(B = Al

Ay
= A B = A

1B~ A]l < 1B~ < (2.1)

Demonstracao. Primeiro vamos mostrar que se I/ é um operador linear qualquer sobre

um espaco de Banach é tal que ||E|| < 1 entao I — E ¢ inversivel e vale

1

I = BE) M < 577
1—[lE]

Para isso, considere as seguintes seqiiéncias {Si} e {tx} definidas, respectivamente, por:
Se=I+E+E+ - +E  tp=1+|E|+|E|*+ -+ |E|*.
Primeiro note que

1Sks1 — Skl = ||+ E+ -+ E¥Y) —(I+E+---+ EY)

< B = tpr — te

Agora, como || E|| < 1, temos que {t;} é uma seqiiéncia monétona crescente e convergente,
com limite ¢, = 1/(1 — ||E||). Portanto, pelo Lema 2.5 temos que {Sk} é uma seqiiéncia
de Cauchy em L(C,B) que, pela proposicao anterior, é espaco de Banach. Logo existe

lim S,. Agora, observe que

n—oo

(I-E)Sy=(I-E).(I+FE+--+E")=1-E"" (2.2)



Se.(I-E)y=I+E+---+E".(I-E)=1-E"" (2.3)

Por outro lado, temos que lim I — E* = I, pois

k—o0

11— (= ENI =E I < [IE* e lim [[E]* =0.

Assim, pelas equagoes (2.2) e (2.3) temos que klim Sy = (I — E)~'. Note ainda que

1
—E)Y Y = i < i kN = 1 -
1= E) M= || i Sell < Tim ([ 4 [|E]| + -~ + ||EY]) = lim #, 5]

Agora, tomando E = —A~'(B — A) e observando a hipétese ||[A™(B — A)|| < 1, temos
que (I — FE) = A~'B é inversivel e vale a estimativa para a norma da inversa B~!'A. Para
concluir nossa demonstragao basta mostrar que vale a estimativa para a norma de B~

Para isso ¢ suficiente multiplicar primeira inequacao em (2.1) por ||A™!|| e observar que

1B < [[BTHA] AT 0

2.2 Derivada de Fréchet

Nesta secao definimos a derivada de operadores em espacos de Banach.

Sejam B; e By espagos de Banach, £(B;, Bz) o espago dos operadores lineares continuos

de By em By, U C By e F : U — By um operador nao linear qualquer.

Definigao 2.8. Um operador T € L(By,B3) € a derivada de Fréchet de F' em xog € U se

para todo u € By tal que u+ xg € U vale

||ul||r£1>0 HTl”HF(xO +u) — F(xg) — Tul| = 0.

Dizemos que F' é Fréchet derivavel em U se F' for Fréchet derivavel em todo ponto
x € U. Denotaremos a derivada de Fréchet de um operador F' em z por F'(x). Se
F': C — L(By,B;) é continua em U dizemos que F é de classe C' em U, e usamos
a seguinte notagao F' € C'(U). Se o operador I’ for derivdvel em U, e o operador
F" . C — L(By,L(By,By)) for continuo, entdao dizemos que F ¢ de classe C? em U e
denotamos por F' € C*(U).



E importante ressaltar que, para a derivacao de Fréchet, valem resultados semelhantes

aos da derivagao no espaco R"”, isto €, valem as seguintes proposicoes:

Proposicao 2.9. (Regra da Cadeia) Sejam By, By, Bs espagos de Banach, U C By, V C
By conjuntos abertos. Sejam F : U — By, G : V. — Bs operadores continuos tais que
FU)CV, yo= F(xy) e as derivadas de Fréchet F'(xq) e G'(yo) existem. Entao GoF é
Fréchet derivdvel e

(GoF) (z0) = G'(yo)oF" (o).

Proposicao 2.10. (Teorema da Fung¢dao Inversa) Sejam U C By um conjunto aberto e
F : U — By um homeomorfismo de U sobre o conjunto aberto V = F(U) C By. Suponha
que F seja Fréchet derivavel em xo € U e que F'(xg) : By — Bs seja um homeomorfismo

linear. Entao o operador inverso G = F~:V — By é Fréchet derivdvel em yy = F(xg) e
G'(yo) = F'(w) ™"

Proposicao 2.11. (Teorema Fundamental do Cdlculo) Sejam By, By espagos de Banach,
U C By um conjunto aberto e convexo e F' : U — By um operador Fréchet derivdvel. Para

todos x,y € U temos que

/0 %[F(w +i(y —x))|dt = F(y) — F(z).

Proposicao 2.12. (Desigualdade do Valor Médio) Sejam By, By espagos de Banach, U C

By um conjunto aberto. Sejam xg, xo + h € U, tal que o segmento
[zo, xo + h] ={zo+7h,0 <7 <1} CU.
Seja F : U — By Fréchet derivdvel para todo x € [xg,xo + h|. Entdo
1F (w0 + h) = F(xo)|| < sup {[|F"(z0)|| : @ € [0, z0 + hl} [|A]]-

Para mais informacoes sobre a derivada de Fréchet e as demonstracoes das proposicoes

acima veja [12].
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Sabemos que o método de Newton é baseado na linearizacao de uma fungao dife-
renciavel e também que existe um erro cometido devido a essa linearizacao. Por isso é
importante, para questoes de convergéncia do método, controlar esse erro de linearizacao,
isto é, obter uma estimativa do tamanho desse erro. Para isso, considere um operador
F : U — By Fréchet derivavel em int(U) C By, onde By, By sao espagos de Banach. Com
as mesmas notacoes acima, vamos demonstrar uma estimativa para esse erro. Antes,

daremos as seguinte defini¢ao.

Definig¢ao 2.13. Um operador F : U — By é chamado Hélder continuo de ordem p € (0, 1]

com constante L > 0 se
[F(z) = F(y)ll < Lllz —yll", Vaz,yel.

Denotamos por Hol? (U) o conjunto dos operadores Holder continuos em U de ordem p
e com constante L. Em particular quando p = 1 na definicao acima dizemos que F' é

Lipschitz e denotamos o conjunto dos operadores Lipschtiz em U com constante L por
Lip, (U).

Lema 2.14. Sejam U C By um conjunto convexo e F : U — By um operador continuo e
Fréchet derivdvel em int(U), tal que F' € Hol] (int(U)). Entao, temos a sequinte estima-

tiva do erro de linearizagao

: L .
[Er(z,y)l = [ F(y) — F(z) = F'(z)(y — 2)] < mHy —a|Pt wem(U),y €.

Demonstracao. Dados = € int(U),y € U. Pela convexidade de U temos = + t(y — z) €

int(U), para todo t € [0,1). Assim pelo Teorema 2.11, temos que

F(y) - F(2) - Fa)(y - o) = / [F'(a + tly — o) — F'(2)](y - a)d.

Portanto, como F’ € Hol} (int(U)) a igualdade acima implica que
1
1F(y) — F(x) — F'(z)(y — )| < / |F"(z + t(y — x)) = F'(2)| ly — «|dt
0

1
L
S / Llly — 2P dt = ——ly — x|,
0 p+1

que ¢é a desigualdade esperada. O



Capitulo 3

O Método de Newton

Nesta secao é feita uma discussao sobre o método de Newton. Vamos tratar sobre a
importancia da escolha do ponto inicial na definicao da seqiiéncia de Newton. Damos
alguns exemplos que mostram que a escolha do ponto inicial é fundamental para garantir
a boa definicao da seqiiéncia e também para assegurar que ela convergirda. Observamos
que o comportamento da derivada na raiz esta relacionada com a taxa de convergéncia
do método. Também ¢é feita uma analise sobre a convergéncia do método, unicidade de
solugao para o caso local e damos uma estimativa do tamanho do raio da maior bola que
contém uma unica solugao. Por ultimo mostramos que a convergéncia do método pode

ser acelerada.

3.1 Discussao preliminar sobre o Método de Newton

Sejam I C R um intervalo aberto e f : I — R uma funcao de classe C(I) e C°(I), onde
I denota o fecho de I. Comecamos com a seguinte definicdo. O método de Newton para

resolver a equagao f(z) =0 é definido por
Th = p — f(ar) 7 () kE=0,1,2,....

Primeiro suponha que a seqiiéncia definida pela equacao anterior estd bem definida e que

converge para um valor x, € I. Se além disso, f’ é limitada numa vizinhanca de z.,

11
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entdo f(z.) = 0. De fato, basta notar que a equacao que define o método de Newton é

equivalente a equagao

fzr) — f(zp)(xppr —2x) =0, k=0,1,2,....

Agora, fazendo k — 0o na equacao anterior e observando que f é continua em I, [’ é

limitada e lim z = z,, temos que f(z,) = 0.

Na discussao anterior, supomos que a seqiiéncia de Newton esta bem definida, isto é,
x € U e f'(x) é ndo singular para todo k € N. Esta é uma das questoes mais delicadas
de se resolver. De fato, pode acontecer que algum ponto da seqiiéncia de Newton esteja
fora do dominio de definicao da funcao f, ou ainda, que a derivada nao esteja definida
em algum ponto da sequiéncia. Para ficar mais claro o que estamos dizendo, considere os

seguintes exemplos.

Exemplo 3.1. Seja f : R — R dada por f(z) = x3. Sabemos que x = 0 é a tnica raiz
de f. Note que f'(x) = 32% # 0 se x # 0. Portanto, para todo ponto inicial xg # 0 temos

que a sequéncia de Newton estd bem definida e vale

2
l’k+1:§$k, /{?:0,1,2,....

Portanto, temos que independente da escolha do ponto inicial, a seqiiéncia de Newton para
resolver f(z) = 0 estd bem definida e converge para a unica raiz da fun¢do, x, = 0. Para

referéncia futura note que a taxa de convergéncia da seqiiéncia é linear e que f'(x.) = 0.

Exemplo 3.2. Considere a fungio f: R — R dada por f(x) = x/vV1+ a2

Note que x =0 € a unica raiz da equagao f(x) =0 e que

, 1
fi(x) = 3/2750, Vel

(14 22?)
Agora observe que para todo ponto inicial xg # 0 a seqiiéncia de Newton estd bem definida

e vale

Tpy1 = — T3, k=0,1,2,....

Assim:
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i) se xq for tomado tal que |xo| > 1, a seqiiéncia de Newton nao convergird;

i1) se xq for tomado tal que |xo| < 1, a seqiéncia de Newton convergird para x, = 0

com taxa cubica.

Portanto, temos que a sequéncia de Newton estd bem definida para todo valor inicial que
tomarmos, mas a convergéncia dela é condicionada ao ponto inicial xo ser tomado tal
que |xo| < 1. Logo, temos que a escolha do ponto inicial € importante para garantir a

convergéncia da seqiiéncia de Newton.
Exemplo 3.3. Considere a funcao f : (0,+00) — R dada por f(z) =1—1/z.
Note que f(z) =0 x =1 e que f'(x) = 1/2? # 0 para todo x. A seqiéncia de Newton
para encontrar a solug¢ao de f(x) =0 € dada por
Tpy1 = Tx(2 — xp), k=0,1,2,....
Note que:

i) se xg = 2 implica que x1 = 0 & (0,+00) e para todo xo > 2 temos x1 ¢ (0, +00).

Desta forma a seqiiéncia de Newton nao estd bem definida;

i1) se 0 < g < 2 entdo a seqiéncia estd bem definida e converge para x, = 1.

Agora se xy = 2 o ponto x1 nao estd no dominio da funcdo. Logo, para este caso, temos
que a boa definicao da seqiiéncia e a convergéncia dela é condicionada a condicao do ponto

wmacial ser tomado proximo da solucao.
Exemplo 3.4. Considere a funcio f: R — R dada por f(x) = x(z —1)(x +1) = 23 — .

Note que as raizes da equagdo f(x) =0 sao 0, 1 e —1. Observe que f'(x) =32*> -1 e a
seqliéncia de Newton para resolver f(x) =0 € dada por
2z}

e p=0,1,2,....
3z3 —1

Th+1 =

Assim:
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i) se |zo| = 1/V/5 a seqiiéncia de Newton oscila entre 1/v/5 e —1/+/5;

i1) se xg = 1/2 temos que x1 = —1. Portanto, a seqiiéncia de Newton € finita (con-
verge!);

iii) se xg = —1/2 temos que 1 = 1. Portanto, a seqiéncia de Newton € finita (con-
vergel);

iv) Tomando xy = —0,465444 ..., isto €, a raiz real do polinémio de terceiro grau

p(x) = 2v/32® — 322 + 1, temos que
1 2
V3 3xi -1
logo x1 = 1/\/3. Assim, o método de Newton gera um ponto singular da derivada,

neste caso, a seqiéncia de Newton nao estd bem definida.

Portanto, se |xo| = 1/2 temos que a seqiiéncia de Newton converge em um unico passo!
Note também que, se xq for tomado como sendo a raiz real do polinémio q(x) = 2v/32° +
322 — 1, teremos 1 = —1/\/3 que também é um ponto singular da derivada, logo a

seqiiéncia de Newton nao estaria bem definida com essa escolha de x.

3.2 Convergéncia do Método - Caso local

Nesta segdo consideramos um operador F' : U — B, Fréchet derivavel sobre int(U),
onde U C B; e By, By sdo espagos de Banach. Admitimos que a equacao F(zx) = 0
tem solugao. Mostramos que, sob certas condicoes, a seqiiéncia gerada pelo método de
Newton para resolver F'(z) = 0 estd bem definida, converge para uma solu¢ao com taxa
de convergéncia quadratica, desde que o ponto inicial x( seja tomado numa vizinhanca
apropriada da solucdo. A taxa quadratica de convergéncia é garantida através de uma

hipétese sobre o comportamento de F’ no ponto solucao .

Agora, vamos enunciar e demonstrar um teorema sobre a convergéncia do método de

Newton para o caso local.
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Teorema 3.5. Seja F': U — By um operador Fréchet derivavel sobre o aberto convezo
U C By, onde By e By sio espagos de Banach. Suponha que existam L > 0, p € (0,1] e

r, € U tais que
i) F(z,) =0 e F'(z.) é ndo singular ;
i) Bl 1/(2LAY) C U, onde § = |F'(z.) |

iii) F' € Hol; (B(x.,1/(2LB)"/7)).

Entao a seqiiéncia {xy} gerada pelo método de Newton para resolver F(x) = 0, com ponto

inicial 2o € B(x,,1/(2LG)"P)
Th+1 :xk_F/(xk)ilF(xk)a k:()?la"'? (31>

estd bem definida, contida na bola B(x,,1/(2LB)?) e converge para x.. Além disso, a

sequéncia {xy} tem ordem de convergéncia p + 1 para x., isto €,

”'Tk-‘rl _'T*“ < p ||l‘k—x*||p+1’ k:07172a"' . (32)

Para facilitar a demonstracao do Teorema 3.5 precisaremos de dois resultados auxi-

liares. Primeiro o seguinte lema.

Lema 3.6. Seja F' : U — By um operador Fréchet derivdvel sobre o aberto convexo
U C By, onde By e By sao espacos de Banach. Suponha que existam L >0 e x, € U que

satisfacam as mesmas condicoes do Teorema 3.5 .

Entdo, para todo v € B(z,,1/(2LB)"P) a derivada F'(x) é ndo singular e vale a sequinte

estimativa

1F" () M| < 2[1 F/ () = 28, (3.3)

Demonstragdo. Tome x € B(z.,1/(2L3)'/?). Por hipdtese, F' € Holb (B(x.,1/(2L3)"?)),
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assim apés algumas manipulagoes algébricas, obtemos

1/ () ™ (F' () = F'(wa)) | < 1F () THHIF () = F' ()]
1
< B Ll — P < 3
Portanto, pelo Teorema 2.7 temos que F’(x) é inversivel. Ainda, pelo mesmo teorema,

temos que ¢é valida a seguinte estimativa

| F'(z)7 1] < ; Hi’(a:*/)‘lH - <2/|F (z) 7 = 28,
1= [[F"(z) =t (F"(z) = F'(2)) |
pois, |F'(x.)" ! (F'(z) — F'(x,)) || < 1/2. Assim, completamos a demonstragao. O

Queremos mostrar que a seqiiéncia {x;} dada por (3.1) estd bem definida. Para isso

considere a seguinte defini¢ao.

Definicao 3.7. Seja F' : U — By um operador Fréchet derivdvel, onde U C By é um aberto
e By, By sdo espacos de Banach. A iteracio de Newton Ny : B(x,,1/(2LE)'/P) — B, é
dada por

Np(x) =2 — F'(z) ' F(x).

Note que, a seqiiéncia de Newton definida por (3.1) pode ser escrita de maneira equi-

valente da seguinte forma
Lh+1 :NF(IL’k), kZO,l, . (34)

Até agora, o tnico resultado que temos é que a derivada F’(x) é nao singular para todo
r na bola B(x,,1/(2L3)"/?). Assim, dado x¢ € B(z.,1/(2LB)"/?), segue-se que

T = NF(xO)a

estd bem definido. Como nao podemos garantir que z; esteja nessa bola, o proximo
ponto da seqiiéncia pode nao estar bem definido. Para garantir que possamos aplicar
indefinidamente a iteracdo de Newton sobre 7y € B(z,,1/(2L3)'/?), e assim garantir que

a seqiiéncia de Newton {z} estd bem definida, precisaremos do seguinte lema.
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Lema 3.8. Seja F' : U — By um operador Fréchet derivdvel sobre o aberto convezo
U C By, onde By e By sao espacos de Banach. Suponha que existam L >0 e x, € U que
satisfacam as mesmas condigées do Teorema 3.5. Entdo, para todo x € B(x,,1/(2L3)"/?)

valem as sequintes afirmacoes:
2L6
] Lk < Lk Pl
i) |Nr(z) — .l oL A

it) [|Np(z) — 2] <

—lle = .l.

Além disso, vale a sequinte inclusdo
Np (B(x., 1/(2LB)Y?)) C B(x., 1/(2LB)Y7).
Demonstragio. Tome x € B(x.,1/(2L3)Y/?). Primeiro observe que

IVr(2) = 2.l = llv — 2. = F'(2) " F(2)|| = [|F'(2) " (F(x.) — F(z) = F'(2) (2. — 2))|

= |F'(2) " Ep(z, )| < [F'(@) " | | Er(z, 2]

onde usamos a defini¢do de Np(z) e que F(z,) = 0. Agora note que, o Lema 3.6 implica
que |[F'(x)7Y| < 26 e o Lema 2.14 que ||Er(z,y)|| < L|ly — z||P™/(p + 1), assim substi-
tuindo estas duas desigualdades na equacao acima obtemos o ftem i.

Como = € B(z,,1/(2LB)"P), temos ||z — z.|| < 1/(2LB)Y/?. Assim, pelo ftem i, obtemos
que o item 22 também vale.

Finalmente, dado = € B(x.,1/(2L3)"/?) obtemos do ftem 7 que

1 1 1
p+1CLA = LA

e como x é arbitrario, temos que a inclusao do lema é verdadeira. O

Facamos agora a demonstracao do Teorema 3.5.
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Demonstra¢ao. Mostraremos por indugao que a seqiiéncia (3.1), ou equivalentemente que
(3.4), estd bem definida. Tome x¢ € B(x,,1/(2L3)"/?). Pelo Lema 3.6, temos que F’(z)

é nao singular e assim x; esta bem definido e, pelo Lema 3.8, vale
1 = Ni(o) € B(a., 1/(2L3)'7).

Suponha agora que 1 estd bem definido e que x), € B(w.,1/(2L3)Y?). Como z} €
B(z.,1/(2LB)Y?), pelo Lema 3.6, temos que F'(x}) é ndo singular e portanto xy,; estd

bem definido e, pelo Lema 3.8, vale
Trp1 = Ne(zr) € B, 1/(2[15)1/]0)-

Logo, a seqiiéncia {z;} estd bem definida e contida na bola B(z., 1/(2L3)'/?).
Temos que {z;} C B(z,,1/(2LB)"/P). Assim, tomando =  no item i) do Lema
3.8 e usando a equagao (3.4), obtemos a seguinte desigualdade

1
p+1

| Zrg1 — 24| < |z — x4, k=0,1,2,....

Como p > 0, a desigualdade anterior implica imediatamente que {x;} converge para z..

Agora vamos demonstrar a desigualdade (3.2). Sabemos que {z;} € B(x,,1/(2L3)"/?).
Aplicando o Lema 3.8 item ¢) com = = z;, e usando a equagao (3.4), obtemos a desigual-

dade desejada. Assim, concluimos a demonstragao do Teorema 3.5. O]
A seguir enunciaremos o teorema anterior para o caso p = 1, veja [4].

Teorema 3.9. Seja F': U — By um operador Fréchet derivavel sobre o aberto convezro
U C By, onde By e By sdo espacos de Banach. Suponha que existam L >0 e x, € U tais
que

i) F(z,) =0 e F'(z.) é ndo singular ;

ii) B(z.,1/(2LB)) C U, onde B = ||F'(z.)7Y;
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iii) F' € Lip,(B(z,,1/(2LB))).

Entao a seqiiéncia {xy} gerada pelo método de Newton para resolver F(x) =0, com ponto

inicial xg € B(x,,1/(2L0))
Tpp1 = Tp — F'(21) " F(2p), k=0,1,....

esta bem definida, contida na bola B(x.,1/(2LB)) e converge para x.. Além disso, a

seqiiéncia {xy} converge quadraticamente para T, como se seque
|Zhe1 — 24]| < LB||wp — 2%, k=0,1,2,....

Demonstragio. Segue do Teorema 3.5 notando apenas que Hol} (U) = Lipr(U). O

Corolério 3.10. Seja F : U — By um operador de classe C*(U), onde U C By é um
conjunto aberto e convexo, Bi,By sao espacos de Banach e By é de dimensdo finita.

Suponha que exista x. € U tal que F(z,) =0 e F'(x,) € ndo singular.

Entao existe p > 0 tal que B(x,,p) C U e a seqiiéncia {x} gerada pelo método de Newton

para resolver F(xz) = 0, com ponto inicial xy € B(x., p)
Ty = o — F'(21) 7 F (), k=0,1,....

estd bem definida, contida na bola B(x,,p) e converge para x.. Além disso, a seqiiéncia

{zy} converge quadraticamente para x., isto €,
1 2
||37k+1—$*||<%||$k—$*|| ) k=0,1,2,....

Demonstragao. Como U é aberto existe r > 0 tal que Blx,,r] C U e por ser B; de
dimensao finita, a bola B[z,,r] é compacta. Agora, como F” é continua em U, existe
L > 0 tal que

L= swp |[F'()].

TEB[xx,r]
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Pelo Desigualdade do Valor Médio, Proposicao 2.12, temos que
[F'(x) = F'(y)| < Lllz —yl,  Vwyé€ Blz.,r]
Portanto, F' € Lipr(B(z«,r)). Defina 3 = ||F'(z,)™!|. Logo, tomando

p=min{r,1/(2L3)},
a conclusao segue diretamente do Teorema 3.9. O

Portanto, podemos observar que a hipdtese sobre a nao singularidade de F' no ponto
solugao x, assegurou que a taxa convergéncia da seqiiéncia fosse, maior que a linear,
podendo até mesmo ser quadratica, quando p = 1. Observando o Exemplo 3.1 temos um
caso em que f’ é singular na solucao e a taxa de convergéncia é menor do que a taxa

obtida no Teorema 3.5.

3.3 Unicidade de Solucao - Caso Local

Nesta secao vamos tratar da unicidade local de solu¢do para a equacao F(z) = 0 onde
F' é um operador que satisfaz as hipoteses do Teorema 3.5. Para mais detalhes sobre as

demonstragoes dos resultados que iremos enunciar veja [10].

Comecgamos com o seguinte teorema.

Teorema 3.11. Seja F': U — By um operador Fréchet derivdvel sobre o aberto convezro
U C By, onde By e By sio espagos de Banach. Suponha que existam L > 0, p € (0,1] e

r, € U tais que

i) F(z,) =0 e F'(z.) é ndo singular ;
i) B (., ((p+1)/(BL)Y?) C U, onde = ||F'(z.)~"|;

iii) F' € Hot, (B(x.. ((p+1)/(BL)7)).
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Entio z, € o dnico zero de F em B(x.,((p + 1)/(BL)Y?)). Além disso, temos que
B(z,, ((p+1)/(BL))BP) ¢ a maior bola em U contendo um tinico zero de F.

Demonstragio. Sejam y, € B(z., ((p + 1)/(BL))Y?) tal que F(y,) = 0. Como a bola
aberta B(z., ((p +1)/(B3L))"?) é convexa, temos que

T, + t(y, — x,) € B(z,, (p+1)/(BL)Y?),  Vtelo,1].

Por hipétese F € Hol} (B(x,, ((p + 1)/(BL))*?)), deste modo temos

1

e[ P 4ty — )t — P | < 1P e - [ o

AL
= llye — .
p+1

Agora, como ¥, € B(z,, ((p+1)/(BL))"P), temos da desigualdade anterior que

HF’(x*)_l VOI F'(, + tly, — 2.))dt — F’(x*)} H <1

Portanto, pelo Lema 2.7 e a desigualdade acima, segue-se que o operador linear

1
T := / F'(zy + t(y« — x,))dt,
0

¢ inversivel. Por outro lado, pelo Teorema Fundamental do Célculo, temos

d

/0 (s + ty, — )t (s — 2.) = / SR+ by, — )t = F(y) — F(z.).

Como F(z,) = F(y.) = 0, obtemos da equagao acima e defini¢ao de T" que
T(y. —z.) = 0.

A igualdade anterior implica que z, = y,, pois T é um operador linear e inversivel. Assim,

r, é o tnico zero de F em B(xz,, ((p+1)/(BL))"/?).

Agora vamos mostrar que B(z,, ((p+1)/(8L))"?) é a maior bola que contém um tinico

zero de F. Para mostrar que esta afirmagao é verdadeira, considere L > 0, p € (0,1] e a
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funcao f : R — R definida por

1 L
——t 4 —— Pt t>0;
g p+1
f(t) =
1 L
——t+——(=t)P*, t <0,
\ 5] p+1( )

onde = f'(0)7!||. Note que as tnicas raizes reais de f sdo:

P 5 A R CEh B
1= ﬁL ) 2 — Y 3 = BL :

Observe que a funcao f satisfaz as hipéteses do Teorema 3.11, com z, = t5 = 0. Também
vemos facilmente que x, = 0 é a tinica raiz de f em B(z,, ((p+1)/(B8L))"/?). Temos ainda
que, para todo § > 0 a bola B(z., ((p + 1)/(B3L))"/? + §) contém mais que uma raiz de
f. Portanto B(z., ((p+1)/(BL))"/?) é a maior bola contendo uma tinica singularidade do

operador F'. O

3.4 Aceleracao da Taxa de Convergéncia - Caso Local

Vimos na secao anterior que a taxa de convergéncia do método de Newton pode ser
quadratica. Nesta secao queremos responder a seguinte questao: Para qual classe de
funcoes a taxa convergéncia do método de Newton pode ser acelerada? Veremos que
supondo algumas hipdteses sobre f, a funcao para a qual se deseja aplicar o método,
podemos construir uma nova funcao F' que tem as mesmas raizes de f, e que a taxa de
convergéncia do método para F' é maior do que para f. Portanto, poderemos acelerar a

convergéncia do método de Newton. Faremos apenas o caso em que f é uma funcao real.

Para mostrar que a afirmagao acima é verdadeira faremos as seguintes hipoteses sobre a

funcao f: I — R, onde I C R é um intervalo aberto. Hipdteses:

hl) f e C™(I), onde m > 1 é um niimero natural;

h2) f possui uma raiz simples em z, € I, isto é f(x.) =0e f'(x.) # 0.
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Para responder a questao levantada considere o seguinte teorema.

Teorema 3.12. Sejam I um intervalo aberto e f : I — R uma funcao que satisfaz
as hipdteses hl, e h2. Suponha que f"(z.) = f"(x,) = --- = fV(z,) = 0 e que
f0)(z,) # 0. Entdo existe 6 > 0 e x9 € |1, — 6,7, + 6] tal que a seqiiéncia de Newton

{zr}, com ponto inicial xy, dada por

f(z) i

Tgt1 = Tk — f’(m)’

=0,1,..., (3.5)
estd bem definida, contida no intervalo [z, — 9§,z + d], converge para x, e satisfaz

|Tpy1 — x| < Clag — x4™, k=0,1,...,
para alguma constante C'.

Demonstragdo. Por hipétese, f é pelo menos C?(I), assim aplicando o Corolério 3.10,
com [ =U e By = By = R, temos que existe p > 0 tal que a seqiiéncia de Newton {z}},
com ponto inicial g, estd bem definida, contida no intervalo [x, — p, 2.+ p] C I e converge

para z,. Resta mostrar a desigualdade do teorema.

Primeiro note que sendo f’ e f(™ sdo continuas, f'(x,) # 0 e f(™(x,) # 0, existe

0 < p<ptal que
f@=ze>0 |[fM@)|<a, Vel —pa -+ (3.6)

Sejam as seguintes constantes C' > 0 e § > 0 definidas por
mey + ¢ .
C=—1" 0= mln{ﬁ, m\/ﬁ/C}.
mlco

Agora, vamos mostrar a desigualdade por inducao. Tome zy € [x, — J,z. + J]. Pela

expansao de Taylor de f e f’ em xy temos que, existem &; e & entre x, e x( tais que

(m) (m)
faw) = Faa—o)+ TS oma)n fa) = Fle)+ L a2,



24

sao verdadeiras. Usando a defini¢cao da seqiiéncia de Newton dada por (3.5), temos

flxzo) _ 1
f'(zo)  f'(z0)

Substituindo as expressoes acima, dadas pela expansao de Taylor, na equagao anterior

[f' (o) (w0 — w.) — f(0)] -

L1 — Ty =Ty — Ty —

obtemos apods algumas manipulacoes algébricas que

. [ﬂm)(&) ) f<m><51>] oo — oy = M) = 1 (6)
f(@o) [(m —1)! m! o f'(@o)m!
Como xg € [z, — §,x, + ¢], obtemos de (3.6) e das defini¢oes de C' e § que
‘mf(m)(ﬁz) — f"(&)
f(xg)m!

Substituindo esta desigualdade, na equacgao acima, obtemos

T — Ty = (2o — )™

mcer + ¢ _C

mlco

|1 — 2| < Clg — 2.|™,

e isto prova a desigualdade do teorema para k = 0. Agora, como xg € [z, — J, 2. + §],

segue-se da ultima desigualdade e definicao de § que
’xl - -T*‘ < 55

isto é, 1 € [z, — J,z, + 0]. Analogamente, supondo que zy, € [z, — 0, x, + J], podemos
mostrar que a desigualdade vale para k + 1 e que 2441 € [z, — §,x, + J]. Portanto a

desigualdade vale para todo k e o teorema esta provado. O

Nosso objetivo agora é encontrar um fungao F que possui as mesmas raizes de f,
mas o método de Newton aplicado a F' tem taxa de convergéncia maior que a taxa de

convergéncia do método aplicado para f. Para isso considere o seguinte teorema.

Teorema 3.13. Seja f : I — R uma funcao que satisfaz as hipoteses hy e hy. Suponha
que f'(z,) >0, f'(x.) = f"(x.) = - = f™ V() =0 e que f™(x,) #0. Entdo a

fungao

LW
Flo)= s

estd bem definida num certo intervalo contendo x, e satisfaz F(x.) = 0, F'(z.) > 0,

F'(z,) = F"(z,) = - = F™(z,) = 0.
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Demonstra¢ao. Como f'(z,) > 0, existe um intervalo J C I que contém z,, de modo que

g(x) =1/ %/ f'(z), x € J,

estd bem definida, isto é, f'(x) > 0 para todo z € J. Assim a equacao anterior pode ser

reescrita equivalentemente da seguinte forma
1=g(x)"f(x), x e J
Derivando a expressao anterior obtemos
0=mg(z)" "¢ () f'(x) + g()" f"(x), w€,
e portanto, como g(z) # 0 em J, temos que
0=mg'(z)f"(z) + g(x)f"(x), xel (3.7)
Como f"(xz.) =0e f'(x.) >0, temos ¢'(z,) = 0. Derivando a tultima equagao obtemos
0=mg"(x)f"(z) + (m + 1)g'(x) f"(z) + g(2)["(x), €

Agora, derivando a equacgao anterior, encontramos

0 =mg" (z)f'(x) + (2m + 1)g"(x) f"(x) + (m +2)g' () f"(2) + g(x) fV(z),  z e
Portanto, a derivada de ordem k — 1 da equacao (3.7) é dada por

0= mg® (@) f'(2) + (m(k — 1) + 1)g* D (@) " () + ---
, (k-1
k= )1
+(m+k—1)g @) (@) + g2) 5D (@), wed

(7 +m(k = 5))g* 9 (@) fIHD (@) + - (3.8)

Por hipétese, temos que f”(z,) = --- = f™ Y(zx,) = 0. Portanto a tltima equacio
implica que ¢ (z,) = 0 para 1 < k < m — 2. Agora, fazendo k = m —lex =z, a

equagao (3.8) se reduz a

mg ™D (@) (@) + g(a.) f (20) = 0, (3.9)
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enquanto, para k = m e x = x,, tem-se que

mg "™ () f' (@) + g(x.) [0 () = 0.

Agora, vamos investigar a fungao F(z) := f(x)g(z). A primeira e a segunda derivada de

F' sao dadas respectivamente por

Fl(x) = f(a)d (x) + [(x)g(x),  F'(x) = f(x)g"(x) + 2 (2)g'(x) + ["(z)g(x), x€J.

Assim, apds alguns calculos, obtemos que a k-ésima derivada de F' é dada por

k o

F® (z) = — O (2)g* D (2), xreJ 3.10
@) =3 =g @ (3.10)

J

Por definicao F(z,) = 0. Agora, usando a hipdtese sobre o comportamento de f em z,,
os resultados obtidos sobre o comportamento das derivadas de g no mesmo ponto z, e a

formula para a expressao da derivada de ordem k de F', obtemos apos alguns cédlculos que
F'(x,) = f(x)g(x,) = f(x)7™ >0, F®(z,) =0, 2<k<m—1.
Agora, pelas equagoes (3.9) e (3.10), temos que
F(2) = mf'(z)g™ V(z,) + f (z,)g(z,) = 0.
Assim, concluimos a nossa demonstracao. O]

Observe que a funcio F(z) = f(x)/ %/ f'(z) satisfaz as hipéteses do Teorema 3.12,
com F(z,) =0, F'(z,) # 0, F"(x,) = F"(x,) = --- = F™(x,) = 0. Portanto a taxa
de convergéncia do método de Newton para F' é de ordem pelo menos m + 1. Para mais
detalhes sobre a aceleracao do método de Newton veja [9]. Agora faremos um exemplo
numérico para mostrar como essa aceleracao funciona. Analisaremos, a luz das idéias

anteriores, a funcao dada no Exemplo 3.2.

Exemplo 3.14. Considere a fun¢io f: R — R dada por f(z) = z//1+ 22.
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Seja x, =0, a raiz de f. Note que
2
1@ = g 0= g ) = G
e portanto f'(z.) # 0, f"(z.) =0 e f"(x.) # 0. Logo, pelo Teorema 3.12 e pela andlise
feita no Ezemplo 3.2, temos que existe uma vizinhanca V' de x, tal que a taza de con-
vergéencia do método de Newton para f € cubica. Para acelerar a convergéncia tome
F(z) = f(x)/3/f (x) e note que

F(z)

)

Fx)=x e Ty =1x—

Assim, o método de Newton aplicado a funcdo F' converge em um inico passo!



Capitulo 4

O Teorema de Kantorovich

No capitulo anterior fizemos a andlise do método de Newton para o caso local. Esta
analise tem a desvantagem de exigir o conhecimento prévio de um zero do operador em
consideracao e hipéteses sobre o comportamento do operador nesse zero. Neste capitulo
enunciamos e demonstramos o Teorema de Kantorovich sobre o Método de Newton. Este
teorema nao exige conhecimento prévio de zeros do operador e tem a vantagem de fazer
hipoteses apenas sobre o ponto inicial. Ele garante convergéncia quadratica, existéncia e
unicidade local de zeros. A demonstracao é um tanto quanto longa, mas por outro lado ela
é muito elegante e estd organizada da seguinte forma: Primeiro vamos provar o Teorema
de Kantorovich para um polinomio quadratico especifico, construido a partir da hipdtese
sobre o operador em consideracao, mais especificamente, da constante de Lipschitz do
operador e do primeiro passo de Newton, isto é, do passo de Newton a partir do ponto
inicial. Este polinomio é conhecido como funcao majorante, a seqiiéncia produzida pelo
método de Newton aplicado a ele, a partir da origem, desempenha papel fundamental
na prova do teorema no caso geral. A prova do caso geral estd dividida em duas partes:
na primeira parte estao provados alguns fatos basicos, sobre a inversa da derivada do
operador em consideracao, uma estimativa para o erro de linerizacao e a convergéncia
da seqiiencia gerada pelo método de Newton para um zero do operador. Na segunda
parte estao provados resultados sobre a taxa de convergéncia e unicidade local de zeros

do operador. A seguir segue o enunciado do teorema de Kantorovich.

28
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Teorema 4.1. Sejam By, By Espacos de Banach, 2 C By um conjunto aberto e convexo,
F :Q — By de classe C' sobre Q e continua em Q o fecho de Q. Tome xq € int(QQ) tal

que F'(xg) seja nao singular. Suponhamos que:
h1) [|[F(zo) ' [F'(y) = F'@)l < Llly —2ll, ¥V 2,y €Q;
h2) 30> 0 tal que ||F'(xo) ' F(xo)| < b, e £:=Lb<1/2;
h3) B(zg,t.) CQ, onde t, = (1 —+/1—20)/L é a menor raiz do polinémio quadrdtico
L,
ft) =58 —t+b. (4.1)

Entao as sequéncias {ty} e {x} geradas pelo Método de Newton para resolver as equagoes

f(t) =0 e F(z) =0 com pontos iniciais to = 0 e x¢ dadas, respectivamente, por:
trr =t — f'(te) TN f (1), T = o — F' () 7 F () k=01,...,
satisfazem as sequintes condigoes:
i) {tx} estd bem definida, é mondtona crescente e converge para t,;

ii) {x} estd bem definida, contida na bola B(xo,t.) e converge para x,. € Blx,t.] que
€ o unico zero de F' em Blxo,t.];

iii) ||ve — xpl] <t — t, |zs — 2pia]| < mwfv*—xkﬂ% k=0,1,...;

i) {tx} e {xr} convergem Q-linearmente, mais precisamente,

1 1
t*—tk+1<§(t*—tk), @ = Ty | <§Hﬂf*—$k”7 k=01,....

Se além disso, ¢ = Lb < 1/2. Entdao {ty} e {zx} convergem Q-quadraticamente, isto €,

t, —t _logt L (t, — tp)? < L (t, — tg)? k=0,1
1—q2k L

o — @l* < lwe =il k=01,

L
Ty — T = —_—
” el =5 +¢2" 2/1 = 20 201 — 20

onde q = ty/t.. Se temos ainda B(xg,t.) C ), entdo x, é o unico zero de F nesta bola.
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4.0.1 Prova do Teorema para a funcao quadratica

Nesta se¢ao vamos provar os resultados do Teorema de Kantorovich que envolvem a
seqiiéncia {t;} gerada pelo método de Newton para resolver a equacao f(t) = 0, com

ponto inicial ty = 0, onde f é a fun¢ao quadratica definida na equagao (4.1).

Comegamos com a seguinte definigao:

Definicao 4.2. A iteragao de Newton para o polinémio f é a fung¢io Ny : [0,t,) — R
definida por:

f(@)
Ni(t)=1t— . 4.2
=15 (42)
Proposicao 4.3. E verdade que
t < Ny(t) <t Vitel0t,). (4.3)

Como consequéncia, N3([0,t.)) C [0,t.). Além disso, vale a sequinte desigualdade

L 5 1
- = (t, —t)> < =(t, — . .
te — N(t) 2 ) (t. —1)° < 2(t* t), Vitel0t) (4.4)
Se adicionalmente { = Lb < 1/2, entdo
t —N(t)<—i(t —t)? Vtelot,) (4.5)
* f 2f/(t*) * ) 3 Ux ) .

Demonstracao. Seja t € [0,t.). A primeira desigualdade em (4.3) segue simplesmente
observando que f(t) > 0 e f'(t) < 0. Para demonstrar a segunda desigualdade em (4.3),
observe que

i 1
HOREN O

onde usamos que t, é uma raiz de f. Pelo Teorema Fundamental do Calculo temos, da

te— Np(t) =t. —t + (f(t) = f() = f'(0) (= 1),

ultima equacao, que

te — Ny(t) =

IR /
F'(@) /o (F'(t+ult. = 1)) = (1)) (¢« = t)du.
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Usando a expressao do polinomio f dado por (4.1) na tltima equagao e apds simples

calculos, temos
L
2/'(t)
Finalmente, como ¢t € [0,t,) e f'(t) = Lt—1 < 0, a tltima igualdade implica t,—N(t) > 0,

te — Ny(t) = (t, — 1) (4.6)

que é equivalente a desigualdade desejada. A inclusao segue imediatamente da primeira
parte.
A igualdade em (4.4) ja foi provada em (4.6). Agora note que se t € [0,t,), temos que
fft)y=Lt—1<0e f'(t.) = Lt. — 1 < 0. Assim, para todo t € [0,%,) temos
Lt—1 _ Lt—1 1-—1Lt, L(t, —1t)
1= > + =" 7 4.7
FOC 0 70 10 D

Combinando a dltima desigualdade com a igualdade em (4.4) temos desigualdade em (4.4).

Finalmente, suponhamos que ¢ = Lb < 1/2, ou equivalentemente f’(t.) = Lt, —1 # 0.
Note que, —f'(t) > —f'(t.) > 0, para todo t € [0,t,), isto juntamente com a igualdade

em (4.4) implica que

L L
te—Ni(t) = ———(t, —t)* < — t, —t)2,
MO = =ap = < ~apay Y
o que concluimos a prova. O]
Consideremos agora a seqiiéncia
t
toZO (§] tk+1:tk— f( k) :Nf<tk), k:O,l, (48)

f'(tr)
Note que a seqiiéncia {t; } definida no Teorema 4.1 é a mesma definida na equagao anterior.
Agora, usando a consideracao anterior, mostraremos que é possivel obter uma forma
fechada para um termo qualquer t;, da seqiiéncia {¢;}, isto é, mostraremos que é possivel
escrever t; como funcao do indice k e das raizes da funcao quadrética f. Este resultado

foi baseado no artigo de Chen|[3].

Proposicao 4.4. Seja {tx} a seqiéncia definida em (4.8). Se { = Lb < 1/2, entdo

¢ 21— 20
L )

k=0,1,...,
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onde q = t,/tw € 0 quociente entre as raizes do polinomio quadrdtico f. Como con-

seqiiéncia obtemos que
f(ty) = ————=V1—20, k=0,1,....
q

Demonstracao. Sejat € [0,t,). Como ¢ = Lb < 1/2 temos que o polinomio f possui duas
raizes reais e distintas t, e t,,. Assim, usando a expressao de f fatorado nas suas raizes,

temos

F) =t —t)t 1), F0) =5 (= 1)+ (1),

Usando a expressao de Ny e as duas igualdades anteriores obtemos que

f0 LRttt
) T T IRt + (- te)

Apo6s simples manipulacoes algébricas na ultima equagao obtemos a seguinte igualdade

(t—t)°
(t—t) + (t —tw)

te = Np(t) =t —t+

te = Np(t) = —

Analogamente podemos mostrar que a seguinte igualdade também vale

(t = tw)?
(t=t) + (¢t = tw)

b = Ny(t) = —

Portanto, fazendo o quociente entre as duas ultimas equagoes, obtemos a igualdade

to— Nj(t) _ (t—t*)Q.

tee —Np(t) — \t —t,,

Como {tx} C [0,t.) e ti < t., tomando t = t;_; na ultima igualdade obtemos que
b—te  (ta—t\ (o=t )\ (st )
t** - tk B tkfl - t** B tk72 - t** B tk73 - t** N
(-t (N
B tO - t** B t** -
pois, to = 0. Isolando t;, na ultima equacao, obtemos a seguinte igualdade

. 1 2k:
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Agora, novamente apds simples manipulacées na igualdade acima obtemos a igualdade

1 2

by =t — 1o + 1, =1y — m (t*<1 _qzk) — L4 +q2kt**) =ty — Q—Qk(t** _t*)'

l—q
Portanto, observando que t.. — t, = 2v/1—2(/L, obtém-se a igualdade desejada na

primeira parte.

Para provar a igualdade da segunda parte, primeiro note que f’(¢t) = Lt —1. Portanto,

substituindo o valor de t;, dado pela primeira parte, na expressao de f’, obtemos

2k 2k
21— 20
f/(tk):Ltk—1:L<t*—1zq2k - )—1:Lt*—1372\/1—2£—1.

Agora, substituindo a expressao de t, na equagao anterior e realizando alguns simples

calculos, obtém-se a igualdade desejada. O]

Como a sequéncia {t;} definida no Teorema 4.1 pode ser reescrita na forma

t
tO:0 € tk-i—l:tk_ff,((t’;)) :Nf(tk)7 kzoala"'7

entao, baseado na Proposicao 4.3 e Proposicao 4.4, podemos concluir que :

a) {tx} é bem definida, é monétona crescente e esta contida no intervalo [0, ¢.);
b) a seqiiéncia {t;} converge Q-linearmente para t,, e vale a seguinte desigualdade

t*—tk+1< (t*—tk), k:O,l,...;

N |

c) Se ¢ = Lb < 1/2, isto é f'(t.) # 0, ou equivalentemente se a funcao f possui
duas raizes distintas t, e t.., entdo pela equacao (4.5), a seqiiéncia {t;} converge
quadraticamente para t,, e vale a seguinte desigualdade

P @ L L
S BV W 7, 21— 20

e portanto {t;} converge Q-quadraticamente para t,.

(t, — tp)? < (t, — ty)?, k=0,1,...,

Portanto, todos os resultados do Teorema 4.1 referentes a sequéncia {¢;} estao provados.
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4.1 Convergéncia

Nesta secao demonstramos que a seqiiéncia {x;} gerada pelo Método de Newton para
resolver F'(x) = 0 com ponto inicial zg, como no Teorema 4.1, estd bem definida e converge

para um ponto x, € Blzg, t.]. Come¢amos com a seguinte proposigao.

Proposigao 4.5. Se ||z — z¢|| <t < t. , entdo F'(x) € ndo singular e vale a estimativa

/ —1 v ]'
[ ()= F (o) || < N0k

Em particular, F'(x) € nao singular para todo x € B(xg,t.).

Demonstracao. Tome x € Blzo,t] , onde 0 < t < t,. Note que

[1F' (o) " F'(2) — I|| = [[F"(x0) " [F'(x) — F'(w0)]|| = Ll — ol
<Li<lt,=1—-v1-20<1

Portanto, pelo Teorema 2.7 temos que F’(zo) ' F’(x) é ndo singular e portanto F’(z) é
nao singular para todo x € Blxg,t]. Pelo Teorema 2.7 e a primeira desigualdade acima

temos
1 < 1 _ 1
1= ||F(xo) YF/(z) = I|| ~1—=Lt  f'(t)

Como queriamos demonstrar. O

1E" () F (o) || <

Vimos que a idéia do Método de Newton consiste na linearizagao de uma funcgao
derivavel. Entendemos por linearizacao de uma funcgao a expansao de Taylor de primeira
ordem dessa fungao. Esta expansao gera um erro. Queremos estudar o erro cometido na
linearizacao da funcoes F' e f e estabelecer uma relacao entre eles. Por definicao o erro

de linearizacao de F é igual a
E(z,y) :=F(y) — F(z) — F'(z)(y — z), r,€Q, yel
e o erro de linearizagao do polinomio quadratico f é definido por
e(t,v) = flv) = ft) = (v —1t), tveR

No lema a seguir relacionamos os erros de linerizagao de F' e f.
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Lema 4.6. Tome xz,y € Q et € (0,t.). Se ||z — || < t, temos
/ ~1 L 9
1" (20) ™" Bz, y)ll < ellz = zoll, ly — 2l + ll = zoll) = S lly — «|” (4.9)

Demonstragao. Sejam z,y € Q. Temos x + u(y — x) € Q se u € [0, 1], pois Q é convexo.

Portanto, usando o Teorema Fundamental do Calculo e a hipétese h1l obtemos
| (o) " E @, y) || = || F'(wo) ™ (Fy) = [Fl2) + F'(2)(y — 2)]) |
1
< [ 1F @) [P+ uly - 2)) - F'@)] |y - o] du
0
! L
< [ Lully -~ alP du = Sy~ ol
0

Como f é um polinéomio de segundo grau e f” = L, temos

L
F(0) = f(w)+ P — )+ 20— u)
e portanto, tomando v = ||y — x|+ ||z — zo|| e u = ||x — x| na equacdo anterior, e usando
a definigdo de e(u,v), temos a igualdade em (4.9). ]

Nosso trabalho agora serd mostrar que a seqiiéncia {xy } gerada pelo Método de Newton
para encontrar um zero do operador F' esta bem definida. Lembre-se que temos a garantia
de que F’ é nao singular na bola B(xg, t.). Para simplificar a notagao definamos a iteragao
de Newton Nf : B(xg,t.) — B; como

Ne(z) =2 — F'(z) ' F(x). (4.10)

Temos que Mg estd bem definida na bola B(zg, t,), mas nao temos nenhuma garantia de
que Nr(z) € B(xg,t.) dado que x € B(xo,t.), sequer temos a garantia de que Np(z)
estd no dominio de F. Mostrar que a bola aberta B(x,t.) ¢ invariante por N, isto é,
Np(B(xo,t.)) C B(xg,t) é fundamental para nosso propésito, na verdade é suficiente
mostrar que um determinado subconjunto de B(xg,t,) é invariante por Np. Para isso

considere os conjuntos definidos por

K(t) i= {x € Blao,4; |F'(2) ' F(2)] < -
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K= | K@.

te[0,t4)
Se t € [0,t,) entdao f'(t) # 0 e F'(x) é ndo singular em Blzg,t] C B(xo,t.). Logo a

definicao dos conjuntos acima é consistente.

Lema 4.7. Para cada t € [0,t.), K(t) C B(wo,t.) €
Nr(K(t)) C K(N(1)). (4.11)
Como conseqiiéncia, K C B(xg,t.) e K é invariante por N, isto é, Np(K) C K.

Demonstragao. Note que K(t) C K C B(xz,t.) para todo t € [0,t,). Tome ¢ € [0,t,) e

x € K(t). Pela definigao de N e Ny e Proposigao 4.3, temos que

INF(x) = zol| < [Nr(z) — 2|l + [l — ol

ft)
f'(t)
Logo, Np(x) € Blxo, Nt(t)] C B(zo,t.) para todo x € K(t). Assim, temos que Nr(z) e

| F'(2) 'F(o)]|+t < —

+t=Np(t) < t..

N¢(t) estdao nos dominios de F' e f respectivamente. Agora, como z € K(t) e t € [0,t.),
temos

(- f)
INp(x) = f| = [ F'(z)" F(2)]| < 70 = Ni(t) —t.

Aplicando o Lema 4.6, com y = Np(z) e observando a inequagao anterior, temos que

I F(w0) ™ B, N )| < SINe () —all* < S ING(0) — H” = elt, N (D).

Observe que, usando as expressoes dos erros de linearizagao, Np e Ny , é facil ver que

E(z,Np(x)) = F(Nr(z)) e e(t, N¢(t)) = f(N;(t)). Assim, a tltima inequagao se reduz a
1F" (o) ™ F (N ()| < FNF(L)).

Por outro lado | Ng(z)—xo|| < N(t) < t.. Logo pela Proposicao 4.5 temos que F'(Np(z))
¢é nao singular e vale a estimativa

1 1
< -

||F’(NF(1'))_ F’(ZEQ)H < _fl(t) < f/(./\/-f(t))’
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pois, f’ é crescente e pela Proposigao 4.3 temos t < N¢(t) . Agora, combinando as duas

ultimas inequacoes, podemos concluir que

1" (N (2)) " FNp(@))|] < [1F'(Np() " F (zo) | |1 F' (z0) " F(NF ()]
FNG(®))

<-4l
F' N5 ()
o que implica que Np(z) € K(N;(t)) para todo x € K(t), isto é, Np(K(t)) C K(N¢(t)).
Agora, tome z € K. Pela definigdo de K temos que existe t € [0,t,) tal que z € K(t).
Pelo resultado anterior temos Np(z) € K(Ny(t)), e pelo fato de que N(t) € [0,t.)
para todo t € [0,t.), podemos concluir que Np(K) C K. Assim concluimos a prova do

lema. L]

Veja que a seqiiéncia {x;} gerada pelo método de Newton para resolver a equagao
F(z) = 0 definida por zp41 = 2 — F'(x,) "' F () satisfaz
Tht1 :NF(.Tk) ] k:O,l,Q,... . (412)
Portanto temos a seguinte proposicao.

Corolario 4.8. A seqiiéncia {x} satisfaz a relagio x, € K(ty), para todo k = 0,1,....

Como consequéncia

[Zh1 — ol < trgr — i, k=0,1,....

Demonstragao. Primeiro, mostraremos por inducdo, que xy € K(t;), para k = 0,1,....

Por hipétese, no Teorema 4.1 temos que

f(0)

f'(0)

Portanto xy € K(0) C K. Por indugao, suponha que x; € K(t;). Pelo resultado anterior

||F/(5E0)_1F(x0)|| <b=—

temos que Np(xy) € K(Ny(t)), ou seja zx1 € K (tg41), isto conclui a indugao.

Como z, € K (i) segue, da definigdo de K (tx), que

t
||J,’k+1 — J,’kH = HF/(‘Tk)ilF(l’k)H < —% = tk+1 — tk, k‘ = 0, 1, e
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Proposicao 4.9. A seqiéncia {xy} estd bem definida, contida em B(xo,t.), converge

para um ponto x. € Blxg,t.] tal que F(x.) =0 e vale a desigualdade

||I*—$k|| <t*—tk, kZO,l, . (413)

Demonstragao. Pelo Corolario 4.8 temos que xy, € K (), parak = 0,1,.... Como t < t,,
por definigdo concluimos que K(t;) C K C B(xo,t.). Mas o Lemma 4.7 implica que
Np(K) C K. Isto juntamente com (4.12) implica que {x}} estd bem definida e contida
em K C B(zg,t.).

Sabemos que {t;} é uma seqiiéncia de niimeros reais mondtona crescente que converge
para t., e que a seqiiéncia {xy} C B(zg,t.) C Bi, onde By é um espaco de Banach.
Portanto, pelo Lema 2.5 e a desigualdade do Corolario 4.8, concluimos que a seqiiéncia

{z}} converge para um ponto z, € B[z, t,] e vale a desigualdade (4.13).

Resta provar que F'(x,) = 0. Primeiro note que, usando a desigualdade triangular
1F" (i) [| < 11 (o)l + 1" (k) — F' (o).
Agora, apds simples manipulacgoes algébricas na ultima equacao, temos
1" (i)l < [1F" (o) | + 1 E" (zo) | |1 F (o) [F" (1) — F'(o)].
Como ||z — || < tg < t. usando a hipdtese h1l do Teorema 4.1, temos
| F'(z0) "' [F'(z1) — F'(wo)]|| < Ll — o] < Lty < Lt..

Portanto, combinando as duas tltimas equagoes, temos que a seqiiéncia {||F'(zg)||} é

limitada. Por outro lado observe que
I @)l < 1 (@) [[HF () " F o) < NE (@)l (ter = te).-

Logo, como a seqiiéncia {||F’(zx)||} é limitada e {t;} é convergente, pela tltima desigual-
dade temos que

lim F(xy) = 0.

k—o0
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Finalmente, como F é continua em Bz, t.], e a seqiiéncia {z} C B(xg,t.) C Q converge

para z,, concluimos que

0= lim F(zx) = F(lim zg) = F(xy).

k—o00 k—oo

Como queriamos demonstrar. n

4.2 Unicidade e Taxa de Convergéncia

O que fizemos até agora sobre a seqiiéncia {z}} fol mostrar que ela estd bem definida,
contida na bola B(xg, t,) e converge para um ponto x, € B[z, t.], que satisfaz F(z,) = 0,
isto é, x, é solugao da equagao F'(z) = 0. Nesta segdo mostramos que a seqiiéncia {xy}
tem convergéncia pelo menos Q-linear para x, e vale a unicidade de solucao na bola
B(xg,t.). Também mostramos que quando supomos ¢ = Lb < 1/2 a convergéncia de {zy}
para x, é pelo menos Q-quadrética e que vale a unicidade de solugdo na bola B(z, )

que é maior que a bola anterior. Comegamos com o seguinte lema.

Lema 4.10. Sejam x,y € B(xg,t.) € 0 <t < t,.. Se B(xg,tw) CQ e além disso,
x € B(xg,1), F(y)=0.

Entao ¢ valida a sequinte desigualdade

L 2
ly — Nr(2)|| < —WHy—fCH : (4.14)

Demonstragao. Note que usando a definigdo de N e que F(y) = 0, temos que
y—Np(z) =y —a+F(2) ' Fz) - F'(z) " Fy).
Agora, colocando em evidéncia —F'(x)~! e usando a expressao do erro E(z,y), temos

y—Np(z) = —F'(2) E(z,y) = [-F'(x) " F'(20)] [F'(20) " E(,y)] -
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Tomando a norma em ambos os lados da ultima igualdade, usando a Proposicao 4.5 e o
Lema 4.6, temos

1 L ”
i 2t

que ¢é a desigualdade desejada. O

ly = Ne@)l| < | = F' () F (o) | [ (z0) " Bz, y)l| < — —z|*,

Corolario 4.11. As seqiiéncias {x} e {tx} satisfazem a desigualdade

L
.= < ——|lze —xl|?, k=0,1,....
[2s = Tpepa | () [z — x|
Em particular, temos a convergéncia Q-linear de {xy} como se seque
1
|22 — 2pqa ]| < 5“«70* —zll, k=0,1,....

Se ¢ = Lb < 1/2, isto é, f'(t.) # 0, a convergéncia de {xy} € Q-quadrdtica, mais
precisamente temos que
2k
—q
e — @) <

Te— 1T <
H k+1H 1+ ok ZM

e —wlP, k=01,
(4.15)

2\/1—2

Demonstracao. Vamos provar a primeira desigualdade. Pelo Corolario 4.8 temos que
|zr — xo|| < tx para todo k =0,1,.... Assim, aplicando o Lema 4.10 com y = z,, * = x},

e t =t obtemos diretamente que
e = M) < =

Usando (4.12), a inequagao acima se reduz a desigualdade desejada.
Agora vamos provar a segunda desigualdade. Usando a Proposigao 4.9 temos que
|xs — k|| <t —tg. Isto juntamente com a primeira desigualdade do corolario implica que

L
2f"(tx)

[ = || < = (e = ti)l|le — k|-
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Por outro lado, como t; < t. temos f'(ty) = Lty —1 < 0e —f'(t,) =1 — Lt, > 0. Assim,
Lty —1 _ Lty—1 1—Lt,  L{t.—t)

= / > / + / == /
f'(t) ) f'(te) ' (te)

Combinando as duas ultimas inequagoes obtemos a segunda desigualdade.

1

Finalmente vamos provar (4.15). Assuma que ¢ = Lb < 1/2. Usando a primeira

desigualdade do corolario e a segunda igualdade da Proposicao 4.4 obtemos

2k

1—g¢q
2y — 2o ]l < =57l — 2)?

Lo al?
= T, — T,
27 (1) 1+¢% 21— 20 ‘
Assim, da tltima desigualdade e do fato de que (1 — ¢")/(1 4+ ¢*') < 1, temos que a

k=0,1,....

inequacao (4.15) é verdadeira, para todo k € N. Assim concluimos a demonstragao. [

Corolario 4.12. O limite x, da seqiiencia {zy} € o unico zero do operador F' em Blxo, t.].
Se vale a hipdtese { = Lb < 1/2 e B(xg,t.) C 2, entdo x, € o unico zero do operador F

na bola B(xg, ).

Demonstragao. Suponha, por contradigao, que exista y, € Blxo,t.| tal que F(y.) = 0.

Mostraremos, por inducao, que
lys — zi|| < te — 1 k=0,1,.... (4.16)
Primeiro note que, pela hipétese de contradigao, y. € Blxo, t.], portanto temos
1y — 2ol <t = t. —to,

pois tg = 0. Suponha agora que a inequacao (4.16) seja valida para k. Pelo Corolério 4.8
temos que ||z — zo|| < tx para todo k = 0,1,.... Aplicando o Lema 4.10 para x = xy,
Y = Y, t = t; obtemos a seguinte desigualdade

L

_ A PP 2
19 = N ()|l < 2f,(tk)lly* 2|

E como a inequacao (4.16) ¢é valida para k, usando a desigualdade acima e (4.12), obtemos

L 2
_2f/(tk) (te —tg)".

[y — g || <
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Como t; < t,, usamos a equagao (4.4) da Proposicao 4.3 e a dltima inequagao para obter

B L
2f"(tk)

e a indugao estd concluida. Para mostrar a unicidade de solugao da equagao F'(z) = 0 na

Y — Tpga]| < (ts — tr)? =t — Np(ty) = tu — by,

bola Bz, t.], note que as seqiiéncias {xy} e {{x} convergem respectivamente para ., e

t., assim tomando limite em (4.16), obtemos

19 = ]| = 0,

e portanto y. = .. Logo, a unicidade de solugao da equacao F(z) = 0 em B|xy,t,] estd

provada.

Agora, suponha que ¢ = Lb < 1/2, isto é, f'(t.) = Lt. — 1 < 0. Faremos a prova da

unicidade na bola B(xg, t..) por contradigao. Portanto suponha que exista y, tal que
te < ||ys — o] < tis e F(y.) =0.

Note que, usando o Lema 4.6 com x = xg, y = ys, t = t. e v = ||y, — ||, nés obtemos
que

B L
/(o)™ E o, ya)ll = [l — ol * (4.17)

Agora, usando a expressao do F(zg,y.) e a hipétese h2 do Teorema 4.1, temos

1F" (o) ™ E(zo, y) || = Iy« — w0 + F'(20) " F (o)
> lys — @oll = [1F(20) " F (o) |

2 |y — xoll —b.
Finalmente, combinando a desigualdade anterior e a equagao (4.17), obtemos
L
3 llye = zoll* > lly — ol = b,

ou equivalentemente

L
Fllye = zoll) = S llg = ol = g — 20l + >0,
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isto é um absurdo, pois f(7) < 0 para todo t, < 7 < tus € tx < ||yx — 2¢|| < tis. Portanto,
assumindo a hipdtese ¢ = Lb < 1/2, temos a unicidade de solu¢do da equagao F(x) =0

na bola B(xg, t.). O

Combinado os resultados obtidos na Proposicao 4.9, Corolario 4.11 e Corolario 4.12,

demonstramos todos os resultados do teorema de Kantorovich para a seqiiéncia {xy}.

4.3 Consideracoes Finais

Para finalizar queremos destacar que existem varias versoes do teorema de Kantorovich.
Na versao que estudamos, fizemos a hipGtese de que o gradiente do operador F'(zo) ' F(z)
é Lipschitz. O operador em questao, tem os mesmos zeros do operador F. Observamos
que o enunciado do teorema para o operador F'(zy) 'F(x) é mais simples. Resultando
que o polinémio quadrético (fun¢do majorante) depende de menos constantes. No livro
de Dennis e Schnabel[4] podemos encontrar o enunciado do teorema de Kantorovich para
o operador F' (Caso cldssico). A demonstracao do teorema de Kantorovich para o caso
classico, é feita por inducao. Poderiamos ter procedido assim, mas preferimos mostrar o

teorema via a existéncia de um conjunto invariante.

Na andlise de convergéncia local do método de Newton usamos, em certo sentido,
uma técnica semelhante a técnica usada para o caso semi-local, definindo um conjunto
invariante pela iteracao de Newton. Um teorema similar para o caso local, que esta em

Dennis e Schnabel [4], faz a prova por indugao sobre o indice da seqiiéncia de Newton.

No enunciado do Teorema 3.5 supomos que o gradiente do operador F' fosse Holder
continuo. Isso nos motiva buscar um resultado sobre o teorema de Kantorovich, enuncia-
do como no Teorema 4.1, supondo que o gradiente do operador F’(xq) ' F(z) é Holder

continuo ao invés de supor que ele seja Lipschtiz.
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