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EXAME DE QUALIFICAQAO em Algebra - Mestrado

Aluno:

1) Seja G um grupo e a, b € G tais que ab = ba. Se o(a) = m, o(b) = n e mdc(m,n) = 1, mostre que
o(ab) = mn.

2) Sejam G um grupo finito, e 7' um automorfismo de G que satisfaz a seguinte propriedade: T'(z) = x «
x = e. Mostre que todo g € G pode ser escrito como g = 2~ 1T (x), para algum = € G.

3) Sejam G um grupo finito, p um inteiro primo e H um p-subgrupo de G. Mostre que existe um p-subgrupo
de Sylow de G, P, tal que H < P.

4) Seja R um anel com unidade tal que para cada a € R existe z € R tal que a’r = a. Mostre que:
a) R nao possui elementos nilpotentes nao nulos.
Para os demais itens, fixe a € R, e seja = € R tal que a’z = a.

b

Se axa — a é nilpotente, entao axa = a.

o

ar = ra.

ol

@

)

)

) ax e xa sdo idempotentes no centro de R.

) Existe y € R tal que a’y = a, y?a =y, e ay = ya.
)

f

aua = a, onde u = 1+ y — ay é invertivel, e y foi escolhido como no item e).

5) Mostre que o grupo de Galois de 2% — 25 € Q[z] é o Grupo-4 de Klein.
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Exame de Qualificacao - Analise Funcional

Questao 01 (2,0). Seja f € L?(R2) onde © ¢ um aberto e limitado. Considere K : @ x Q — R
K € L*(Q x Q) com ||K||12(q)x12() < 1. Prove que a equagio integral

u(z) = /QK(x,y)u(y)dy + f(x),z € Q (0.1)

possui uma tnica solucio para cada f € L?(12).
Questao 02 (2,0).Prove que o operador T": /P — (P 1 < p < oo, definido por

T(&1,89,83,...) = <§21, %2, %3, > (0.2)
¢ um operador compacto. Determine o espectro de T
Questao 03 (2,0) Seja ()j)jen uma sequéncia limitada. Defina T': 7 — (P definida por
T(z) = (Mz1, Ao, ...) & = (z1, 22, .. .).
Prove que T & um operador linear e limitado. Prove que ||T|| = || Ao onde [|Al|oc = supjen|Ajl.

Questao 04 (2,0) Enuncie os Teoremas da Aplicagdo Aberta, Grafico fechado e Principio da
Limitagdo Uniforme. Prove o Teorema do Gréfico Fechado assumindo o Teorema da Aplicacdo
Aberta.

Questao 05 (2,0) Seja K : C°(Q) x C°(Q) — R onde Q é um aberto e limitado em RN, N > 1.
Defina a aplicagio T : C°(Q) — C°(Q2) dada por

T()(w) = [ Klz.p)ul)dy.z < 9

Prove que T é um operador compacto.
Questao 06 (2,0) Prove que existem aplicagoes lineares que ndo sdo aplicagoes continuas. O mesmo
pode ser feito trocando a topologia da norma pela topologia fraca?
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Exame Qualificacao - Geometria Diferencial
2017

Orientacao: Escolher 4 questoes

Questao 01:
Considere o cone menos um vértice descrito por

0 0
X(r,@)z(rsinacos( : ),rsinasin( : ),rcosa), (1)
sin «v sin «
onde 0 < a < 7 e 2a é 0 angulo no vértice do cone. Seja X = (rcosd,rsind,0)
o plano descrito em coordenadas polares. Verifique que X e X restritas ao
dominio U = {(r,0) € R*;r > 0,0 < § < 27sina} sao isométricas.

Questao 02:
Seja X (u, v) uma superficie tal que os coeficientes da primeira forma quadratica
sao B =1, F =0eG = h(u,v). Prove que duas curvas coordenadas da forma
X (u1,v), X (ug,v) determinam segmentos de mesmo comprimento nas curvas
v constante. Verifique que esta propriedade é satisfeita por toda superficie

da forma
X(u,v) = (ucosv,usinv, f(v)), (2)

onde f é uma superficie diferencidvel.

Questao 03:
Obtenha a segunda forma quadratica e a fungao curvatura normal da seguinte
superficie
X(u,v) = (f(u) cosv, f(u)sinv, g(u)), (3)
onde f e g sao funcoes suaves.

Questao 04:
Considere a superficie de rotacao gerada pela tratriz

t
at) = (sint, 0, cost + log (tan 5)), (4)

t € (0,%). Essa superficie ¢ denominada pseudo-esfera. Verifique que sua
curvatura gaussiana ¢ —1.

Questao 05:
Mostre que nao existe superficie X (u,v) com £ = G =1, F =0, e = 1,
g=—le f=0.

Boa proval
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Exame Qualificacao Doutorado

Questdo 1. Seja f : IR™ — IR uma fungdo convexa e de classe C' . Mostre que a funcdo ¢y : IR™ — IR definida por
1
oa(z) = f(z) + XHCL’HQ, onde X\ >0,
tem um minimo global.

Questo 2. Sejam A € M, x,(IR) uma matriz simétrica e f(x) = (x, Az). Considere o problema

min  f(x)
(Qr) < sujeito a
) = 1.

i) Mostre que o problema (Q,) tem pelo menos uma solucdo;

ii) Mostre que (Z,)\) é uma uma solug¢do das condi¢oes de KKT para o problema (Q,) se, e somente se, T é um autovetor de A

associado ao autovalor \ e f(T) = \;

iii) Mostre que A tem n autovetores unitdrios ortogonais ente si.

Questao 3. Sejam f : IR™ — IR uma fungdo convexa diferencidvel. Considere o problema de otimizagdo convexa

P) {min flx)

sujeito a x > 0.

Mostre que x* é uma solucdo de (P) se, e somente se,

z* >0, Vf(x*) >0, (Vf(x*),z*) =0.

Questao 4. Sejam A uma matriz simétrica positiva definida de ordem n x n e f : IR® — IR uma fungcdo coerciva, continua e com
derivada continua. Considere a seguinte método, que é uma modificacdo do método do gradiente, com busca liner exata: dado oy € R",

defina
P = ok 1 AV F(ab) k=0,1,2...,

onde t), = argmin{ f(z* — tA f(z*)) : t > 0}. Mostre que :
i) este novo método é um método de descida, isto é, se V f (z*) # 0 entdo f(x*T1) < f(x1);
(ii) a sequéncia {z*} gerada por (0.1) é limitada;

(iii) todo ponto de acumulagéo de {x*} é ponto critico de f

©.1)

Questio 5. Sejam Q C R"™ um conjuto aberto e F' : Q — R™ uma fungdo continuamente diferencidvel. Tome A e B matrizes de ordem

n X n ndo-singulares e defina a aplicagdo G : Q0 — R"™ como

G(u) = AF(Bu),

onde Q = B~(Q). Suponha que as sequéncias {xy} e {uy}, geradas método de Newton para resolver as equagdes F(x) = 0 e
G(u) = 0 com ponto inicial uy € Q e z° = Bu®, respectivamente, estejam bem definidas. Mostre que {z*} esta imagem do operador

linear T'(u) = Bu.

Prof: Orizon P. Ferreira, 1 Data: Goiania, 9 de agosto de 2017
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Questao 6. Considere o seguinte problema de programago nao linear

min f(x) sujeito a C := {z: h(z) =0, g(z) < 0}, P)
onde h : R™ — R™ e g : R® — R* sido fungdes continuamente diferencidveis.
i) Fale sobre as condigdes de otimalidade de primeira e segunda ordem para este problema.

ii) Assuma que f,g;,i = 1,-- -k, sdo convexas, e h(x) = Az + b, onde A é uma aplicacdo linear e b € R™. Mostre que se T satisfaz
as condic¢ oes de otimalidade de Karush-Kun-Tucker entdo & € um minimizador global do problema (P).

Questio 7. Dada uma fungéo f : R" — R U {400}, a fun¢do conjugada de f, denotada por f*, é definida por

f*(v) = sup {(v,x) = f(z)}.

zER™

i) Verifique que f* é uma funcéo convexa e semicontinua inferiormente, e satisfaz a desigualdade de Fenchel-Young f(z)+ f*(v) >
(v, z);

ii) Mostre que o subdiferencial de uma fun¢do convexa f é caracterizado pelos elementos v € R™ que satisfazem a igualdade na
desigualdade de Fenchel-Young. Conclua que v € 9f(x), z € dom f se e somente se x € 9f*(v);

iii) Defina f** := (f*)*. Mostre que f**(z) < f(x) para qualquer x € R™. Mostre que se f : R” — R é convexa entdo f** = f.
(Sugestao: Teorema de separacdo e propriedades do epigrafo de f)

Observacao 2: A prova vale 10 pontos. A clareza das idéias e argumentagdo 16gica, precisas e organizada na solugdo das questdes serdo
fortemente consideradas na correcéo da prova.

Prof: Orizon P. Ferreira, 2 Data: Goiania, 9 de agosto de 2017
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1. Apresente e disserte sobre o Teorema da Variedade Central.

2. Esboce um retrato de fase planar de um sistemas de equacoes diferen-
ciais ordinarias tendo

(a) uma trajetéria I' com «(I") = w(I") = {zo}, mas " # xo.
(b) uma trajetéria I' tal que w(I") seja um ciclo limite.

c) uma trajetdria I' tal que w(I') seja uma oOrbita limite e um ponto
J )
singular.

(d) uma trajetéria I" tal que w(I") seja duas érbitas limite e um ponto
singular.

3. Mostre que S = {c € R3 tal que c3 = ¢3/3} e U = {c € R3 tal que ¢; =
c2 = 0} sdo invariantes pelo campo vetorial

X(z,y,x) = (—x,—y + 2, 2+ x2).

Determine os autoespagos para o campo vetorial dado pela parte linear
de X e mostre que S e U sao tangentes ao subespacos E e E,,, respec-
tivamente. Sendo (¢, ¢) a solugdo de X, mostre que para ¢ € S e para
c € U, as solugoes se aproximam de zero para t tendendo a co e —o0,
respectivamente.

4. Considere uma funcao H : R? — R e o sistema de equacoes diferenciais

ordindrias ‘
{ I.: Hy(x,y),
y= —H,(z,y).

Este sistema é chamado de Hamiltoniano e H é a energia total dele.
Mostre que a energia total permanece constante ao longo das trajetorias
(solugoes) desse sistema. Mostre também que se 0 é um ponto singular
do sistema de tal forma que se os autovalores associados sao nao nulos,
entao ou eles sao reais de sinais trocados ou imaginarios puros.



5. Sejam Ax = ( .

a S
)m uma aplicacao linear com a,b,c,d € R e

d

fi, f2 : R? — R funcoes diferencidveis definidas em uma bola B com
centro na origem do plano e raio r. Considere os sistemas diferenciais

(a)

(1) = Axe
(2) &= Az + (f1(x), fo(7)).

Prove que se fi = O(r), fa(r) = O(r) e det(A) # 0 entdo, a origem
¢ um ponto singular isolado de (2). A expressao fi(r) = O(r)
significa que f; = rF;(z,y) com F;(x,y) limitado numa vizinhanca
da origem.

Suponha que f = g = 0. Determine condigoes sobre A tal que
a origem seja um ponto singular hiperbélico de (2). Neste caso,
descreva os retratos de fase de (2) numa vizinhanca da origem.
Existem trés tipos topoldgicos.

Descreva os retratos de fase dos sistemas (1,9) = (2% —y) e
(i,9) = (e7V/**sinl/z, —y). Mostre que eles ndo séo topologi-
camente equivalentes entre si ou com qualquer um dos tipos en-
contrados no item anterior.
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Exame de Qualificagao - Analise no RV.

Questao 01 (2,0). Enuncie os Teorema da fungio inversa e o Teorema da fungéo Implicita para
fungdes f : RY — RN, N > 1. Enuncie o Teorema da forma local das imersdes e o teorema da
forma local das submersoes.

Questao 02 (2,0). Considere a fun¢do f:U — V dada implicitamente por

af (z,y) + yf(z,y) - f(z,9)° = 1.

Aqui fixamos (2o, yo,20) = (1,1,1) onde U,V sao abertos de R? e R aos quais contém os pontos
(wo,y0) = (1,1) e 29 = 1, respectivamente. Prove que f € C°°.
Questao 03 (2,0) Seja f: RN — RV uma funcio de classe C'!. Suponha que

lim f(z,y) = +o0.

|(u,v) |00

Prove que f admite ao menos um ponto critico (zg, o) a qual é um ponto critico de minimo local.
Questao 04 (2,0) Defina a fungao f:R? — R por

2
f(.’I,‘, y) = 5%316, (.’L‘,y) 7é (010)»

0, (z,y) = (0,0).

(0.1)

Prove que f ¢ diferencidvel em R2\{(0,0)}. Prove que f ndo é diferenciavel em (0,0).

Questao 05 (2,0) Considere f : U — R uma fun¢do de classe C? onde U C R? é um aberto. Seja
(20, ¥0) um ponto critico de f tal que a Hessiana de f em (zo,yo) denotada por H(f(zo,y0)) seja
negativa definida. Prove que (zo,%0) ¢ um ponto de méximo local estrito de f.

Questao 06 (2,0) Considere ¢ : R — R uma funcio de classe C'!. Defina

2T
f(z) = ) o(z — y)dy, z € R.

Calcule f'(x) para cada = € R.
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