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Aluno:

1) Seja G um grupo e a, b ∈ G tais que ab = ba. Se o(a) = m, o(b) = n e mdc(m,n) = 1, mostre que
o(ab) = mn.

2) Sejam G um grupo finito, e T um automorfismo de G que satisfaz a seguinte propriedade: T (x) = x ↔

x = e. Mostre que todo g ∈ G pode ser escrito como g = x−1T (x), para algum x ∈ G.

3) Sejam G um grupo finito, p um inteiro primo e H um p-subgrupo de G. Mostre que existe um p-subgrupo
de Sylow de G, P , tal que H ≤ P .

4) Seja R um anel com unidade tal que para cada a ∈ R existe x ∈ R tal que a2x = a. Mostre que:

a) R não possui elementos nilpotentes não nulos.

Para os demais itens, fixe a ∈ R, e seja x ∈ R tal que a2x = a.

b) Se axa− a é nilpotente, então axa = a.

c) ax = xa.

d) ax e xa são idempotentes no centro de R.

e) Existe y ∈ R tal que a2y = a, y2a = y, e ay = ya.

f) aua = a, onde u = 1 + y − ay é invert́ıvel, e y foi escolhido como no item e).

5) Mostre que o grupo de Galois de x4 − 25 ∈ Q[x] é o Grupo-4 de Klein.
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Exame de Quali�cação - Analise Funcional

Questao 01 (2,0). Seja f ∈ L2(Ω) onde Ω é um aberto e limitado. Considere K : Ω × Ω → R
K ∈ L2(Ω× Ω) com ‖K‖L2(Ω)×L2(Ω) < 1. Prove que a equação integral

u(x) =

∫
Ω
K(x, y)u(y)dy + f(x), x ∈ Ω (0.1)

possui uma única solução para cada f ∈ L2(Ω).
Questao 02 (2,0).Prove que o operador T : `p → `p, 1 ≤ p <∞, de�nido por

T (ξ1, ξ2, ξ3, ...) :=

(
ξ1

2
,
ξ2

3
,
ξ3

4
, ...

)
(0.2)

é um operador compacto. Determine o espectro de T .
Questao 03 (2,0) Seja (λj)j∈N uma sequência limitada. De�na T : `p → `p de�nida por

T (x) = (λ1x1, λ2x2, . . .) , x = (x1, x2, . . .).

Prove que T é um operador linear e limitado. Prove que ‖T‖ = ‖λ‖∞ onde ‖λ‖∞ = supj∈N|λj |.
Questao 04 (2,0) Enuncie os Teoremas da Aplicação Aberta, Grá�co fechado e Principio da

Limitação Uniforme. Prove o Teorema do Grá�co Fechado assumindo o Teorema da Aplicação

Aberta.

Questao 05 (2,0) Seja K : C0(Ω) × C0(Ω) → R onde Ω é um aberto e limitado em RN , N ≥ 1.
De�na a aplicação T : C0(Ω)→ C0(Ω) dada por

T (u)(x) =

∫
Ω
K(x, y)u(y)dy, x ∈ Ω.

Prove que T é um operador compacto.

Questao 06 (2,0) Prove que existem aplicações lineares que não são aplicações continuas. O mesmo

pode ser feito trocando a topologia da norma pela topologia fraca?
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Orientação: Escolher 4 questões

Questão 01:
Considere o cone menos um vértice descrito por

X(r, θ) =
(

r sin α cos
(

θ

sin α

)

, r sin α sin
(

θ

sin α

)

, r cos α

)

, (1)

onde 0 < α < π

2
e 2α é o ângulo no vértice do cone. Seja X = (r cos θ, r sin θ, 0)

o plano descrito em coordenadas polares. Verifique que X e X restritas ao
domı́nio U = {(r, θ) ∈ R2; r > 0, 0 < θ < 2π sin α} são isométricas.

Questão 02:
Seja X(u, v) uma superf́ıcie tal que os coeficientes da primeira forma quadrática
são E = 1, F = 0 e G = h(u, v). Prove que duas curvas coordenadas da forma
X(u1, v), X(u2, v) determinam segmentos de mesmo comprimento nas curvas
v constante. Verifique que esta propriedade é satisfeita por toda superf́ıcie
da forma

X(u, v) = (u cos v, u sin v, f(v)), (2)

onde f é uma superf́ıcie diferenciável.

Questão 03:
Obtenha a segunda forma quadrática e a função curvatura normal da seguinte
superf́ıcie

X(u, v) = (f(u) cos v, f(u) sin v, g(u)), (3)

onde f e g são funções suaves.

Questão 04:
Considere a superf́ıcie de rotação gerada pela tratriz

α(t) =
(

sin t, 0, cos t + log
(

tan
t

2

))

, (4)

t ∈ (0, π

2
). Essa superf́ıcie é denominada pseudo-esfera. Verifique que sua

curvatura gaussiana é −1.

Questão 05:
Mostre que não existe superf́ıcie X(u, v) com E = G = 1, F = 0, e = 1,
g = −1 e f = 0.

Boa prova!
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Exame Qualificação Doutorado

Questão 1. Seja f : IRn → IR uma função convexa e de classe C1 . Mostre que a função ϕλ : IRn → IR definida por

ϕλ(x) = f(x) +
1

λ
‖x‖2, onde λ > 0,

tem um mínimo global.

Questão 2. Sejam A ∈Mn×n(IR) uma matriz simétrica e f(x) = 〈x,Ax〉. Considere o problema

(Qr)


min f(x)

sujeito a
‖x‖2 = 1.

i) Mostre que o problema (Qr) tem pelo menos uma solução;

ii) Mostre que (x̄, λ̄) é uma uma solução das condições de KKT para o problema (Qr) se, e somente se, x̄ é um autovetor de A
associado ao autovalor λ̄ e f(x̄) = λ̄;

iii) Mostre que A tem n autovetores unitários ortogonais ente si.

Questão 3. Sejam f : IRn → IR uma função convexa diferenciável. Considere o problema de otimização convexa

(P )

{
min f(x)

sujeito a x ≥ 0.

Mostre que x∗ é uma solução de (P ) se, e somente se,

x∗ ≥ 0, ∇f(x∗) ≥ 0, 〈∇f(x∗), x∗〉 = 0.

Questão 4. Sejam A uma matriz simétrica positiva definida de ordem n × n e f : IRn → IR uma função coerciva, contínua e com
derivada contínua. Considere a seguinte método, que é uma modificação do método do gradiente, com busca liner exata: dado x0 ∈ Rn,
defina

xk+1 = xk − tkA∇f(xk) k = 0, 1, 2 . . . , (0.1)

onde tk = argmin{f(xk − tA f(xk)) : t > 0}. Mostre que :

i) este novo método é um método de descida, isto é, se∇f(xk) 6= 0 então f(xk+1) < f(xk);

(ii) a sequência {xk} gerada por (0.1) é limitada;

(iii) todo ponto de acumulação de {xk} é ponto crítico de f.

Questão 5. Sejam Ω ⊂ Rn um conjuto aberto e F : Ω→ Rn uma função continuamente diferenciável. Tome A e B matrizes de ordem
n× n não-singulares e defina a aplicação G : Ω̄→ Rn como

G(u) = AF (Bu),

onde Ω̄ = B−1(Ω). Suponha que as sequências {xk} e {uk}, geradas método de Newton para resolver as equações F (x) = 0 e
G(u) = 0 com ponto inicial u0 ∈ Ω̄ e x0 = Bu0, respectivamente, estejam bem definidas. Mostre que {xk} esta imagem do operador
linear T (u) = Bu.

Prof: Orizon P. Ferreira, 1 Data: Goiânia, 9 de agosto de 2017
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Questão 6. Considere o seguinte problema de programação não linear

min f(x) sujeito a C := {x : h(x) = 0, g(x) ≤ 0}, (P)

onde h : Rn → Rm e g : Rn → Rk são funções continuamente diferenciáveis.

i) Fale sobre as condições de otimalidade de primeira e segunda ordem para este problema.

ii) Assuma que f, gi, i = 1, · · · k, são convexas, e h(x) = Ax+ b, onde A é uma aplicação linear e b ∈ Rm. Mostre que se x̄ satisfaz
as condiç oes de otimalidade de Karush-Kun-Tucker então x̄ é um minimizador global do problema (P).

Questão 7. Dada uma função f : Rn → R ∪ {+∞}, a função conjugada de f , denotada por f∗, é definida por

f∗(v) = sup
x∈Rn

{〈v, x〉 − f(x)}.

i) Verifique que f∗ é uma função convexa e semicontinua inferiormente, e satisfaz a desigualdade de Fenchel-Young f(x)+f∗(v) ≥
〈v, x〉;

ii) Mostre que o subdiferencial de uma função convexa f é caracterizado pelos elementos v ∈ Rn que satisfazem a igualdade na
desigualdade de Fenchel-Young. Conclua que v ∈ ∂f(x), x ∈ dom f se e somente se x ∈ ∂f∗(v);

iii) Defina f∗∗ := (f∗)∗. Mostre que f∗∗(x) ≤ f(x) para qualquer x ∈ Rn. Mostre que se f : Rn → R é convexa então f∗∗ = f .
(Sugestão: Teorema de separação e propriedades do epigrafo de f )

Observação 2: A prova vale 10 pontos. A clareza das idéias e argumentação lógica, precisas e organizada na solução das questões serão
fortemente consideradas na correção da prova.

Prof: Orizon P. Ferreira, 2 Data: Goiânia, 9 de agosto de 2017
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Prova Escrita de Sistemas Dinâmicos
11 de agosto de 2017.

1. Apresente e disserte sobre o Teorema da Variedade Central.

2. Esboce um retrato de fase planar de um sistemas de equações diferen-
ciais ordinárias tendo

(a) uma trajetória Γ com α(Γ) = ω(Γ) = {x0}, mas Γ 6= x0.

(b) uma trajetória Γ tal que ω(Γ) seja um ciclo limite.

(c) uma trajetória Γ tal que ω(Γ) seja uma órbita limite e um ponto
singular.

(d) uma trajetória Γ tal que ω(Γ) seja duas órbitas limite e um ponto
singular.

3. Mostre que S = {c ∈ R3 tal que c3 = c21/3} e U = {c ∈ R3 tal que c1 =
c2 = 0} são invariantes pelo campo vetorial

X(x, y, x) = (−x,−y + x2, z + x2).

Determine os autoespaços para o campo vetorial dado pela parte linear
de X e mostre que S e U são tangentes ao subespaços Es e Eu, respec-
tivamente. Sendo ϕ(t, c) a solução de X, mostre que para c ∈ S e para
c ∈ U , as soluções se aproximam de zero para t tendendo a ∞ e −∞,
respectivamente.

4. Considere uma função H : R2 → R e o sistema de equações diferenciais
ordinárias {

ẋ = Hy(x, y),
ẏ = −Hx(x, y).

Este sistema é chamado de Hamiltoniano e H é a energia total dele.
Mostre que a energia total permanece constante ao longo das trajetórias
(soluções) desse sistema. Mostre também que se 0 é um ponto singular
do sistema de tal forma que se os autovalores associados são não nulos,
então ou eles são reais de sinais trocados ou imaginários puros.



5. Sejam Ax =

(
a b
c d

)
x uma aplicação linear com a, b, c, d ∈ R e

f1, f2 : R2 → R funções diferenciáveis definidas em uma bola B com
centro na origem do plano e raio r. Considere os sistemas diferenciais

(1) ẋ = Ax e
(2) ẋ = Ax+ (f1(x), f2(x)).

(a) Prove que se f1 = O(r), f2(r) = O(r) e det(A) 6= 0 então, a origem
é um ponto singular isolado de (2). A expressão fi(r) = O(r)
significa que fi = rFi(x, y) com Fi(x, y) limitado numa vizinhança
da origem.

(b) Suponha que f = g = 0. Determine condições sobre A tal que
a origem seja um ponto singular hiperbólico de (2). Neste caso,
descreva os retratos de fase de (2) numa vizinhança da origem.
Existem três tipos topológicos.

(c) Descreva os retratos de fase dos sistemas (ẋ, ẏ) = (x2,−y) e
(ẋ, ẏ) = (e−1/x2

sin 1/x,−y). Mostre que eles não são topologi-
camente equivalentes entre si ou com qualquer um dos tipos en-
contrados no item anterior.
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