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Sobre o Programa de Iniciacao
Cientifica e Mestrado

lvonildes Ribeiro Martins Dias !

O Brasil, em pesquisa Matematica, tem reconhecimento internacional, sendo recente-
mente promovido ao Grupo V e considerado “Elite” da International Mathematical
Union -IMU conforme [6]. A IMU é uma entidade que congrega 76 paises e tem por
objetivo fomentar a cooperacao internacional nessa area de conhecimento. Agora, no
ranking da IMU, o pais estd ao lado de paises como a Alemanha, Canada, China, Esta-
dos Unidos, Israel, Italia, Japao, Reino Unido e Russia, no que se refere a qualidade da
pesquisa em matematica, reconhecida pelo padrao de exceléncia mundial.

Entretanto, vale ressaltar que tal padrao de exceléncia nao se estende aos demais
niveis educacionais dessa disciplina, principalmente no que concerne as séries iniciais e
as escolas publicas. Os resultados do Brasil no Programme for International Student
Assessment, Pisa, mostram que no ranking mundial o pais ficou na 662 colocacio em
matematica dentre 70 paises avaliados. Resultado que demonstra a existéncia de uma
grande discrepancia entre a pesquisa e o ensino/aprendizagem de matematica no pais,
revelando ainda a necessidade de projetos e politicas educacionais (efetivas) que busquem
aperfeicoar o ensino de matematica em toda a sua extensao territorial, principalmente
em escolas publicas, para que o ensino esteja equiparado ao de outros paises participantes
do mesmo grupo da IMU.

Dentre os projetos que buscam aprimorar o ensino/aprendizagem em matemaética no
Brasil destaca-se a Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas-OBMEP.
Suely Druck, uma das idealizadoras da OBMEP, ressaltou em [3] a necessidade de
aperfeicoar a educacao em matematica no pais: “Atualmente, pesquisa e ensino em
matematica compoem mundos distintos e distanciados. O primeiro cumpre com com-
peténcia o seu papel de produzir conhecimento e formar recursos humanos para pesquisa.
J& o segundo vem cumprindo muito mal o seu papel de transferir conhecimento e formar
cidadaos, e ainda se debate com questoes primérias e até surrealistas que dizem respeito
a sua missao”, veja [3].

As Olimpiadas de Matemadtica, segundo [1], podem ter sido originadas devido as dis-
putas protagonizadas por matematicos durante o Renascimento na Italia. Essas com-
peticoes assumiram uma estrutura semelhante as utilizadas nos dias atuais no final do
século XIX e desde o inicio do século XX as olimpiadas fazem parte do calendario da
comunidade matematica internacional. No Brasil, essa tradicao é bem mais recente, a
1 Olimpiada Brasileira de Matematica-OBM foi realizada em 1980, mostrando grande
sucesso como resultado.

A primeira Olimpiada de Matemaética nas Escolas Publicas-OBMEP, conforme [2], foi

L Coordenadora do Programa de Iniciacdo Cientifica e Mestrado, Instituto de Matemdtica e Estatistica,
Universidade Federal de Goids, Goiania-GO, 74001-970 Brazil, ivonildes@ufg.br
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lancada oficialmente no dia 19 de maio de 2005, em Brasilia. Desde entao, afirma Druck
”Os resultados foram espetaculares. Jovens e criancas dos mais longinquos municipios
do pais, muitos até oriundos de familias de baixissima renda, ganharam medalhas. E o
mais importante: mostraram disposi¢ao e prazer em passar horas a fio mergulhados em
problemas de matematica. Isso ocorreu porque oferecemos a eles matematica instigante
e divertida, como ela verdadeiramente é. Quem a torna desinteressante sao aqueles que
nao a conhecem em profundidade”.

A partir da OBMEP surgiram diversas iniciativas visando diminuir o abismo entre
a qualidade de pesquisa e o ensino de Matematica no Brasil. Conforme Campos, veja
2], “A Olimpiada de Matemética é um canal de inclusao social, uma vez que propicia
o descobrimento de talentos, inclusive entre os mais carentes, gente que nunca teve
uma oportunidade, e que agora passam a dispor dos meios minimos para avangar numa
carreira com melhores perspectivas.” Vale ressaltar que muitos dos ex-medalhistas da
Olimpiadas Internacional sao pesquisadores de excelente nivel, alguns até ganhadores
da Medalha Fields, o mais importante prémio da matematica escolhido pelo Comiteée
Executivo da IMU.

Dentre as realizacoes da OBMEP destaca-se o Programa de Iniciacao Cientifica e
Mestrado-PICME para medalhistas da OBMEP ou da OBM que estejam cursando gra-
duacdo em instituicoes reconhecidas pelo MEC?. O PICME é um programa que ofe-
rece aos estudantes universitarios, que se destacaram nas Olimpiadas de Matematica, a
oportunidade de realizar estudos avangados em matematica, simultaneamente com sua
graduacao. O programa é coordenado em nivel nacional pelo Instituto de Matematica
Pura e Aplicada-IMPA e ofertado por Programas de Poés-Graduagao em Matematica-
PPGM de diversas universidades espalhadas pelo pais, que sao responsaveis pelo seu
acompanhamento e execugao.

Contando com parcerias, em convénio assinado desde novembro de 2008, com o
CNPq?, que concede as bolsas de Iniciaciao Cientifica, e com a Capes?, que concede
bolsas de pds-graduagao, o programa data do primeiro semestre de 2009, conforme [4] e
conta, atualmente, com cerca 650 bolsas de Iniciacao Cientifica.

Uma das principais caracteristicas da area de matematica é que jovens excepcional-
mente dotados podem contribuir a producao cientifica de alto nivel bem cedo, sendo
assim, o programa visa aprimorar esses talentos estimulando a vocacao natural dos me-
dalhistas para o trabalho cientifico e os premia com a oportunidade de receber uma
formagao diferenciada.

Além de ampliar o nivel de conhecimento em matematica como ciéncia béasica para o
fortalecimento das areas tecnoldgicas e cientificas no pais, o programa oferece a opor-
tunidade, para alunos ainda na graduacao, de ingressar no Mestrado em Matematica
e ¢ um meio de insercao académica e social, pois oportuna aos alunos de baixa renda,
participantes do programa, a permanéncia na universidade.

Participam do PICME 42 PPGM em 39 universidades distribuidas em 20 estados bra-

2Ministério da Educacio
3Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnolégico
4Coordenacao de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior
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sileiros. Dentre os programas participantes tem-se o PPGM do Instituto de Matematica
e Estatistica-IME da Universidade Federal de Goias-UFG. Além disso, conforme [5], o
programa tem estabelecido parcerias com instituicoes sem programas de pds-graduagao,
credenciando pesquisadores locais como orientadores de iniciagao cientifica, com o intuito
de atender os medalhistas nestas instituicoes. O que nao sé permite a insercao destes alu-
nos no PICME, mas também estabelece um contato entre os pesquisadores/orientadores
e os programas de pos-graduacao.

Os medalhistas universitdrios podem ingressar no PICME a partir de seu 2° semestre
letivo, com exce¢ao dos alunos de matematica e de multi-medalhistas que podem ingres-
sar no 1°. A duracao da Iniciagao Cientifica é de no maximo 2 anos, mas os alunos sao
avaliados semestralmente. Além desse prazo sao permitidas renovagoes especiais para
alunos que estiverem em preparacao especifica ao Mestrado em Matemaética com plano
de trabalho aprovado pelas coordenagoes.

Na UFG o programa ja contou com a participacao de mais de 160 bolsistas de di-
versos cursos e universidades do estado de Goias e ja atendeu alunos de outros estados.
Atualmente, o programa conta com cerca de 26 bolsas de Iniciacao Cientifica que sao dis-
tribuidas por uma selecao interna, apds a homologacao das inscrigoes pela coordenacao
nacional. As atividades sao presenciais por meio de parcerias com professores pesquisa-
dores que atuam em universidades préximas aos medalhistas.

Os professores participantes do projeto, sao responsaveis pelo acompanhamento e ava-
liacao do aluno e define, junto com a coordenagao, a programacao académica a ser se-
guida. Cada orientador propoe projetos que tenham como objetivo aprimorar a formacgao
em matemaética dos bolsistas no modelo de Iniciacao Cientifica tradicional ou em um pro-
grama de formacao complementar em matematica. Além disso, os bolsistas podem ser
matriculados nas disciplinas do curso de Matematica e participar dos cursos de verao
oferecidos pelos PPGM.

No PICME IME/UFG os bolsistas devem participar de seminérios com a coordenagao,
elaborar um relatério final na forma de um artigo com seu orientador e apresentar
posteres no Congresso Nacional de Pesquisa, Ensino e Extensao-CONPEEX da UFG.

O PICME IME/UFG faz esfor¢o para absorver todos os candidatos que manifestam
seu desejo de se vincular ao programa da UFG independente de sua instituigao, curso ou
area de origem. Além disso, o sucesso do programa deve também nortear novos projetos
que ampliem o alcance para niveis mais elementares de estudos da matematica em todo
o Brasil, diminuindo a distancia entre teoria e pratica de matematica enquanto base
curricular.

No seminério do PICME o bolsista participante do programa apresenta parte de seu
trabalho, que pode ser de iniciacao cientifica com estudos mais avancados ou um tra-
balho de acompanhamento de alguma disciplina conforme o projeto apresentado pelo
orientador que analisa o curso de origem do aluno.

O caderno de seminarios do PICME surgiu com o intuito de motivar e valorizar esses
esforcos além de propagar o alcance do projeto. Sendo assim os artigos aqui apresenta-
dos sao revisoes bibliograficas com devidas citagoes sob a responsabilidade dos autores
envolvidos.
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2 CONCEITOS PRELIMINARES

Teorema Central do Limite:
Fundamentacao e Visualizacao

Orial Lino do Nascimento Junior !; Everton Batista da Rocha 2

1 Introducao

O Teorema Central do Limite (TCL) é um notavel resultado da estatistica com extensa
aplicabilidade, sendo que a demonstragao de diversas outras afirmacoes em estatistica
dependem dele. De forma bem resumida, este teorema trata da convergéncia da soma de
variaveis aleatorias para uma distribuicao normal, mesmo que essas variaveis nao sejam
normalmente distribuidas.

A primeira versao deste teorema foi postulada pelo francés Abraham de Moivre que
usou a distribuicao normal para aproximar a distribuicao do niimero de caras resultan-
tes de muitos lancamentos de uma moeda nao viciada. Quase um século mais tarde, o
também franceés Laplace resgatou a ideia de De Moivre. Na célebre Théorie des Analy-
tigue Probabilites, publicada em 1812, Laplace expandiu a descoberta de De Moivre e
encontrou a aproximacao da distribuicao binomial para a distribuicao normal. Na virada
do século XX, a importancia do TCL foi fundamentada, quando em 1901, o matematico
russo Aleksandr Lyapunov definiu em termos gerais e demonstrou matematicamente o
caso geral. [2]

Este trabalho objetiva fornecer uma demonstracao matematica minunciosa do TCL,
acompanhada de exemplificacao computacional. A metodologia serd baseada em funda-
mentacao desde os mais simples conceitos, para que qualquer individuo com moderado
conhecimento de estatistica e probabilidade possa entender, ao final deste, como se
chegou a este importante resultado da probabilidade. O embasamento tedrico da de-
monstragao matematica deriva do trabalho de Barry James [3] e a visualizacao sera feita
com o auxilio do programa estatistica R. [6]

2 Conceitos Preliminares

2.1 Modos de Convergéncia

Para que seja possivel o entendimento do enunciado do TCL é importante que se co-
nheca os trés principais modos de convergéncia de variaveis aleatérias: convergéncia em
probabilidade, quase certa e em distribuicao.

Definicao 1. Sejam Y,Y1,Ys, .-+ wvaridveis aleatorias definidas em um mesmo espaco
de probabilidade (2, A, P). Diz-se que Y, converge para Y em probabilidade se para

! Faculdade de Medicina (UFG), orial.lino@gmail.com
2Instituto de Matemdtica e Estatistica (UFG), evertonbatista@ufg.br
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2.1 Modos de Convergeéncia 2 CONCEITOS PRELIMINARES

todo € > 0,
lim P(|Y, —Y|>¢€)=0.

n—oo

iy P
Nesse caso, a notacao €'Y, — Y.

A principal ideia da convergéncia em probabilidade é que, quando n é arbitrariamente
grande, a probabilidade da diferenga | X,, — X | ser maior do que qualquer niimero positivo
€ tende a zero.

Definicao 2. Y, converge para Y quase certamente (Y, +=Y) se P <lim Y, = Y) =

n—o0
1.

Este resultado especifica o conjunto dos w em que X,, — X tem probabilidade zero.
A convergéncia quase certa é uma convergéncia pontual em um conjunto de medida
1, ou seja, X, (w) — X(w) para quase todo w, exceto aqueles dentro de um conjunto
de medida nula, ao contrario da convergéncia em probabilidade, que nao diz respeito a
convergencia pontual.

Teorema 1. Se Y,, = Y quase certamente, entao Y, Ly,

Prova: A prova deste teorema foi retirada de [3].

Suponha que Y,, — Y quase certamente e seja ¢ > 0 fixo. O problema consiste em
provar que P(|Y,, — Y| > €) — 0. Seja Ay = {w : Y,(w) — Y(w)}. Por hipétese,
P(Ay) = IV w € Ay, |V, (w) — Y(w)| < € para n suficientemente grande. Seja,

Ay Yo=Y <e Vhkzn=A,=[)[Ya-Y| <.

k=n

Se w € Ay, entao w € A, para algum n. Mas A,, C A,1. Logo,

Agc A= 1imAn;»1:P(A0)gP<UAn>.

n—00
n>1 n>1

E, por continuidade de probabilidade, P(A,) 1 1.

Mas A, C [|[Y,—Y| <¢],logo P(|Y,—Y]| <¢e) > 1e P(|Y,—Y|>¢€) =1-P(|Y,-Y]| <
€) = 0. 0O A seguir serd enunciado um importante resultado sobre a convergéncia da
média de varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas, ou seja, que
possuem a mesma distribuicao de probabilidade, compartilhando dos parametros de
média e variancia.

Teorema 2. (Lei Forte de Kolmogorov) Sejam X1, Xs, -+ wvaridveis aleatorias in-
dependentes, identicamente distribuidas e integrdveis, com E[X,] = u. Entdo:

X4+ X,
n

— W quase certamente.

Resta ainda um terceiro modo de convergéencia.
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2.2 Funcgoes Caracteristicas 2 CONCEITOS PRELIMINARES

Definicao 3. Seja X uma varidvel aleatoria com funcao de distribuicdo acumulada
F e seja {X,}n>1 uma sequéncia de varidveis aleatdrias com respectivas fungoes de
distribui¢ao acumuladas {F,}n>1 (Fn € a fungdo de distribuicao acumulada de X, ).
Entao, diz-se que X, converge em distribuicdo para X se F,(x) — F(z) VYV x
quando n — oo, em que x € um ponto de continuidade de F'. Notacao: X, Lox

A convergéncia em distribuicao é considerada o modo mais fraco de convergéncia,
enquanto a convergéncia quase certa ¢ o modo mais forte. Esta “forca’do modo de
convergéncia vem da sua implicabilidade nos demais, de modo que a convergéncia quase
certa implica na convergéncia em probabilidade que, por sua vez, implica na convergéncia
em distribui¢ao. Assim, quando se “converge fracamente”, significa que ha convergéncia
em distribuicao.

2.2 Funcoes Caracteristicas
Definicao 4. Seja X uma varidvel aleatoria. A func¢ao caracteristica de X € a
funcao ¢ : R — C definida por:
¢(t) = Elexp{itX }] = E[cos(tX) +isin(tX)], t e R
Sendo que a sequnda desigualdade se deve a Formula de Fuler.

Aplicando a definicao de esperanca, tem-se,

o(t) = / cos(tz)dFx (z) + i / sin(tz)dFy (z) = / e dFy(z), t € R.

A seguir serao apresentadas algumas propriedades de interesse das funcgoes carac-
teristicas:

Propriedade 1. Se X e Y sao independentes, entio px.y(t) = px(t) + oy (t)Vt € R.
Prova: pxy(t) = E[e"™ )] = E[e"¥e] = E[e"¥] - E[*Y] = px(t) + ¢y (1)
Propriedade 2. Se Y = aX + b, entdo ¢y (t) = e px(at).
Prova: p(t) = E[e(@XH)] = ¢itb . B[iatX] = ¢itby(at).

Propriedade 3. Se E[|X|"] < oo, entdo px(t) possui n derivadas continuas e,

Prova: Como ¢x(t) = / e dFy(x) a diferenciacio formal resulta em,

t h) — t i(t+h)x _ itz ] thr 1
(1) = 1im 2L = () :/;dﬂx) :/eme dF (z).

h—0 h h h
. elhx - 1 - / . ite . ~
Como }Lm% = ir,Yex € R: ¢'(t) = [ ize"™dFx(z): Por indugao chega-se ao
—

caso geral para a k-ésima derivada.
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2.2 Funcgoes Caracteristicas 2 CONCEITOS PRELIMINARES

Teorema 3. (Teorema de Helly-Bray) Sejam F, Iy, Fs--- funcdes de distribuicao.
Se F,, converge fracamente para F', entdo /g(x)an(x) — /g(x)dF(x)

Para toda funcdo g : R — R continua e limitada.

Prova: Retirada de [3]. Para —0o < a < b < oc:

‘/ﬁﬂa—/ﬁwﬂs
b b
/Qan—/ ng’—i—

b
/ ng—/ng‘ =+ IT+1II.

~-
11 117

’ / gdF,, — ng

Suponha |g(z)| < ¢ < 00,Vx € R e seja e > 0:

111 = ‘/ ng+/ ng‘ g/ ch+/ cdF = c(F(a)+1— F(b)).
—o0 b —o0 b

Pode-se escolher a e b pontos de continuidade de F' tais que I11 < ¢(F(a)+1—-F(b)) <
g, pois F'(a)+1—F(b) — 0 quando a — —oo e b — +00 e basta escolher a suficientemente
pequeno e b suficientemente grande. Para estes valores de a e b,

I< / cdF, + /boo cdF, = c(F,(a) + 1 — F,(b)) =3 ¢(F(a) + 1 — F(b)).

—00

Logo I 4+ 1] < 2¢ para n suficientemente grande. Sejam a e b pontos ja escolhidos,
considerando a integral II. J4 que g é uniformemente continua em [a,b], podem ser
escolhidos zg, x1,---xy talsquea =29g <21 < --- < xy =bem que 0s ; sejam pontos
de continuidade de F' e |g(x) — g(z;)| < € para todo r € |x;, i), =0,1,--- N — 1.
Entao, defina,

i 2 (g = HFulains = Fa@)} £ [ g)dFula) < (9(00) + M Faloin - Fule)

1>

Mni

>

m; = {F(ziy1 — F(x;)} < /.Ii+1 g(x)dF () < (g9(@:) + ){F(ipa — Fxi)} = M;

Tit1 Ti41
Portanto, m,,; — M; < / g(x)dF,(z )/ g(x)dF (z) < M,; —m;.

Para7=20,1,--- , N — 1. Somando, tem-se,

b N—
a a i=0

=

-1

I
o

i
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3 O TEOREMA CENTRAL DO LIMITE

Quando — oo, tem-se m,,; — m; e M,,; — M;, porque os x; sao pontos de continuidade
de F' e F, converge fracamente (em distribuigdo) para F. Logo,

N-1 N—

> (i = M) =3 " (my — M;) = —2¢(F(b) — F(a)) > —2¢

[y

Z_(an —my) =¥ Z_(.MZ —m;) = 2¢(F(b) — F(a)) < 2e.

i=1 1=0

[y

b b
Dai, para n suficientemente grande, —3¢ < / gdF, — / gdF" < 3e.

/ gdF, — / gdF

gdF. ([l

O teorema a seguir apenas completa a ideia do resultado acima, sua demonstracao
sera omitida aqui.

Logo,

< beV n suficientemente grande, V €. Isto é, / gdF, —

Teorema 4. (Teorema da Continuidade de Paul Lévy) Sejam Fy, Fs,--- fungoes
de distribuicao e @1, o, - -+, respectivamente, suas fungoes caracteristicas. Se @, con-
verge pontualmente para um limite ¢ e se @ é continua no ponto zero, entao F,, — F
fracamente e ¢ € a funcdo caracteristica de F'.

Se X, Lox , entao decorre dos dois ultimos resultados que

/ g(x)dFy. (2) — / o(x)dFx (x).

Para toda g continua e limitada. Logo E[g(X,,)] — E[¢g(X)]. Como as fungoes cos(tz) e
sin(tz) sdo continuas e limitadas para ¢ fixo, tem-se que,

Elcos(tX,)] =3 Elcos(tX)] e E[sin(tX,)] =3 BE[sin(tX)].
De modo que ¢y, (t) = ¢x(t), YVt € R. Em resumo, os dois dltimos teoremas implicam
que;

n—oo

Xni)X — Yx, — Px.

Ou seja, uma sequéncia de variaveis aleatorias converge em distribuicao se, e somente
se, a sequéncia de suas fungoes caracteristicas converge pontualmente para a funcao
caracteristica do limite. Esse resultado sera fundamental para a demonstracao que sera
feita para o TCL, a seguir.

3 O Teorema Central do Limite

Definicao 5. Uma variavel aleatoria X, é padronizada quando se obtém a varidvel
aleatoria Yy, a partir de X,,, tal que,

X, — E[X,]

Y, = .
Var [X,,]
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3 O TEOREMA CENTRAL DO LIMITE

O Problema Central que justifica o TCL consiste em encontrar as condi¢oes em que
uma soma de variaveis aleatorias independentes S,, padronizada converge em distribuicao
Sn — E[S]

ar [S,]
Teorema, sera estabelecida a sua condicao limitante. Primeiramente considere o conjunto
X;, 1 =1,2--- de variaveis aleatérias independentes, em que S,, = X1 +---+ X,,, n =
1,2,---. E a soma das n primeiras variaveis aleatérias do conjunto. Considere ainda
pn = E[X,], 02 = Var[X,] s, = +/Var [S,] e F,, = Fy, a fungao de distribui¢ao de X,,.

para uma normal padrao, ou seja, LN (0,1). Antes da formulagao do

Definicao 6. A Condicao de Lindeberg estard satisfeita se,

1
Ve >0, lim — Z/ (z — ) 2dFy(z) = 0. (1)
|x—pr|>€esn

n—,oo S
n k=1

O intervalo de integracao da soma acima significa que,
{z: |z — pin| > esn} = (=00, tn — €5n) U (fin, + €Sy, +00).

O que significa que a condi¢ao é equivalente a,

Ve >0, lim 1 i (/Hkssn(x — ) *dFy () + /OO (z — ,Uk)zdFk(ZE)> =0.

n p—1 —00 W +ESn

o0

Vale lembrar ainda que 02 = / (x — pp)*dF,. Por substituicio,

—00

‘ 1 n ) HEtESn )
i >t [T e mranm) <o

k—E€Sn
1
_ 1 S )
lim | = Y o, — = Z (x — p)*dFy(x) | =0,

k=1 n p—1 7 |z—pk|<esn

1 < ,
logo, Ve > 0, lim —Z/ (x — pp)*dFy(z) = 1. E uma outra forma de se

n—o00 32
n fe—1 |z—pr|<esn
escrever a condicao de Lindeberg. Um importante implicacao da condicao é que,
2
. 0L N
i (s %) = 2

Prova: Baseada em [3].

o 1 2 1 2

k= (z — )’ dFy(z) + = (x — ) dFy(z) <

Sh Sn |x—pg|<esn Sn |x—pg|>esn
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3 O TEOREMA CENTRAL DO LIMITE

n

1 1
<o EMn@e> [ @ewPdpe <
n J|z—pg|<esn noj—1 le—pK|>esn

2 2
Sn j=1 7 lz—pk|>esn Sn j=1 v |lz—pk>esn

< 512/_00 252dF(2) + = Z/ (& — 1)’ dFy(z) = 2+ — Z/ (x — ;)2 dFy(x).

Logo:

2 n
. O\ _ . 2 1 2 _
i (s %) = i ( =) /| e " Wﬁ”) )
n noj—1Vlz Wk|>Esn

. 1 &
:€2+J£&55§:A0 . (z — p;)*dF;(z) = (Pela Eq. 4) = &* Ve > 0.
noj=1 YITTHE|>ESn

Como vale para todo € > 0 tem-se que o limite vai para zero. []
Isso significa que para um grande numero de varidveis aleatorias, as variancias das
parcelas sdo uniformemente pequenas em relagao a variancia da soma [3].

Teorema 5. (Teorema Central do Limite de Lindeberg) Para uma soma S, de
S, — E[S,
S — E[S4] L5 N, 1)

n
quando n — o0 aconteca € mecessdrio e suficiente que a condi¢ao de Lindeberg esteja
satisfeita.

n varidveis aleatorias independentes, para que a convergéncia

A demonstracao do Teorema a seguir sera feita utilizando diversos conceitos estabe-
lecidos na se¢ao anterior, que aqui serao apenas citados.

Demonstragao: Baseia-se em [3]. Considerando os Teoremas 2.5 e 2.6, a convergéncia
— E[Sn]

. . o o~ n ’ A . ~ , .
em distribuicao de se baseard na convergéncia de sua fun¢ao caracteristica

n
para a respectiva funcao caracteristica da distribuicao normal padrao:

S, —E[S, 0o t?
% D, N(0,1) <~ O(Su—ESn)/sn g exp{—g}
S. —ElS, 1
Sz B L X BG4 )
1
= S—(X1+""+Xn—E[X1]—"'—E[Xn])

— ln[(Xl —E[Xy]) + - + (X, — E[X,])]

X BN X B

Sn Sn
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3 O TEOREMA CENTRAL DO LIMITE

X, —
Pela Propriedade 2.1, ©(s, —E[Sa])/sn = ZSD(X” —p)/sn (t HE {exp {zt ( k Mk) }} .

Fixando t € R. Pela Férmula de Taylor serao escritas duas Versoes da formula aplicada
a funcao g(r) = €.

1222

e =1+ itz + 01(:1:)7, 101(x)] <1,

2,2 t33

. T T
e =1 4 itx — - +92(93)T7 |92(37)| <1

Seja € > 0 e ainda |x| > € para a primeira férmula de Taylor e na segunda para |z| < .

Assim, e pode ser escrito da seguinte forma geral,
2,2
etﬂc:1+itm—7+7“6(x), (3)
em que,
t2a?
{1+ Hl(x)}T, se |z|>e;
re(z) = £33 (4)
Oy (z)—, se |z| <e.

6
Consequentemente, E [exp{ it (X’“ r ’“) H serd igual a,

Sn

oo (52 artn® [ (252 - (551 (552)

)

2 o - 2
= 1+itE (Xk “k) -2 (—Xk;“k> +§/ 146, (3: ”’“) (x “’“) dFy(x)
" |z — g |>e8m Sn Sn

t =\ (T’
6 Jio—pnl<esn Sn Sn

Como E[X};] = uy e Var[X};] = o7, tem-se,

X _ t2 2
B lexp dit (SE NV UN g 22 % 4 o
S, 252 ’
O resto e, i, satisfaz,

2 3 2
— t _
leni| < tz/ S dFk($)+—’ | / e =) dr(x)
|z—pk|>esn Sn 6 |z —pg|<esn Sn

0.2

t2 ) E‘t’?) [e'e) E
< 3 (@ — ) dFy(z) + —— | (z= Fy ().
Sn |z—pp|>e€sn 6Sn o

I~ elt3
Tem-se entao: ; lenk] < — Z/ (& — 1) 2dFy(x) + %

n k=1 Y [T—p|>esn
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3 O TEOREMA CENTRAL DO LIMITE

Pela condigao de Linderberg, o primeiro termo do lado direito da desigualdade tende

n 3

a zero quando n — oo. Logo, para n suficientemente grande: Z lenk| < eft”
k=1

. Para

tomar uma sequencia de €’s que converge para zero, tome € = —, existe n, tal que
p
t°
para n > n,, g lens] < % — 0, em que os resto e, sao determinados pela féormula

k=1
baseada em € = %. Portanto,

Z lenr] quando n — oo. (5)
k=1

20.2
Substituindo: (s,—gs,)/s, () = [Ti_; ( — 272’“ + €n,k> .

Lema 1. Sejam c, j, nimeros complexos tais que

(1) maxy<k<n |cnr| = 0 quando n — oo;
n

(i1) Zcmk — ¢ quando n — oo;
k=1

n
(111) ch,k — ¢ quando n — 0.
k=1

n
Entao H(l +cp) — €¢ quando n — oo.
k=1
Prova:* Por (i) deve existir ng tal que n > ng = |¢, x| < 1/2 Vk, de modo que 1 +
cn 7 0. Tomando valores de n suficientemente grandes, pode-se determinar In(1+ ¢, )
entre (—m, 7| por:
111(1 + Cn,k) = Cn,k + A1|Cn,k‘27
em que 4; é um numero complexo que depende de varias variaveis, mas absolutamente
limitado por uma constante. Dando continuidade,

- n Cn 1"
<[5 b el S ("

IIn(1 +cnk)—cnk|—'z(_1m

Nesse caso, foi considerado A; < 1.

Z hl(l =+ ka) = Z Cnk + A2 Z |Cn,k|27
k=1 k=1 k=1

3Essa demonstragao se deve a Chung, 2001. [1]
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3 O TEOREMA CENTRAL DO LIMITE

em que Ay < 1 tem as mesmas caracteristicas de A;, mas sem necessariamente serem
iguais. Pelas proposigoes (i) e (i),

n

Z |cm;€|2 < max |c,l Z lenk] <M max |an| — 0.
k=1 1sksn k=1

Em que M é uma constante de independe de n. Consequentemente, por (iii):

Zln(l +Cpp) > ¢ = H(l + Cnp) — €5

Quando n — oo. O
t202 .~ ~ . .
No caso, fazendo ¢, = —53 + €y, as condigoes do Lema sao satisfeitas, uma vez
n
que,

- N nooo £
Z Cngl < 5 + Z lenkl — o5
k=1 k=1

que ¢ limitado ja que t foi fixado, e ainda,

t22

t2
< — < — — -0
e fen k] < max |50 + max [len] 7 max | +Z\em por (2) e (5) =0

Portanto,

n n n
. . op . t?
lim E Cnp = —— lim E — + lim E pk = ——
n—00 ’ 2 n—oo 52 n—o00 ’ 2
k=1 k=1 "1 k=1

“ tQU]% (Pelo Lema 3.1)  _;2
Pisa—pisay/s () =] [ < 52t en,k) SRR e t)2
k=1 n

O

Com isso estd demonstrado o caso mais generalizado do teorema, para variaveis

aleatérias independentes unidimensionais. A partir do Teorema de Lindeberg seguem
alguns importantes resultados envolvendo o TCL, para situagoes mais especificas.

Corolario 1. Se X, Xy, -+ sao varidveis aleatorias independentes e identicamente
distribuidas (iid), com E[X,] = u e Var [X,] = 0%, em que 0 < 0% < 0o entao,

Sp —np D,
ovn

Prova: Verificando a condigao de Lindeberg (1), a saber s2 = no?, para Ve > 0,

— N(0,1) quando n — oo.

1 &
i > [ eppnRe) = dw [ @R
n—o0 N2 Zl |z—p|<eoy/n n—o0 0 lz—p|<eov/n

1 [ o?
— F/Oo(x — p)?dFy(z) = Pl 1,
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3 O TEOREMA CENTRAL DO LIMITE

j& que em se tratando de varidveis aleatérias iid, Fy(z) = Fi(z) V1<k<n [O.
Decorre do TCL ainda uma importante relacao da média amostral, mas antes de
enuncia-la, cabe mais uma defini¢ao:

Definicao 7. Uma Amostra Aleatoria de uma varidvel aleatoria X € um conjunto
de n variaveis aleatorias Xq,--- , X, que tem a mesma distribuicao de probabilidade de

X.

Tomando-se, a partir de uma variavel aleatéria X de distribuicao qualquer, com média
p e variancia 0%, uma amostra aleatéria X, Xo, - - X,, em que E[X};] = p e Var[X}] =

B
02.V1 < k < n e definindo X, = — = 1 :
n n

X, — 1t _Yn—u_nyn—n,u_Sn—nu D
A (Rt) = T = - R B v

Pelo Corolario 3.2: o
Xn— 1

vn ( ) L2 N(0,1). (6)

2
— o
Ou equivalentemente X, LN (,u, —) Observe que da maneira como foi definido

Jn

X, representa a média amostral da amostra aleatéria de tamanho n.

Exemplo 1. Utilizando o programa estatistico R, ilustrar a convergéncia em distribui¢ao
da média amostral para a normal, em uma populacao descrita por uma distribuicao

U(0,1).

1 1
Lembrando que para X ~ U(0,1), tém-se p = 3¢ o? = 12’ de modo que deve ser
1 1

2 m) . Para tanto serao tomadas N = 500 amostras

aleatérias de tamanho n, serao calculadas as médias amostrais de cada uma delas e o
histograma das frequéncias sera gerado. Tomando n = 1,5, 10, 20 sao gerados os gréaficos
observados na Figura 1.

Observe que a medida que n cresce, a distribuicao da média amostral de fato se
aproxima muito da curva normal com os respectivos parametros, o que fornece, portanto,
uma nocao intuitiva da convergéncia proposta. E interessante ressaltar que o resultado
(6) é observado independentemente da distribuicao que descreve a populagao da qual as
amostras foram retiradas.

Um dultimo importante resultado é que a convergéncia em distribuicao da média
amostral também implica na convergéncia em probabilidade obedecendo a seguinte im-
plicagao:

ilustrado que: X, Ly N (

2
NG
O que significa que O Teorema Central do Limite, no caso de varidveis aleatorias inde-
pendentes e identicamente distribuidas, implica a Lei Fraca dos Grandes Numeros. A

ynAN@,"):,ynLu.
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3 O TEOREMA CENTRAL DO LIMITE

n=1 n=5

a0
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Figura 1: Convergéncia da Média Amostral de uma distribui¢ao U(0, 1)

reciproca também é verdadeira, basta observar a Lei Forte de Kolmogorov (Teorema
2.2), ja enunciada neste trabalho.

Exemplo 2. Seja X,, a média amostral para uma distribuicio X ~ U(0,1). Verificar
computacionalmente as convergéncias:

(o}

) Vi (222) 2 vio.

(b) X, = p.

Desta vez serd utilizado o pacote “Convergence Concepts”[4, 5] do programa R, que
¢ uma ferramenta util na visualizagao da convergéncia nos mais variados modos. No
1
—, 0= —.
. ~ . 2 . . 12 .
(a) Para verificar a convergéncia, primeiro considera-se:

X,—1/2\ S, —(1/2)n
\/ﬁ( V1/12 >_ VA/12)n @)

Em seguida, serd solicitada a andlise da convergéncia para a distribuigao N(0, 1).
Por meio da Figura 2 tem-se a andlise tridimensional da convergéncia. F,(t) é a fungao

exemplo dado, X ~ U(0,1) = u =

de distribuicao de X, no caso representado por (7) . Na Figura, F\n(t) foi definida como
fungao de distribuigdo “empirica”de X,, (baseada em M = 500 realizacoes de X,,) e
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4 CONCLUSAO

fn(t) = |13n(t) — F(t)], em que F(t) é a funcdo de distribuigao de N(0, 1), no caso do
exemplo.

__No gréfico tridimensional, é possivel observar que a medida que n — Ny, = 2000,
I,,(t) decresce de valor. De fato tem-se que I,,(t) ird para zero quando n — oo. Estes
graficos sugerem, portanto, uma convergéncia em distribuicao.

Convergence in law?

Figura 2: Andlise tridimensional da convergéncia

(b) Para se verificar a convergéncia em probabilidade, nesse caso, considerar:

_ X, S,
an&z—- (8)

n n

: g - L Sy 1
Em seguida, sera solicitada a analise da convergéncia de — — 5 Para zero, uma vez
n

Sh 1 S, 1 . . .
que: — AN 5 2s0. Ampliando o Painel esquerdo da Figura 3, de n =1

até n = 500, para n?elhor ver os caminhos da amostra, observa-se que todos terminam
dentro da faixa horizontal [—¢, €], em torno de zero. Para este exemplo foi convencionado
e =0,05.

Do lado direito também é possivel observar que a medida que n cresce, a variavel
aleatéria definida por (8) converge para zero. Com isso se conclui a verificacdo da
convergéncia em probabilidade para o exemplo dado.

4 Conclusao

Tendo sido realizada uma minuciosa revisao literdria e construgao de raciocinio, foi
possivel chegar a demonstragao formal do Teorema Central do Limite que tem vasta
aplicabilidade em diversas areas do conhecimento, em se tratando de um resultado forte
e considerado por muitos o mais importante em Teoria de Probabilidade e de Estatistica
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Convergencia em Probabilidade Converge em Probabilidade?
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Figura 3: Andlise da Convergéncia em Probabilidade

Inferencial. A demonstracao foi acompanhada de exemplos dos mais variados graus
de complexidade, desde o estabelecimento dos conceitos preliminares. A visualizacao
computacional, valendo-se da programa estatistico R representou a culminancia de todo
o estudo matemadtico e estatistico que havia sido feito antes e confirmou portanto, os
resultados presentes na literatura e delineados aqui.
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2 TIPOS DE SEQUENCIAS

Teoria e Aplicacoes de Sequéncias
Numeéricas

Guilherme Augusto Alves Alvin !; Kélem Gomes Lourenco 2

Resumo. O presente trabalho foi desenvolvido no programa de iniciagao cientifica
PICME e apresenta alguns resultados importantes sobre a teoria de sequéncias
numéricas seguidos de aplicagoes, que podem ser encontrados em [1], [2], [3], [4] e
[5]. Este estudo tem por objetivo analisar e expor os resultados pesquisados, bem
como as devidas observagoes feitas ao se aplicar a teoria de sequéncias em proble-
mas classicos da matemdtica. Os principais conceitos serao expostos nas secoes
deste artigo, traduzidos nos problemas dos coelhos, do moleiro e a sequéncia de Fi-
bonacci. Nao obstante, o trabalho busca relativizar a importancia da matematica,
em especifico da andlise real, no estudo de situagoes comuns, com caracteristicas
reais, tais como as descritas nos problemas.

Palavras-chave: Aplicacoes, Numero de Euler, Fibonacci.

1 Introducao

Em anélise matematica, uma sequéncia de niimeros reais é uma funcao real cujo dominio
¢ o conjunto dos numeros naturais, r : N — R.

O estudo destas sequéncias traz resultados importantes na analise matematica de
funcoes reais. Ao decorrer deste artigo iremos nos referir a estas sequéncias somente
usando o termo sequéncia e representaremos por z,, o termo geral da sequéncia {z,}.

Alguns conceitos e defini¢oes da teoria de sequéncias serao expostos nas segoes seguin-
tes. Por fim, exibiremos algumas aplicagoes.

2 Tipos de sequéncias

Definicao 1. Se x, < x,1 para todo n € N, a sequéncia diz-se crescente. Se wvale
Tn < Tpyq para todon € N diz-se nao-decrescente. Analogamente temos os casos em que
a sequéncia € decrescente e nao-crescente. As sequéncias crescentes, nao-decrescentes,
decrescentes e nao-crescentes sao chamadas de sequéncias monotonas.

Definicao 2. Uma sequéncia {z,} € dita limitada quando o conjunto dos seus termos
¢ limitado, isto €, quando existem numeros reais a,b tais que a < xz, < b para todo
n € N.

LIFG, guilherme_alvin1998@hotmail.com
2 Instituto de Matemdtica e Estatistica (UFG), kelem.gomes@ufg.br
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4 O LIMITE DE UMA SEQUENCIA

Se a sequéncia nao é limitada dizemos que ela ¢ ilimitada. Uma sequéncia {z,}
é dita limitada superiormente se existe b € R de forma que z,, < b para todo n € N.
Analogamente é possivel definir uma sequéncia limita inferiormente quando existe a € R
tal que a < z,, para todo n € N.

3 Subsequéncias

Dada uma sequéncia x = (x,)n,en de nimeros reais, chamaremos de subsequéncia de x
uma restricao da fungdo x a um subconjunto infinito N’ = {n; < ny < ... <n; < ...}
de N, ou seja, uma subsequéncia pode ser definida pela funcao = : N’ — R. Escreve-se
2" = () nen OU (T, )ien-

Toda subsequéncia de uma sequéncia limitada é limitada (respectivamente limitada
superiormente e inferiormente).

4 O limite de uma sequéncia

Segundo [2], Um niimero real a é dito limite da sequéncia (x,,) de nimeros reais quando
para cada nimero real ¢ > 0, dado arbitrariamente, for possivel obter um natural ng € N
tal que |z, — a| < e, sempre que n > nyg.

Uma sequéncia que possui limite chama-se convergente. Do contrério, ela se chamara
divergente.

Teorema 1 (Unicidade do limite). Se lim,, .oz, = a e lim x, = b, entdo s pode ser
n—oo
a=>.

Demonstracao. Seja limx,, = a. Dado qualquer nimero b # a, devemos mostrar que
b—al

nao se pode ter lim x,, = b. Tomando ¢ = , temos que os intervalos (a —e,a+¢) e

(b—¢e,b+ ¢) sao disjuntos, ou seja, se existisse x € (a —e,a+¢) N (b—e,b+¢) teriamos
la—x| <ecel|lr—bl <eceassim, [a—b=|la—x+2—b] < |a—x|+|r—b <2 =]|a—b,
um absurdo. Logo, como lim z,, = a nao pode se ter limz,, = b sendo a # b. O

Teorema 2. Se lim x,, = a entdo toda subsequéncia de {x,} converge para o limite a.
n—oo

Demonstracao. Seja {xn,, Ty, ..., Tn,, ...} uma subsequéncia de {z,}. Dado € > 0, existe

ng € N tal que n > ng = |z, — a] < e. Como os indices da subsequéncia formam um

subconjunto infinito, existe n; > ng. Entao n; > n;, = n; > nyg = |z, — a| < e. Logo,

lim z,, = a. []
n—oo

Existem duas aplicacoes especialmente 1teis dos teoremas 1 e 2.
- Mostrar que uma certa sequéncia {x,} nao converge: basta obter duas subsequéncias
de {z,,} com limites distintos.
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5 O NUMERO DE EULER E O PROBLEMA DO MOLEIRO

- Determinar o limite de uma sequéncia {z, } que, a priori, se sabe que converge: basta
determinar o limite de alguma subsequéncia, ele sera o limite procurado.

EXEMPLOS extraidos de [3],

1
1. lim — = 0. Com efeito, dado ¢ > 0 arbitrario, podemos obter ny € N tal que
n—oo M

n0>1. Entéon>n0:>l<i<e,ouseja,n>n0:>’l—Ol < e€.
€ n - ng n
2. A sequéncia cujo termo geral é (—1)" nao possui limite, logo, é dita divergente.
Analisando a sequéncia, podemos encontrar duas subsequéncias: (—1)?*"~1 de expoentes
fmpares e (—1)?" de expoentes pares. Se tratando de subsequéncias constantes, notamos
que elas possuem como limites —1 e 1, respectivamente. Pelo teorema 2, temos que
uma sequéncia que possui duas subsequéncias que convergem para limites distintos nao
converge.

3. A sequéncia de termo geral x,, = 2n+1 nao converge pois a medida que n tende a +oo,

(2n + 1) também o faz. Diremos entdao que esta sequéncia é divergente e ainda que z,

tende para mais infinito, ou seja, lim x,, = +o00. Isso ocorre quando, para todo niimero
n—oo

real A > 0 dado arbitrariamente , pudermos encontrar ng € N tal que n > ng = z,, > A.
Deve-se observar com toda énfase que +00 e —oo nao sao nimeros reais. As sequéncias
{z,} para as quais lim x, = 400 ou lim z,, = —00 nao sao convergentes.
n—oo n—oo

4. Um exemplo importante do calculo é encontrado associado a definicao do niimero

n
de Euler e, cujo termo geral é (1 + —) . Quando n — oo a sequéncia tende a e.
n

5. A Sequéncia de Fibonacci é uma sucessao de nimeros, sendo a; =1 eas =10
primeiro e o segundo termo da sequéncia, respectivamente, e a partir do terceiro termo
podemos obter cada numero da sequéncia somando os dois anteriores. Desta forma,
denotando por a,, os termos da sequéncia

ag=laa=1lLas=a1+a=1+1=2a,11 =a,1+a,

teremos a sequéncia {1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, ...}.

5 O numero de Euler e o problema do moleiro

O seguinte problema apresenta nao sé uma curiosidade, mas também uma estratégia
interessante de se introduzir o nimero de Euler [5]. Vejamos:

Um moleiro pretende transportar 100 sacas de trigo de 100 kg cada, do armazém de
sua casa até o moinho que fica a 100 km de distancia. Para tanto faz o uso de um burro
que nao suporta mais de 100 kg. Além disso, o burro quando carregado precisa ingerir 1
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6 A SEQUENCIA DE FIBONACCI E O PROBLEMA DOS COELHOS

kg de trigo por quilometro percorrido. Quanto trigo conseque o moleiro fazer chegar até
o moinho? O peso das sacas é desprezivel.

A primeira vista o problema parece nao ter solugao, pois o burro consumiria todo o
trigo a cada viagem.

No entanto o moleiro pode usar uma estratégia para aproveitar o maximo do seu
burro. Ele pode dividir o caminho pela metade, fazendo uma viagem por vez até que
se chegue com 100 sacas de 50 kg ao meio do caminho. A partir dai pode rearranjar as
sacas, fazendo com que duas se tornem uma s6, tendo entao 50 sacas de 100 kg. Fazendo

a outra metade do caminho, o moleiro conseguird chegar ao moinho com 50 sacas de 50
1 1 _ 1 o e
kg (5 - 5 = ; da carga inicial).
De modo andlogo, se o moleiro dividisse o caminho em quatro partes iguais, ao final

da primeira parada ele teria 100 sacas de 75 kg (75 sacas de 100 kg, ou seja, % da carga
inicial), no meio do caminho teria 75 sacas de 75 kg (56,25 sacas de 100 kg, ou seja, (2)?

da carga inicial), na terceira parada teria 56,25 sacas de 75 kg (cerca de 42,19 sacas de

100 kg, ou seja, (%)3 da carga inicial) e finalmente o moleiro chegaria ao moinho com
42,19 sacas de 75 kg (cerca de 31,64 sacas de 100 kg, ou seja, (2)* da carga inicial).
Generalizando a situacao para n intervalos igualmente espacados, temos que o moleiro

chegard ao moinho com | —— | da quantidade inicial, o que nos sugere o emprego do
n

n—00 n n—00 n

. n+1\" . n—1\" 1 )
nimero e: lim ( > =ee lim ( ) = — . Portanto, quando o niimero de
e

paradas se torna muito grande a expressao se aproxima de — == 00,3678 e a quantidade

e
maxima de trigo que poderéd chegar ao moinho ¢ aproximadamente 3676 kg.

6 A sequéncia de Fibonacci e o problema dos coelhos

O seguinte problema é o mais famoso dentre os tratados por Fibonacci e estd relacionado
com o que talvez seja uma das mais importantes descobertas da matematica [4] e [5].

Um homem pos um par de coelhos num lugar cercado por todos os lados por um
muro. Quantos pares de coelhos podem ser gerados a partir desse par em um ano se,
supostamente, todo més cada par dd a luz um novo par, que € fértil a partir do sequndo
mes?

No primeiro més temos um par de coelhos (ainda filhotes). Apds o primeiro més
terfamos um par de coelhos adultos, no segundo més teremos o par inicial e um par de
filhotes. No terceiro més o par adulto gera outro par de filhotes enquanto o outro par se
torna fértil e entao termos 3 pares de filhotes. Ao quarto meés os dois pares de coelhos
adultos geram outros dois pares enquanto o terceiro se torna fértil. Podemos notar que
o numero de pares de coelhos no quarto meés é a soma do nimero de par de coelhos do
meés atual com o niimero de pares de coelhos do meés anterior.
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7 O NUMERO DE OURO

Numero de  Numero de
pares adultos pares filhotes  Total de

Meses Pares pares
1° Més 1 0 1
2° Més 0 1 1
3° Més 1 1 2
4° Més 1 2 3
5° Més 2 3 5
6° Més 3 5 8

Figura 4: Reprodugao de coelhos (autoria prépria)

Apo6s algumas contas chegaremos a conclusao que no decorrer de um ano, existirao no
cercado a1 = 144 pares de coelhos.

7 O numero de ouro

Cercado de muitas lendas e controvérsias, o nimero de ouro é o niimero irracional mais
misterioso e enigmatico. Simbolo da proporcionalidade, ele aparece na natureza, nas
grandes construgoes realizadas pelos homens, na mtsica e na arte. E representado pela
letra ®, em homenagem a Fidias (Phideas), famoso escultor grego, por ter usado a
propor¢ao de ouro em muitos dos seus trabalhos [4] e [5]. A divisdo de um segmento
feita segundo essa propor¢ao denomina-se divisao aurea.

a b

a+b

Figura 5: Retangulo Aureo (autoria prépria)
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8 A RELACAO DE FIBONACCI COM O NUMERO DE OURO

Seja um retangulo de lados a + b e a, dividido de maneira que forma um quadrado
de lado a e um retangulo de lados a e b. Queiramos descobrir a proporgao entre a e b.
Sendo os dois retangulos semelhantes, temos:

at+b a
a b
a’=ab+b?

a’> —ab— b =0.

Dividindo todos os termos por b?

Escrevendo ® = %
P?—Pd—-1=0

1+\/Be 1-+5
9 9

Que possui raizes , como estamos lidando com propor¢ao o segundo

1++5
2

= 1,61803....

resultado nao é conveniente, portanto, ¢ =

8 A relacao de Fibonacci com o nimero de ouro

Partindo da sequéncia de Fibonacci
{1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, ...}
e tomando a definicao desta sequéncia para todo n natural, como
ap=1laa=1las=a14+ay=14+1=2a,11 =a,_1+ a,.

podemos notar facilmente que essa sequéncia nao possui limite. No entanto existe um
fato bastante interessante relacionado a ela: Tomando as razoes de cada termo pelo seu
antecessor, obtemos outra sequéncia numérica cujo termo geral é dado por:

Ap+1
G,

T'n

que é uma sequéncia limitada. Se considerarmos a sequéncia de Fibonacci como um
conjunto da forma (1,1,2,3,5,8,13,...) e a divisdo de cada nimero pelo seu antecessor,
obteremos a seguinte sequéncia:
12 3 5 8 13 21
——-=2,=-=1,5=-=1,66...; - =1,6;— =1,625; — = 1,615; ... ;.
{17 1 7 2 Y Y 3 ) ) 5 Y Y 8 ) ) 13 ) ) }

Notemos que as razoes se aproximam do Numero de Ouro (Numero Aureo) tanto
quanto n tende ao infinito. O limite desta sequéncia é exatamente ®, o niimero de ouro.
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9 Conclusao

Neste trabalho foram apresentadas algumas aplicacoes associadas com sequéncias numeéricas,
as quais permitiram concluir que a matemaética encontra-se presente em diversos contex-
tos e que sua relevancia tedrica é de grande importancia no estudo de fendmenos com
caracteristicas reais, tais como os descritos nas secoes anteriores.
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1 INTRODUCAO

Retratos de fase de sistemas de
equacoes diferenciais
Alisson Marques Caliman !; Bruno Rodrigues de Freitas 2

Instituto de Matematica e Estatistica
Universidade Federal de Goias - IME
Programa de Iniciacao Cientifica e Mestrado

Resumo. Muitas leis e principios de ciéncias naturais como fisica, quimica e bi-
ologia se relacionam segundo a taxa de variacao de algum parametro em relagao
ao tempo ou a outro fator. Matematicamente, essas relacoes sao equacgoes € a
taxa de variagao é uma derivada. Equacoes que envolvem derivadas sao chamadas
equacoes diferenciais. Justificamos entao o seu estudo devido a sua grande im-
portancia em diversas ciéncias. Porém, como a maioria das equagoes diferenciais
nao podem ser resolvidas analiticamente, é necessario buscar outros meios para
entender o seu comportamento, sem de fato resolvé-las. Métodos numéricos sao
otimas alternativas, principalmente pelo potencial computacional, que os tornam
altamente eficazes e velozes. Outro meio de estuda-las é buscando uma anélise
geométrica ou qualitativa, que foi o objetivo principal do nosso trabalho. Essa
analise foi baseada no retrato de fase de sistemas lineares auténomos da forma
%X = Ax, onde A é uma matriz 2 x 2. Como resultado, observamos que o retrato
de fase estd relacionado as formas de Jordan da matriz A. Vimos também a esta-
bilidade de alguns sistemas e, por fim, concluimos com um teorema que resume os
possiveis retratos de fase de acordo com o determinante e o traco da matriz A.

1 Introducao

Retrato de fase é o conjunto de curvas das solucoes de um sistema de equacoes diferen-
ciais. Através de equagoes diferenciais muitos fenomenos naturais nao compreendidos,
podem ser modelados matematicamente e, com isso, serem explicados. Existem muitas
classes de equagoes diferenciais ordindrias (EDOs), porém, nem todas possuem métodos
analiticos de resolucao conhecidos. Quando se trata de sistemas de equacoes diferenciais
ocorre 0 mesmo problema. Obter o retrato de fase de um sistema de EDOs é, mui-
tas vezes, além de suficiente e satisfatorio, mais conveniente, pois é possivel fazer uma
analise geométrica e, portanto, mais qualitativa, do comportamento das solucoes desse
sistema, sem resolvé-lo analiticamente. Como metodologia foram usados livros classicos
de dlgebra linear e equacoes diferenciais e, entao, foi feita uma andlise geométrica base-
ada no retrato de fase. Todos os resultados foram obtidos com base nestes livros.

L Escola de Engenharia Civil - UFG, alissoncaliman@gmail.com
2 Instituto de Matemdtica e Estatistica (UFG), brfmat@gmail.com
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2 Sistemas lineares autonomos

Para sistemas de duas equacoes diferenciais da forma x = Ax, onde A é uma matriz
2 x 2, x = (x1,19) € X = dx/dt, o retrato de fase pode ser obtido através do estudo da
matriz A. Para isso, considere uma matriz B de ordem n x n. Procuramos vetores v#£ 0
e escalares )\, tais que Bv = Av, que é equivalente a (B — I\)v = 0, onde [ é a matriz
identidade. Caso o det(B — I\) # 0, teremos solugao tnica, sendo o vetor nulo v = 0.
Entao temos que a matriz deve ser nao invertivel, ou seja, o det(B — I\) = 0. Isso é
apresentado em [3].

Definicao 1. A equagao det(B — I\) = 0 € denominada equagdo caracteristica
da matriz B. Suas raizes A, Aa...\, sao chamadas de autovalores de B. Para cada
autovalor, existe um unico autovetor nao nulo associado.

Os autovalores indicam o sentido das solucoes no retrato de fase e, os autovetores, a
direcao de retas invariantes das solugoes.

Definigao 2. (Matrizes semelhantes): Sejam A e B duas matrizes quadradas. Dizemos
que A € semelhante a B (A ~ B), se existe uma matriz invertivel P, tal que B = P71 AP.

Essa definigao é apresentada em [1].

Teorema 1. Forma canénica de Jordan’ 2 x 2: De acordo com as duas raizes \; e
A2 da equacao caracteristica de uma matriz A de ordem 2 X 2, acontece um dos sequintes
casos:

)\1 0 /\1 0 )\1 1
O A L N B e o}

A~ {Z _ab](H[)

onde A1 e Ay no caso I e II sao reais e no caso III, \y = a + bi e \y = a — bi onde
a,b €R comb+#0 ei* =—1. No caso II, para a primeira matriz, dim(N(A—\)) = 2.
Ja para a sequnda, dim(N(A — X)) = 1.

Vamos entao analisar o retrato de fase de cada caso. Todas as figuras a seguir foram
geradas utilizando o software matemético ”ODEinR2”, que pode ser encontrado em [4].
O estudo destes casos foi baseado em [5].

1. Caso I

e Para A\ < 0 < Ay, tem-se como retrato de fase o representado na Figura 6.
Para Ay < 0 < A\; o retrato de fase é equivalente ao da Figura 6, invertendo
os sentidos das setas. Para ambos os casos o ponto de equilibrio é um ponto
de sela.

3Esse teorema é demonstrado em: Coddington, E.A., e Levinson, N., Theory of Ordinary Differential
Fquations, 9 Reprint.

Publicagao: 02/2021 31



2 SISTEMAS LINEARES AUTONOMOS
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Figura 6: Sela

e Para \; < Ay < 0, tem-se como retrato de fase a Figura 7. Neste caso, o
ponto de equilibrio é um né estavel. Para 0 < Ay < Ay, apenas se invertem
o sentido das setas e o ponto de equilibrio é denominado né instavel. A
forma que as curvas se apresentam nos dois casos é devido a |[A;| > |Aq.
Logo, para || > |A1], basta por o eixo vertical na horizontal.

X1

X2

Figura 7: N6 estavel

e Para \; < 0 = )y, tem-se como retrato de fase a Figura 8. Este é um
caso degenerado onde o autovalor correspondente ao eixo vertical é nulo e o
autovalor correspondente ao eixo horizontal é negativo. Para \; > 0, apenas
se invertem o sentido das setas, que passam a se afastar do eixo vertical.
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X1

X2

Figura 8: Caso degenerado: A\ < 0= )\

e Para Ay < 0 = )\, tem-se como retrato de fase a Figura 9. Este é um
caso degenerado onde o autovalor correspondente ao eixo horizonal é nulo e
o autovalor correspondente ao eixo vertical é negativo. Para A\ > 0, apenas
se invertem o sentido das setas, que passam a se afastar do eixo horizontal.

X2

Figura 9: Caso degenerado: Ay < 0 = )\

2. Caso 11
e Para a matriz com dim(N(A — \I)) = 2:
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Quando Ay < 0 o retrato de fase é o representado na Figura 10 e seu ponto
de equilibrio é um né proéprio estavel. Para A; > 0, os sentidos das setas
sao invertidos e o ponto de equilibrio é denominado né proéprio instavel.

Figura 10: N6 proprio estavel

Observacao 1. Neste caso, se \; = 0, todo ponto é solucao de equilibrio.

e Para a segunda matriz, com dim(N(A — \I)) = 1:

A 1
A~
{ 0 A }
Quando \; < 0, o retrato de fase é o representado na Figura 11, e o ponto
de equilibro é um né improéprio estavel. Para A\; > 0, apenas se invertem

o sentido das setas e o ponto de equilibrio é denominado né impréprio
instavel.

Observagao 2. Neste caso, se A\; = 0, o retrato de fase sao retas horizontais.
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X1

b
s

Figura 11: N6 improprio estavel

3. Caso III: Para o caso III, ha 6 possibilidades: a > 0, a < 0oua =0 parab >0 e,
as mesmas possibilidades de a para b < 0, onde a equivale a parte real do autovalor,
que define se as solugoes sao atraidas ou repulsadas (no caso, quando a # 0) e b
representa a parte imagindria do autovalor, definindo o sentido de rotacao das
solucoes, de acordo com a Forma de Jordan .

e Para a < 0 os retratos de fase estao representados na Figura 12 e 13 e os
pontos de equilibro sao focos estaveis. Para a > 0, apenas se invertem o
sentido das setas e os pontos de equilibrio sao denominados focos instaveis.

X1

L

X2

-

Figura 12: Foco estavel: b > 0
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X2

(

Figura 13: Foco estavel: b < 0

e Para a = 0 o retrato de fase estd representado na Figura 14. Neste caso, o
ponto de equilibrio é um centro, onde b < 0 indica rotacao no sentido horario
e b > 0 indica rotacao no sentido anti-horario.

X2

f
N

Figura 14: Centros na origem: b < 0
Podemos resumir os resultados obtidos buscando o retrato de fase do sistema a seguir,
que tem a forma x = Bx.
T _ | an a2 Ty
To Q21 a22 T2

Para esbogar o retrato de fase, precisamos encontrar os autovalores de B, fazendo det(B—
I\) = 0. Entao,
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ap — A Q12
a21 age — A

det =0

calculando o determinante,

(an - )\) : (a22 - )\) —ag a2 =0

logo, fazendo as multiplicacoes, temos:

2 — (@11 + ag2) X + (ar1 - ags — aja - as) =0

Seja T = trago(B) e 6 = det(B), temos que T = aj; + agz € § = aj1ae — aj2az;. Podemos
entao, escrever uma equacao generalizada para a matriz B, da seguinte forma:

M—T-A+6=0
Teorema 2. Considere o sistema (1), da forma & = Az :
[33:1}:[@11 a12:||:x1:| (1)

X9 Qg1 22 T2
Seja T=trago(A) e d=determinante(A). O sistema linear possui:
1. Uma sela, se § < 0.
2. Um nd, se d >0 e 72 — 46 > 0: a)estdvel, se T < 0; b)instdvel, se T > 0.
3. Um foco, se § > 0,72 — 45 <0 e 7 # 0: a)estdvel, se T < 0; b)instdvel, se T > 0.
4. Um centro, se § >0 e =0.

Demonstracao. Os autovalores da matriz A sao dados pelas raizes da equagao carac-
teristica generalizada:

T+ VD

A= 2

Somando, A; + Ag, temos:

A+ Mg =

T

T+\/m+7'—\/m_
2 2 a

e multiplicando, A; - A9, temos que:

T4+ VT2 =46 T—\/m_rz—7'2+4(5_
2 2 N 4 N

)\1')\2: (5

ou seja, T e 0 sao, respectivamente, a soma e a multiplicacao das raizes da equacao
caracteristica da matriz A. Entao, temos que:
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Se & < 0, entao tém-se dois autovalores reais de sinais opostos, uma vez que ¢ é o
produto das raizes. Neste caso, o sistema possui uma sela.

. Sed>0e71?—45 >0, entdo, V72 — 40 < |7|. Logo, tém-se dois autovalores reais

de mesmo sinal de 7. O ponto de equilibrio serd um né estavel, se 7 < 0 (pois
os autovalores serao negativos, atraindo as solugoes para a origem) e, instével, se
7 > 0 (pois os autovalores serao positivos, repulsando as solugoes da origem).

Sed >0, 72 —46 < 0e 7 # 0, entdo, as raizes tém a parte real 7/2 e a parte
imagindria ++/72 — 40/2. Logo, tém-se dois autovalores complexos conjugados. O
ponto de equilibrio serd um foco estavel, se 7 < 0 (pois a parte real do autovalor
serd negativa, atraindo as solugbes para a origem) e, instavel, se 7 > 0 (pois a
parte real do autovalor serd positiva, repulsando as solugoes da origem).

Se 0 > 0 e T =0, entao, as raizes s6 possuem partes imaginarias. Logo, tém-se
dois autovalores complexos puros conjugados.

]

Os retratos de fase possiveis foram esbocados ao longo do texto. Este teorema e sua
demonstragao foram baseados em [5].
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2 DEFINICOES E EXEMPLOS

Transformada de Fourier

Gabriela Ferreira Goncalves !; Alysson Tobias Ribeiro da Cunha 2

1 Introducao

A transformada de Fourier é um operador integral que fornece um conjunto de métodos
matematicos tuteis para a resolugao de problemas, especialmente aqueles que envolvem
equagoes diferenciais. A transformada de Fourier tém muitas aplicagoes em disciplinas
cientificas, tais como, teoria dos niimeros, andlise combinatoria, teoria das probabilida-
des, estatistica, criptografia entre outras areas.

Ao longo do texto apresentamos diversos resultados sobre a transformada de Fourier.
Quanto as demonstracoes destes resultados, omitimos a maioria, uma vez que os mesmos
se encontram em livros classicos sobre o tema.

Finalizamos o nosso trabalho com uma aplicacao na equagao do calor.

2 Definicoes e exemplos

Defini¢ao 1. Se f : R — C € uma func¢ao integrdvel (no sentido de Riemann) em cada
intervalo [a,b] e

0 b
| aide = tim [ i@z =17 < .

—0o0 b—+oo
diremos que f € L*.

Se f é uma funcao L' é ficil ver que, qualquer que seja & € R, a integral imprépria

a——o00
b——+oo a

oo b
/ f(z)e " dr = lim f(z)e " dux,

existe.
Podemos entao definir a transformada de Fourier de f como sendo a fungao f : R — C
dada por

(&) = F(H)(©) = %27 / " fw)e€dr, € € R,

Exemplo 1. Seja
1, se x€[-1,1]

f(a:):{ 0, se z¢[-1,1]

1Bolsista de Iniciagdao Cientifica PICME/CNPq e académico de Licenciatura em Matemética do IME-
UFG, Goiania, GO, Brasil, gabi_fereira98@hotmail.com.

2Orientador de Iniciagao Cientifica PICME/CNPq e docente do IME-UFG, Goiania, GO, Brasil, alys-
son@ufg.br.
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2.1 O espago de Schwartz 2 DEFINICOES E EXEMPLOS

a fungao caracterfstica do intervalo [—1, 1], entao como f é L' temos

- e [
:E/o e %y

1 e et (1)

RS
B gsinf

é integravel na reta, mas \Sng\ nao é, logo f(€) ndo é uma

sin§

E possivel provar que 3

funcao L.

Teorema 1. Seja f uma funcao L'. Entdo sua transformada de Fourier f € uniforme-
mente continua em R.

2.1 O espaco de Schwartz

Uma funcao f: R — C é de decrescimento rapido se ela for infinitamente diferenciavel

e se
lim zf"(z) =0,
|x|—o00

para todo «a, f € N.

Definigao 2. O conjunto das fungoes de decrescimento rdpido (ou o espago de Schwartz)
¢ designado por S. A condi¢ao acima € equivalente a dizer: dados a, 8 > 0, inteiros,
existe uma constante C(«, B), dependente de o e (3, tal que

|29 f7(z)] < Cap, Vo €R,
onde P € a B-ésima derivada de f.

Para maiores informagoes sobre o espago de Schwartz, veja [1] ou [4].

O conjunto S é um espaco vetorial sobre o corpo C dos complexos. Podemos sintetizar
as observacoes precedentes dizendo que a transformada de Fourier, os operadores de
multiplicagao por polinomios, e os operadores polinomiais diferenciais sao transformacoes
lineares em S.

Teorema 2. Toda funcio de decrescimento rdpido f: R — C é uma funcgao L'.
O préximo resultado sera muito importante em nossa aplicacao.

Teorema 3. Se f € S, entdao para todo o natural

(f"(€) = (i) (€), €€ R.
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2.2 A operagao de convolugao 2 DEFINICOES E EXEMPLOS

Teorema 4. Se f € S, entdo

~

0) = J% / f(€)de

Teorema 5. Se f € S, entao

f(z) e~ f(€)de, Vo € R.

-7 L.

Teorema 6. A transforma de Fourier F define uma bijecao linear de S em si mesmo e
sua inversa € dada por

—zfz
(F ') F/ f(&)de, Vf € S.

2.2 A operacao de convolucao

Definicao 3. Sejam f uma funcao L' e g : R — C, limitada e seccionalmente continua
em qualquer intervalo fechado, a convolugao de f e g € a funcao f*g: R — C, definida
por

(f*g)(x / fy)g(z —y)dy, v € R.

O proximo resultado relaciona a operacao de convolugao com a transformada de Fou-
rier. Para maiores detalhes sobre convolugao o leitor pode consultar [1], [3] ou [4].

Teorema 7. Se f e g sdo funcoes L', entdo

(f * 9)"(€) = V2r f(£)j(£), € € R.

2.3 A equacao do calor

Lema 1. Seja t > 0, entao

1 2
f—le—tf2 )= —e % /4t‘
(z) VT

O problema da condugao do calor consiste em determinar a fungao u : R x[0,00) - R
que satisfaga a equacao do calor e sua condic¢ao inicial expostas no sistema abaixo

= Ugy, t >0
{Ut u (2)

u(z,0) = f(z), z € R,

Para cada t > 0, aplicando a transformada de Fourier em ambos os lados, teremos:

(3)

ot = —&*a(&,t), t >0
a(,0) = f(¢), £€R.
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Resolvendo o problema de valor inicial anterior

e, t) = F()e .

Observe que

aE,t) = \/%]-"(f « Fle ),

Tomando a transformada de Fourier inversa, obtemos

u(z,t) = \/%(f « Fle ).

Pelo Lema anterior temos entao

1 [y B T —(z—y)?/at
7 G = v e

u(z,t) =

A funcao
e—a:2 /4t

\VAart

K(z,t) =

é chamada ntcleo do calor. Portanto
uet) = [ F)K( = v.0dy = (F K1) ()

é uma candidata a solucao da equacao do calor.

3 Conclusao

No decorrer do desenvolvimento do trabalho foi possivel analisar algumas caracteristicas
da Transformada de Fourier. Vimos que sua aplicacao é de grande importancia no estudo
da equacao do calor.
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1 INTRODUCAO

Os Lemas de Sperner e Aplicacoes

Matheus Carneiro de Arauijo'; Kamila da Silva Andrade?

Resumo. Neste trabalho utilizamos os Lemas de Sperner como ferramentas para
realizar divisces de objetos formados por partes que apresentam particularidades e
de forma que todos os envolvidos se sintam satisfeitos. Apresentamos alguns jogos
e mostramos, utilizando os Lemas de Sperner, que nao existe a possibilidade de
empate.

1 Introducao

Em diversos momentos da vida nos deparamos com situacoes nas quais precisamos dividir
coisas com amigos, parentes, conhecidos e até com pessoas com quem nao conhecemos.
Em algumas dessas situacgoes percebemos que um ou mais dos envolvidos na divisao
ficam insatisfeitos com o resultado e/ou se sentem prejudicados. Esse problema pode
se tornar muito complicado ja que cada pessoa pode avaliar o que sera dividido de uma
forma diferente, ou seja, pode ter preferéncia por um dos itens a ser dividido ou atribuir
um valor maior a uma certa parte. Uma negociacao sem um método eficiente pode levar
a conflitos e até intrigas entre os envolvidos. Uma ferramenta matematica que serve
para resolver este e muitos outros problemas relacionados com divisoes é o Lema de
Sperner, resultado demonstrado em 1928 pelo Matematico alemao Emmanuel Sperner
[1]. O Lema de Sperner associa duas dreas distintas da matematica: a topologia e a
analise combinatoéria.

Na Secao 2 iremos enunciar e demonstrar o Lema de Sperner para um segmento
e, em seguida, definiremos os conceitos de triangulacao e de Rotulagem de Sperner
na secao 3, finalmente, enunciamos o Lema de Sperner para um triangulo ainda na
secao 3. Apresentaremos duas maneiras de demonstracao para este Lema. Continuando
trabalharemos com as aplicacoes deste Lema relacionadas com divisoes envolvendo trés
participantes na segao 4 [3]. Mais especificamente, consideraremos divisdes de um bolo
em duas situagoes distintas: em uma deve-se dividir o bolo formado por 3 coberturas
distintas e na outra estipular valores para um bolo ja repartido. Finalmente, entao
na secao b mostraremos duas atividades lidicas usando os Lemas de Sperner para o
segmento e para o triangulo. Estas atividades estimulam o raciocinio légico tanto quanto
habilidades em analise combinatéria e probabilidade [2].

!Bolsista PICME-UFG. e-mail
2Orientadora, IME-UFG. kamila.andrade@ufg.br
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2 O LEMA DE SPERNER PARA SEGMENTOS

2 O Lema de Sperner para segmentos

Considere um segmento AB, chamado de segmento principal, subdividido em seg-
mentos menores, chamados de subsegmentos, tal que a intersecao de quaisquer dois
subsegmentos consecutivos é um vértice. Rotule os vértices de cada um destes subseg-
mentos com A ou B. Essa divisao é chamada de rotulagem do segmento AB.

Definicao 1. Dada uma rotulagem do segmento AB, chamaremos de segmento bom
um segmento que possui vértices distintos. Um subsegmento bom do tipo AB é chamado
de forte e um segmento bom do tipo BA é chamado de fraco. Figura 15

Figura 15: Rotulagem de um segmento AB onde os subsegmentos marcados sao subseg-
mentos bons.

O seguinte resultado trata da paridade de subsegmentos bons para uma dada rotula-
gem de um segmento, ver [1].

Lema 1 (Lema de Sperner para segmentos). Dada uma rotulagem de um segmento AB,
existe um numero impar de subsegmentos bons.

Demonstracao. Em uma rotulagem aleatéria do segmento AB podemos ter os seguintes
casos:

I- Todos os vértices sao marcados por A.

Note que nesse caso temos apenas um subsegmento bom que é o subsegmento forte ao
fim do segmento. Portanto, temos um niimero impar de subsegmentos bons. Veja Figura

r=
=
=
$ =
=
.
3=
+[0

——
=t

Figura 16: Rotulagem com todos os vértices (internos) marcados por A.
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3 O LEMA DE SPERNER PARA TRIANGULOS

1I- Pelo menos um dos vértices foi marcado por B.

Como o vértice inicial do segmento é A e, pelo menos um vértice (interno) foi marcado
por B, o primeiro subsegmento bom serd necessariamente um subsegmento forte. Se
depois do primeiro vértice B nao existir vértice A, teremos um tnico subsegmento bom
que ¢ do tipo forte. Caso contrario, os segmentos bons subsequentes sempre se alternarao
entre fraco e forte. Como o primeiro subsegmento bom é forte, enumerando os segmentos
bons teremos que os subsegmentos fortes serao associados aos niimeros impares. Agora,
note que o ultimo subsegmento bom é, obrigatoriamente, um subsegmento forte pois ao
fim do segmento temos um vértice B. Portanto, podemos concluir que o ultimo subseg-
mento bom sera associado a um nimero impar, ou seja, a quantidade de subsegmentos
bons é impar. Isto finaliza a demonstragao. ]

3 O Lema de Sperner para triangulos

Agora faremos uma generalizacao do Lema 1 para triangulos, para isto alguns conceitos
novos sao necessarios. Da mesma forma como rotulamos segmentos precisamos “rotular”
triangulos e entao o conceito de triangulacao surge como uma maneira de relacionar
pontos com uma certa organizacao criteriosa a fim de obter uma subdivisao adequada
do espacgo que ocupam.

Definicao 2. Considere um determinado triangulo subdividido em triangulos menores.
Dizemos que tal subdivisao é uma triangulagcao se quaisquer dois triangulos menores
a intersecao entre eles € um vértice comum, um lado comum ou vazia.

Compartilham lados com mais
_+ de um triangulo. E os vertices
tocam em arestas.

(a) (b)

Figura 17: Subdivisdes de um triangulo: (a) ndo é uma triangulagdo; (b) é uma trian-
gulacao.
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3 O LEMA DE SPERNER PARA TRIANGULOS

Dado um triangulo ABC' com uma dada triangulacao podemos rotular cada vértice
criado nessa divisao com as letras A, B ou C' obtendo, assim, uma rotulagem do
triangulo dado.

Definigao 3. Considere uma triangulacao do triangulo ABC com uma certa rotulagem.
Dizemos que essa triangulacao possui uma rotulagem de Sperner se satisfizer a se-
guinte condicao: vértices ao longo das arestas principais so podem ser marcados por um
dos vértices nos extremos da aresta.

Observagao 1. A condi¢ao na Defini¢ao 3 significa que vértices situados no segmento
AB s6 podem ser rotulados por A ou B, se estiverem situados no segmento AC' s6 podem
ser rotulados por A ou C' e se estiverem no segmento BC' s6 podem ser rotulados por B
ou C'. Veja Figura 18.

ADUC =

Figura 18: Rotulagem de Sperner.

Dada uma rotulagem de um triangulo, chamamos de tridangulos principais os triangulos
menores que possuem os vértices com rotulos distintos.
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3 O LEMA DE SPERNER PARA TRIANGULOS

Figura 19: Exemplo do lema 2. Ha 7 triangulos principais nessa triangulagao com ro-
tulagao de Sperner.

Lema 2 (Lema de Sperner para triangulos). Seja ABC um tridngulo com uma trian-
gulacao que obedeca Rotulagem de Sperner. Entao, existe um nimero impar de triangulos
PTINCIPAIS.

Demonstracao. Vamos fazer a demonstragao dividida nos seguintes passos:

Primeiro passo: Imaginaremos que o triangulo maior é uma casa formada por quartos
que sao os triangulos menores. Como no exemplo da Figura 21. Esta casa funciona da
seguinte forma:

[- Os segmentos AB e BA sao as possiveis portas para os quartos;
II- Cada um dos quartos pode ter nenhuma, uma ou, no maximo, duas portas;
ITI- Os quartos com apenas uma porta sao os triangulos principais;

IV- As portas que estiverem nas arestas principais serao chamadas de portas de con-
torno.
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3 O LEMA DE SPERNER PARA TRIANGULOS

A Figura 20 ilustra os tipos de quarto. Observe que, pelo Lema 1 o niimero de portas
de contorno ¢ impar.

B B A A B A B! Ac

Quarios sem porta Quartos com duas portas Cluarto COM apEnNas Uma porta

(a) (0) (c)

Figura 20: Tipos de quartos: (a) quartos sem portas; (b) quarto com duas portas e (¢)
quarto com uma porta.

Porta de entrada

Figura 21: Exemplo de uma casa com possiveis portas de passagem.
Segundo passo:: Realizaremos passeios nessa casa atravessando os quartos quando
eles tiverem uma porta em comum, seguindo as regras:

I- Os passeios devem ser iniciados de fora da mansao ou de um quarto que possua
apenas uma porta (triangulo principal);

II- Nesses passeios nao podemos andar para tras, portanto, ao entrarmos em um
quarto o passeio sO continuara se ele possuir uma outra porta;

ITI- Se entrarmos em um quarto e ele possuir apenas uma porta entao o passeio é
finalizado;

IV- Uma outra forma de finalizarmos um passeio é saindo da mansao por uma porta
de contorno;
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3 O LEMA DE SPERNER PARA TRIANGULOS

V- Nao diferenciaremos os passeios pelo sentido do percurso, ou seja, um passeio que
comece no lugar 1 e termine no lugar 2 é o mesmo do que comeca no lugar 2 e
termina no lugar 1. Nesse caso, iremos dizer que os lugares 1 e 2 sao conectados
por esse passeio, sendo estes lugares quartos (triangulos principais) ou portas de
contorno.

Observe que a condicao III garante que um passeio sé é finalizado em um quarto quando
ele for um triangulo principal. Uma ilustracao pode ser encontrada na Figura 22.

Iniciou P1
-

Iniclou P2

I ¥ Temninou P3

Figura 22: Triangulo com 3 passeios P, P, e Ps.

Note que dois passeios distintos nao podem se cruzar, ou seja, nao podemos chegar
em um mesmo quarto por mais de um passeio. De fato, imagine que passeios originados
de lugares distintos se encontraram em um mesmo quarto. Observe, no entanto, que
um passeio precisa de duas portas, uma para entrar e outra para sair. Nesse caso,
precisamos de uma terceira porta para que o outro passeio chegue ao mesmo quarto.
Isso é impossivel, pois cada quarto tem, no maximo, duas portas.

Terceiro passo: Observe que uma porta de contorno pode ser conectada com uma
outra porta de contorno ou com um triangulo principal. Note que

e Os passeios que iniciam por uma porta de contorno e terminam saindo por outra
conectam este par de portas e, portanto, existe um nimero par de portas em tais
condigoes;
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4 COMO FAZER DIVISOES JUSTAS?

e Sabemos, pelo Lema 1, que existe um ntmero impar de portas de contorno. Como
o nimero de portas de contorno conectadas entre si é par, isto nos garante que ha
um numero impar de portas de contorno conectadas a triangulos principais. Logo,
ha também um nimero impar de triangulos principais conectados com portas de
contorno;

e Outra possibilidade é que um triangulo principal seja conectado com outro. Pode-
mos observar que, nesse caso, sempre serao utilizados pares de triangulos principais.
Logo, a quantidade de triangulos principais nessa situacao é par.

O total de triangulos principais é a soma de um nimero fmpar (nimero de triangulos
principais conectados com portas de contorno) com um nimero par (ntimero de triangulos
principais conectados entre si). Portanto, o total de tridngulos principais é impar. [

4 Como fazer divisoes justas?

Agora apresentaremos como apartir de algumas interpretacoes do Lema de Sperner,
desenvolve-se um método de realizacao de divisoes na qual é possivel que todas as partes
fiquem satisfeitas, e entendam como se chegou a esse resultado, levando em conta as
variantes como por exemplo o interesse de cada um, ou tamanhos diferentes de partes
ja divididas.

4.1 Divisao de um bolo formado por 3 coberturas.

Suponha que trés pessoas desejam dividir um unico bolo (de tamanho fixado por 70
unidades de comprimento) que sera confeccionado com coberturas de 3 tipos, cada pessoa
sO pode escolher uma cobertura, e levara o pedago do bolo com o tamanho respectivo
da superficie coberta pela cobertura escolhida, cada participante deve definir essa area.
Para termos certeza da eficacia da divisao algumas exigéncias devem ser atendidas:

1. cada participante tera, obrigatoriamente, pelo menos um pedaco do bolo;

2. sempre que um participante tiver que escolher entre dois pedagos, ele escolhera o
maior entre eles (excluindo a possibilidade de que um jogador possa desejar apenas
um tipo de pedago).

Demonstragao: Suponha que as pessoas envolvidas se chamem Antonio (A), Brena (B)
e Carlos (C'). Construimos um triangulo marcando cada um dos vértices pelas iniciais
dos nomes deles, A, B e (. Nos vértices principais associaremos as triplas ordenadas
(70,0,0), (0,70,0) e (0,0,70). Em seguida, fazemos uma triangulagdo de modo que os
trés vértices de cada um dos triangulos menores sejam distintos, veja Figura 23.
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AT0.00)

60,010
(80,0, }C B(GU.W.U]

_ . (50,10,10)
{50,0,20) o C (50,20,0)
(40,10,20) o,
— _(40,20,10)
(40.0,30) A{dl:l 30.0)
30,1030
( A __-(30,20,20)
. o
_______.J'{SD:SD: 10)
30,0,40) )
o ( e B (30,40,0) P
o R LR
(20,1040) g __ B i
(20,0,50)

(10,30,30) 4 /\ /\ A _ {10,40,20)
\ﬁ/ A(10,60,0)
- = _ =y

(10,0,60)

(102040) ¢ ______ = j
(10,10,50) =" X ~~(10,50,10)
o) B A c B A & B(0,70,0)

{0,10,60) (D.20,50)  (0,30,40) (D.40,30)  (0,50,20)  ({0,60,10)

Figura 23: Esquema de triangulacao com vértices A, B e C tendo apenas triangulos
principais.

Uma tripla ordenada da forma (a,b,c) indica um pedago de tamanho a para Anto-
nio, de tamanho b para Brena e de tamanho ¢ para Carlos. Na aresta principal AB os
pedagos a e b variam de tamanho em quanto o pedago b é de tamanho nulo, temos va-
riagoes similares para as outras arestas principais. Para marcacao dos vértices internos
adotamos o seguinte procedimento: observe que ele pertence a intersecao de trés seg-
mentos com vértices em arestas principais, um segmento paralelo a aresta principal AB,
um paralelo a aresta principal BC' e outro paralelo a aresta principal AC, em cada uma
das coordenadas dos extremos desses segmentos uma das trés coordenadas se mantera
fixa e esta coordenada tera este valor naquele vértice. Feito isto teremos cada um dos
vértices associados a uma tripla ordenada, ver Figura 23.

Agora perguntamos ao proprietario de cada vértice “com a divisao do bolo feita desta
maneira qual o pedago que vocé prefere?” e marcaremos tal vértice com o nimero cor-
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respondente ao pedaco escolhido. Pelas hipdteses iniciais garantimos que essa marcagao
é, de fato, uma Rotulagem de Sperner, pois para os vértices principais teremos que no
vértice A o pedaco escolhido serd o 1, no B serd o 2 e no C serd o 3. Além disso, nas
arestas principais AB s6 podera ser escolhido 1 ou 2, na BC serd o 2 ou 3 e na AC' sera
marcado 1 ou 3, veja Figura 24.

-

|'_|_1“
(881
L]
Ly
[
]
[

Figura 24: Tlustracao de uma Rotulagao de Sperner construida na divisao do bolo.

Portanto, pelo Lema 2 havera um triangulo principal, ou seja, um triangulo onde cada
participante aceitard um pedago diferente do seu colega. Dentro de todos os triangulos
disponiveis este triangulo oferece uma divisao que agrada a todos, mas nao significa
que tais valores serao utilizados pois a soma dos tamanhos de cada pedago pode nao
corresponder ao tamanho total do bolo. No entanto, na parte interna deste triangulo
existe um ponto onde a soma das trés coordenadas é 70. Isto significa que precisamos
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4.2  Um bolo com o corte ja realizado 4 COMO FAZER DIVISOES JUSTAS?

de uma triangulacao com triangulos bem pequenos para que o nivel de satisfacao dos
participantes seja maior e a sobra (ou o excesso) seja 0 menor possivel e possa ser
dividido em partes iguais. Nesse caso, o ponto interno do triangulo principal tomado é
o baricentro. Para mais detalhes sobre este tipo de caso, veja [1][3].

Na situacao ilustrada na Figura 24 ocorreu que Antonio escolheu o primeiro pedaco
com tamanho 30, Brena o segundo também com tamanho 30 e Carlos o terceiro medindo
30. Observamos que a soma dos trés pedacos excedeu em 20 unidades o total e para
usar o baricentro, dividimos 20 em trés partes iguais e subtraimos esse valor de cada
pedaco, obtendo com isso o seguinte resultado: Antonio ficara com primeiro, Bruno com
o segundo e Carla com o terceiro pedago todos medindo ?.

Ou seja nesse método de divisao, apresentamos varias hipoteses, até que cheguemos
a uma satisfatoria a todas as partes, essa primeira divisao é somente uma introducao
simples para que possamos demonstrar isso, por isso nimeros redondos para facilitar o
entendimento, e para que nao necessitemos do lema 3. passemos agora para uma divisao
um pouco mais complexa.

4.2 Um bolo com o corte ja realizado

Suponha que um bolo ja foi dividido em trés pedacos que possuem caracteristicas dis-
tintas. Um pedago tem recheio, outro tem uma cobertura e outro um tamanho maior
que os outros dois. O valor do bolo é R$42,00 e trés amigos, André, Bruno e Cecilia,
querem dividir o valor do bolo entre eles relacionando o valor que cada um deve pagar
com o pedaco selecionado. Esta divisao devera respeitar os seguintes critérios:

1. na divisao o pedaco escolhido dependera do valor cobrado;
2. o participante sempre preferird o pedago mais barato.

Iniciaremos o processo de divisao tomando um triangulo ABC', com as iniciais de
cada participante, subdividido em triangulos menores e marcaremos os vértices com as
iniciais de cada um dos participantes de modo que o triangulo principal e cada um dos
triangulos menores tenham os trés vértices distintos, um exemplo de tal divisao foi dado
na Figura 23. Associaremos cada vértice a uma tripla ordenada com cada coordenada
indicando o prego de um pedago, isto é, rotularemos cada vértice com (1, xs,z3) com
1+ To + T3 = 42.
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14200
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Figura 25: Esquema de triangulacao com vértices A, B e C tendo apenas triangulos
principais.

Nos vértices principais o valor de um dos pedacos corresponde ao valor total do bolo
e nas arestas principais um dos pedacos sera gratuito. No vértice de cada triangulo
menor faremos a seguinte pergunta ao participante (com a inicial do vértice): “com esta
divisao do preco, qual pedaco vocé prefere?”. Entao marcamos o vértice com o numero
que indica a posi¢ao do pedaco escolhido. Desta forma teremos que em cada um dos
vértices principais o participante podera escolher entre dois pedacos que sao gratuitos
e nas arestas principais, entre estes vértices, ele escolhera o tinico pedago gratuito, veja
Figura 25.

Percebemos com isso que esta nova marcagao nao atende aos critérios da rotulagem
de Sperner. Portanto, precisamos provar que nessa nova rotulagem havera um triangulo
principal.
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4.2  Um bolo com o corte ja realizado 4 COMO FAZER DIVISOES JUSTAS?

Lema 3. Considere um triangulo com uma triangulacdo que possui uma rotulagem com
0s sequintes critérios:

1. mo primeiro vértice principal podemos marcar A ou B, no sequndo B ou C e no
terceiro C ou A;

2. Vértices ao longo das arestas principais so podem ser marcados por um dos vértices
nos extremos da aresta.

Nessas condigoes, esta rotulagem possui um niumero impar de triangulos principais.

Demonstracdo. A prova deste lema segue o argumento parecido com o usado na de-
monstracao do Lema 2. Primeiramente, contaremos quantas portas de contorno exis-
tem. Observe que, no caso de marcarmos A no primeiro vértice principal teremos uma
unica porta ao lado direito do vértice A. Ja se marcarmos B teremos uma tnica porta
ao lado esquerdo do vértice B. Iremos realizar passeios e observar que existem duas
possibilidades:

1. Os passeios podem ser iniciados e finalizados em triangulos principais e conectarao
um numero par desses triangulos, podendo também tal nimero ser zero no caso
de nao existirem passeios possiveis de serem realizados desta maneira.

2. Os passeios podem ser iniciados em uma porta de contorno e terminados em um
triangulo principal (ou vice-versa). Como sé existe uma porta de contorno, sé
existe um passeio nessas condicoes.

Como um triangulo principal nao pode ser alcancado por dois passeios distintos, nao
existem quartos que sejam alcancados por essas duas possibilidades. Observe agora,
que temos uma quantidade par de triangulos principais conectados do primeiro modo e
mais um triangulo principal no segundo modo. Portanto, temos um ntimero impar de
triangulos principais. O

O Lema 3 garante que na rotulagem da triangulagao proposta no problema da divisao
havera um triangulo principal, ou seja, ocorrera um momento em que os trés participan-
tes escolherao pedacos distintos, veja Figura 26.
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Figura 26: Ilustracao de um triangulo principal em uma triangulagao dada no Lema 3.

Observe que chegamos ao seguinte resultado para a divisao: Cecilia pagard R$6,00
para o segundo pedaco, André R$6,00 reais para o primeiro e Bruno pagara R$12,00
para o terceiro. A soma dos trés valores corresponde a R$24,00 reais faltando ainda
R$18,00 reais para completar o custo do bolo. Portanto, usando o baricentro deste
triangulo, dividiremos esse valor em partes iguais, ou seja, acrescentaremos R$6,00 a
cada um.

5 Jogos de Sperner

A partir dos lemas apresentados até agora, foram desenvolvidos varios jogos, com a
finalidade de desenvolver raciocinio légico e estrategia, sao jogos nos quais nao a pos-
sibilidade de empate, e hoje sao aplicados na educagao de nivel médio como forma de
intrigar e incentivar a busca por conhecimentos na drea matemaética [2].

5.1 O jogo de Sperner

Pode ser realizado com dois ou trés participantes. No entanto, é importante ressaltar que
ele indica o perdedor e, por isso, ao ser realizado por trés jogadores é necessario que haja
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5.1 O jogo de Sperner 5 JOGOS DE SPERNER

mais uma partida entre os dois vencedores para que seja determinado o vencedor final.
O objetivo do jogo é evitar ao maximo gerar um triangulo com as trés cores diferentes
em seus vértices (Triangulo Principal), sendo assim quem colocar uma ficha que gere
este triangulo, perde o jogo.

As regras do jogo sao as seguintes:

1. Os trés vértices do triangulo maior devem ser preenchidos antes de iniciar a partida
com as trés cores distintas;

2. Os participantes jogarao alternadamente escolhendo uma ficha entre as trés dis-
poniveis para preencher algum vértice dos triangulos menores. Nao existe uma or-
dem para o preenchimento, portanto o jogador podera preencher qualquer vértice
que esteja desocupado;

3. Em cada lado do triangulo maior, os vértices s6 podem ser preenchidos por uma
das duas cores usadas nos extremos deste lado.

Fichas:

Figura 27: Tlustracao do jogo de Sperner.
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5.2 Jogo dos impactos 5 JOGOS DE SPERNER

Independente das marcacoes, ao término de todas as jogadas, sempre ocorrera um
triangulo com os trés vértices distintos, logo sempre havera um perdedor. Ao determinar
a paridade do nimero de jogadas concluimos que, se nenhum jogador cometer erro, se a
quantidade de jogadas é par entao o iniciante vence a partida e for impar ele perde pois
serd o ultimo a jogar. Para determinar a paridade observamos que o niimero de vértices
nesta triangulacao corresponde a seguinte soma: V =1+ 2+ 3+ ... + n com n sendo
o numero de vértices nos lados do triangulo maior. Usando a soma dos termos de uma
P.A. temos que se n é par o nimero V sera impar e se n é impar o numero V' é par.

Veja um exemplo desse jogo na figura 27

5.2 Jogo dos impactos

O jogo consiste em um retangulo inicial subdividido em retangulos menores, veja Figura
28. Esse é um jogo para dois participantes, os quais deverao, inicialmente, escolher par
ou fmpar. Apdés isso, havera fichas de duas cores que deverao preencher os retangulos
menores e cada jogador escolhera uma das fichas para preencher um destes retangulos.
Chamaremos de Impacto quando dois retangulos consecutivos tiverem cores distintas.
Apoés o retangulo maior estar completo, analisamos a paridade do nimero de impactos
que ocorreu no jogo e o ganhador ¢ a pessoa que tiver escolhido tal paridade.

Fichas

Figura 28: Ilustracao do jogo dos impactos.

Percebemos com este jogo a validade do Lema de Sperner para um segmento pois
podemos associar os vértices de cada subsegmento a um retangulo. Com isso, quando os
extremos tiverem marcacoes distintas, independente da sequéncia de jogadas realizadas,
havera um nimero impar de impactos. Portanto, a principal estratégia para o jogador
que escolher impar é preencher os extremos com cores distintas e para o jogador que
escolher par é tentar preencher os extremos com a mesma cor.
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