IME % UFG

URIVERSIDADE

MATERATICA E .. FEDERRL DE DUILS

ESTATETICN

UNIVERSIDADE FEDERAL DE GOIAS
INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA

IDEIA DE SOLUGAO PARA AS QUESTOES DA
PROVA DA OLIMPIADA

Goiania, 03 de Outubro de 2025



Problema 1 - Nivel 1 e Nivel 2

Ideia da Solucgao:

a) Nesse item basta simplificar a expressao e depois aplicar em z = 1. O Resultado é
1

1

b) Basta multiplicar e dividir por \/1 + sen(3z) + \/1 + sen(3z) e depois aplicar o

primeiro limite fundamental. O Resultado é 3.

c) Se f(z) =xIn(z) —x+ 1 e g(z) = (x — 1) In(x), entao verifique que

lim f(z) = lim f'(z) = lim g(z) = lim ¢'(x) = 0.

r—1 r—1 x—1 r—1

E desde que
1
lim ()
—1 g”(m)

existeede finido.

1

Entao aplique a regra de L’Hostpital e o resultado é 5. os limites de f, f’, g e ¢’ em

z—1

Problema 2 - Nivel 1

Ideia da Solucao:

(a) Derivada implicita.

d
Py e = w2y ey +y) = 0.

isole ¢/

. 2z +ye™

2 )y 2 =0 = i Se——
Qy+ze?)y + (2w +ye”) y =

2y +xe™ # 0.

(b) Reta tangente em (2,0). Avalie y’ em (2,0) usando o item (a). Note que ™, =
el =1,
2-240-1 4
2,0) = — 2T % 9
v(20) 2.0+2-1 2

Logo a equacao da reta tangente é dada por

y—0 = -2(x-2) = y = —2z+4.



(c)

Segunda derivada e concavidade. Derive novamente a igualdade do item (a) 2z +

2yy’ 4+ e"(zy +y) = 0 e agrupe os termos em y".
0 = 2+2((y) +yy") +e™(xy +y)* +e™(2y +ay").

Substitua (z,y) = (2,0) e ¥/(2,0) = -2,

24+2-4+1-16+1-(2-—2 22
y'(2,0) = — 22 26+ ( ):—2:—11.

Conclusao: y”(2,0) < 0, portanto o grafico é concavo para baixo nesse ponto.

Problema 3 - Nivel 1; Problema 2 - Nivel 2

Ideia da Solucgao:

(a)

Considerando o modelo de Gompertz descrito anteriormente, com dominio R*, tem-

se que,

i (arexp {-exp {-a (o= ) }}) -
Lm { arexp exps —ag | x o = .

Assim, observa-se que o modelo de Gompertz apresenta assintota horizontal, a reta
y = «ap. Deste modo, pode-se concluir que o crescimento maximo esperado do
volume com casca das arvores de eucalipto corresponde ao valor assumido por o,

a ser determinado na anélise estatistica.

Retornando ao modelo de Gompertz, a primeira derivada da fun¢ao é dada por,

J = asowe {-aa (- ) berp o o (o - 22) )

que pode ser simplificada para,
y = ayasexp {—asz + oy — exp {—asz + ay}} .

E assim, pode-se verificar que se a derivada ¢ positiva Vo € R', o modelo de
Gompertz define uma fungao crescente. A derivada de segunda ordem do modelo

de Gompertz é dada por,

"= —omaderp{—on (= 22 erp {—exp {-oa (- 2 I
Yy = —qpazexpq—a3(r — — ) pexpy—expy—az|Tr — — +
Qs a3



+ard (exp{ s (¢ - 22) })2 exp {—exp {-oa (2= 22)}}

que pode ser simplificada para,

1"

y = —aja3(exp{—azz + ay —exp {—azr + as}} —

—exp {—2a3x + 200 — exp {—azx + as}}).

Assim, igualando a segunda derivada & zero, tem-se,

” (6]
y =0=>x=—.
a3

Desta forma, o ponto de inflexao do modelo de Gompertz é expresso por £2, o que
3

implica que o crescimento é rapido até o valor de z atingir e depois existe uma

mudanca no crescimento, ele se torna menos veloz.

Problema 4 - Nivel 1; Problema 3 - Nivel 2

Ideia da Solucgao:

1. Para encontrar os pontos criticos, devemos calcular a primeira derivada da funcao,

f'(x), e igualé-la a zero para encontrar o(s) valor(es) de x que anulam a derivada.

2. Para determinar os intervalos de crescimento e decrescimento, é necessario analisar
o sinal da primeira derivada, f'(z). Se f’(z) > 0 em um intervalo, a funcdo é

crescente. Se f'(x) < 0, a fungao é decrescente.

3. A equagdo pode ser reescrita na forma f(z) = 0. Para encontrar o nimero de
solucoes, podemos usar a analise de crescimento do item anterior. O ponto critico
nos dara um valor de minimo ou méaximo. Avalie a funcao nesse ponto e nos limites
ao infinito (lim, . f(2) e lim,_,_ f(x)) para entender o comportamento da funcao

e determinar quantas vezes ela cruza o eixo x.

Problema 4 - Nivel 2

Ideia da Solucao:

1-—3x

d
310z "




du __

Fazendo, u = 3 + 2z, obtem-se x = “%3 e § = dr. Logo substituindo na integral obtem

resposta
1—-3z

3+ 2x

dr = —32z + 1141n|3 + 22| + C
In(x)
b /7d
(b) (1+z)? v

e A integral apresentada deve ser resolvida em duas etapas principais. A primeira

etapa ¢é usar a integracao por partes.

e A formula de integracao por partes é [udv = uv — [vdu. Escolha u = In(z) e

1
dv = Wdl’
e Calcule du e v e aplique a formula. Isso resultard em uma nova integral.

e A nova integral sera da forma [ mda& Para resolvé-la, utilize o método de fragoes

parciais para decompor o integrando em duas fragoes mais simples.

e Aposresolver ambas as partes da integral, combine os resultados para obter a solugao
final.

Problema 5 - Nivel 2

Ideia da Solugao:
Seja R a regiao delimitada por y = x? e y = y/z. Primeiro, encontre as intersecoes:
??=\r < '=2=2=0,1(logoy=0o0uy=1).

Raios em relagao a z = 1:
R(y) =1—y?

r(x)=1—-./y

v=r [ (Rly) ~ rly)dy



