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Compéndio de Algebra Linear

1 Vetores

1.1 Geral:

1.1.1 Produto Escalar:
oo

u-
=1
1.1.2 Comprimento:
+oo
lu| =yu u=+/u?+ --u2 = Zuf
=1
1.1.3 Vetor de unidade:
u
e=—
|ul
1.14 Angulo entre vetores:
u-v
CcCosa =
|ul|v|
1.1.5 Ortogonalidade:
ulveu-v=0
1.1.6 Projecao de uem v:
u-v
v

1.1.7 Projecao de u em vetor de unidade e:

1.2 Vetores no Plano

1.2.1 Vetor versor de u = (uy,us)" :

a- () wa-o
u1
1.2.2 Versor e angulo:
. u-v
sSino =
|uf|lv

1.3 Vetores no Espaco
1.3.1 Reta passando por Py(zq, 5o, z0)” na dire¢dor = (71,79, 73)

x Zo 1
y | = v |+t = |, teR
20 T3

1
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1.3.2 Reta passando por Py(zo, 3o, z0)7 com normal n = (a,b,c)’:

1.3.3

1.34

1.3.5

a T — xo
n-PBhP=0< ( b ) . ( Y — Yo ) =0<% ar+by+cz=axo+byo+czo=d

c z— 20

Distancia (com sinal) entre reta, [, e ponto P(z,y, z)T):

d(l, P) = azr + by + cz
A /a2 + b2 + C2
Produto vetorial:
i j ok
uxv=|ur uz us uvluxyv
v1 V2 U3
Produto espacial:
Ul u2 us
uvwl=| v1 v2 wvs |=u-(vxw)

2 Matrizes I

2.1 Matriz: A = (a;;) € M™:

a1l a2 Ain

a1 a2 . a2n,

A=

am1 aAm?2 . Amn
2.2 Operacoes:
221 Soma:C=A+B

Cij = aij + bij
2.2.2 Multiplicagido com constante: C = aA, o € R
Cij = QQij
2.2.3 Multiplicagio de matrizes, A € M e B € M?": C = AB € M™":
p
Cij = Z @ipbp;
k=1
2.24 Transposto, A”: (a;;)" = (ay;
2.2.5 Trago de matriz quadritica, Tr(A) = Y7 | a;
2.3 Propriedades:
2.3.1 Propriedade comutativa:
A+B-B+A AB#BA
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2.3.2 Propriedade associativa:

A+B)+C=A+B+C) (AB)C=ABCO)

2.3.3 Propriedade distribuitiva:

2.4 Matrizes notaveis:

0 0 0 10 0
0 0 0 0 1 0
0- 1-
0 0 0 0 0 1
0+A-A+0-A IA-AI-A
2.5 Produto escalar como produto de matrizes:
v=u’
3 Determinantes
3.1 Permutacoes:
311 n!=n(n—1)---1 permutacdes dos nimeros (1,...,n), P,:

p=(1,...,n) = (ji,---+jn)

3.1.2 Representacao de permutacao:

_(1 2 n)
p [T A

3.1.3 Transposicao trocando i e j:

1 ... ¢ ... jJ ... n
1 ... 4 ... @i ... n

3.1.4 Qualquer permutacao pode ser decomposto em transposicoes:
_ | 1, n°pardetransp.
sgn(p) = { 1, n°impar de transp.
3.2 Determinante de matriz quadratica de ordem n:
ail a2 ... Qdin
a1 az2

azn n
dEté: . ::ZSgn(jla'“ 7jn)aljl ©Qngy, :ngn(.jla"' 7.771)Ha’237
. n Py, i=1

an1 an2 Ann

3.2.1 Area (com sinal) da paralelograma no plano com lados a e b:

al b1
az b

A: :a1b2—a2b1:§~g
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3.2.2 Volume (com sinal) da paralelipipida no espaco com lados a, b e c:

al b1 C1
V=|ax by c2 |=a-(bxc)
as b3 C3

3.2.3 Trocando duas linhas (colunas) o determinante troca de sinal.

3.2.4 Se o determinante contém duas linhas (colunas) iguais, seu valor e 0.

3.2.5 Multiplicando uma linha (coluna) com «, multiplica o determinante com a.
3.2.6 Se o determinante contém duas linhas (colunas) proporcianais, seu valor e 0.

3.2.7 Determinante com zeros abaixo (ou acima) do diagonal, é o produto dos elementos no diagonal:

aii a2 cee Ain
0 a2 ... aon n
= Q11022 ... Qpn = Han‘,
: : : i=1
0 0 ... Qnn

3.3 Menor de determinante: apagando linha ¢ e coluna j, D;;.
3.4 Cofator de determinante: A,; = (—1)""7 D,;.

3.5 Expansao de Laplace em linha i.

deté =anDi1+ -+ ainDin = ZaijDij
=1
ZaijDi/j = 0, % 7& il
i=1

3.5.1 Expansao de Laplace em coluna j:

n
det A = a1;D1j + -+ + anjDnj = ZaijDij
i=1

> aiDiy =0, j # 4

i=1

3.6 Determinante nao mude sobre uma operacao de linha, L; := L; — aL;:

je
aii ai12 e Ain aii a2 e Ain

ail a;2 e Qin, a;1 — Qaj 1 a;2 — Qa;2 N Ain — NQjn

aj1 a;2 e Qjn R a;ji a;2 . Ajn

an1 an?2 .. Ann an1 an2 .. QAnn

3.6.1 Determinante nio mude sobre uma operacao de coluna, C; := C; — aCj:

aill aiq aij Alin aill a1; — a1y aij Aln
a1 . azq . azj . azn a1 e a2; — az; e azj . a2n,
al e ani e anj e Ann al - Ani — aanj e anj e Ann
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3.7 Propriedades:
det (A B) = det Adet B det (A +B) # det A +-det B

det (@A) = o det A

4 Matrizes I1
4.1 Matriz adjunto: A" = (4;;)":

detA 0 0

0 det A 0

AA = - .
0 0 det A

4.1.1 Determinante do adjunto:

4.2 Se A regular: det A # 0:

4.2.1 Matriz inverso: A~! :=

>

AT =ATA=

|| b

4.3 Posto de matriz A, p4: a dimensao do maior subdeterminante nao-zero que pode ser

selecionado de é

4.3.1 O posto nao muda fazendo operacoes de linha (coluna).
S Sistemas Lineares

5.1 m equacoes com n incognitas:

a11T1 al2x2 e aA1nTn = b1
G211 G22%T2 ... Q2pTn = b2
Am1T1  Am2ZT2 ... GmnTn = bm
5.1.1 Matriz coeficiente, A:
all alz e Aln
az1 az2 e azn
am1 am?2 e Amn
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5.1.2 Matriz total (aumentada), T:

a1 a2 ... GQin b
a1 ao2 . aan b2
am1 Am2 oo Omn bm
5.1.3 Forma matricial:
Ax=b
5.2 Equacao Homogénea:
Ax=0

5.2.1 A Solucao Completa do Equacao Nao-Homogénea é uma Solucio Particular do Equacio Nao-Homogénea
mais a Solu¢io Completa do Equacao Homogénea:

SCEH = SPEnH + SCEH

5.3 Classificacao de Equacoes Lineares de ordem 7n:

pPT > PA: Incompativel Nemhuma solug@o
n=p=pr =pa: | Compativel Uma unica solucao
n > p=pr = pa: | Indeterminado | Uma (n — p) infinidade de solucdes

6 Espacos Vetoriais

6.1 (V,+,x*)éum Espaco Vetorial se:
6.1.1 Fechado sob adicao:

uveV=u+veV

6.1.2 -+ comutativa:

6.1.3 -+ associativa:

ut(v+w)=(v+u)+w

6.1.4 3! 0 € V, o vetor nula ou elemento neutro de +:

u+0=u

6.1.5 Vu: 3! (—u) € V, o vetor oposta:

u+(-u)=0

6.1.6 Fechado sob multiplicacao com escalar, o € R:

ueVAaeER=aueV
6.1.7 Distribuitividade:
a(u+v)=au+av
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6.1.8 Distribuitividade:
(a+B)u=au+fu
6.1.9 x associativa:
(af)u = a(fu)
6.1.10 1 elemento neutro de multiplicacio com escalar:
lu=u
6.2 U C V é um Subespaco Vetorial de V:
6.2.1 U fechado sob adicao:
uveV=>u+veV
6.2.2 U fechado sob multiplicacio com escalar:
ueVAaceR=aueV
6.3 Combinacao linear de m vetores, {v,,...,v,} em V:
cav, +...+cmv,,
6.4 Os vetores, {v,,...,v,} em V sao linearmente dependentes, se:
ety .-yem) #(0,...,0): v, +...+emy, =0
6.4.1 {v,,...,v,} sdo linearmente independentes, se nio for linearmente dependentes:
avit...+emyv, =0 = a=...cn=0
6.5 O conjunto gerado de {v,,...,v, }:
span(vy, ..., v, ) ={av; +...+cemyv,,| c1,...,cm € R}
6.5.1 Matriz com os vetores em colunas:
| |
V==| v, v, - v,
N
6.5.2 Dimensao do span(vy,...,v,,) € a quantia de vetores linearmente independentes:
dim span(vy,...,v,,) = pv
6.5.3 Se p, = m dizemos que v, ..., v, constitui um base para span(vi,...,v,,)
6.5.4 Base candnica de R":
e, =(1,0,...,0)"
e, =(0,1,...,0)"
e, =(0,0,....1)"
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6.5.5 Matriz convertendo coordenados do base novo (v,,...,v, ) a base antigoe,,...,e,:

—1
He_¥gv g Hv_¥ Ee

7 Transformacoes Lineares

7.1 Transformacao (aplicacao) Linear:
fv)=Av

7.2 Lineariedade do f:
flu+v) = f(u)+ f(v)
flou) = af(u)
721 SeA e M™, f: R" —R™.
7.2.2 A dimensio do imagem: o posto de A.

7.2.3 No coluna i do A estd a imagem do vetor basico n° i, f(e;).

7.3 Se A representa a aplica¢do f no base canonica, (e;), no base (v;) f é representado

por:
B=V AV
Mudanca de Base o
(EiL’____,__ D (d,)
Sl
D—l
fl A B
v \Y v
V-l
Mudanca de Base
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7.3.1 Matrizes, A e B, sao ditos similares, se existe um matriz regular: V, tal que: B = VAV,

7.3.2 Matrizes similares tem mesmo determinante.
7.3.3 Matrizes similares tem mesmo traco.
7.3.4 Matrizes similares tem mesmo posto.

7.3.5 Matrizes similares descreve a mesma aplicacao linear em bases diferentes.

7.4 Teorema de Cayley-Hamilton: Por qualquer matriz quadratica, A, com polindmio
carateristico p(\),vale: p(A) = 0.

8 Autovalor e Autovetor

8.1 v é chamado autovetor de A com autovalor )\, se A quadratica e:

>

vV =Av

8.1.1 Polinomio carateristica do A:

P()) = det (A — AI)

8.1.2 Os possiveis autovalores do A sdo os raizes do P(\).

8.2 Autovetores de autovalores diferentes sao linearmente independentes.
8.2.1 A possui no maximo n autovalores reais (contado com multiplicidade).

8.2.2 A possui no maximo n autovetores linearmente independentes.

8.3 A simétrica:

8.3.1 A possui n autovalores (contado com multiplicidade).

8.3.2 Existe um base de autovetores de A.

8.3.3 Autovetores de autovalores diferentes sao ortogonais.

8.3.4 Podemos escolher uma base de autovetores ortonormais, isto é¢ ortogonais e normalizados.

8.4 Um matriz quadratica é dito ortogonal, se o base no suas colunas (ou linhas) sao
ortonormais.

8.4.1 Por um matriz ortogonal, V: ¥,1 = !T.

8.4.2 Por um matriz ortogonal, V: det V = +1.

9 Diagonalizacao de Matrizes

9.1 Se por aplicacao linear, é, existe um base de autovetores, v,, ..., v, , com autovalores
AL, -+, Any dizemos que A € diagonalizavel, e o matriz neste base e:
MO ...00
0 X ... 0
B=|. .. .
0 0 ... An
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9.1.1 Se A esimétrica A ¢ diagonalizivel e existe um base ortonormal de autovetores.

9.2 Polinomio homogéneo de segundo grau:

a d e
F(x,y,z) = azr® + by2 +c2? + 2dxy + 2exz + 2fyz = (z,y,2) | d b f
e f c
Com A simétrica.

9.2.1 Com substitui¢io ortogonal, v = V v/, '(x,y, z) é transformado em:

F(z,y,2) = F'(,y,2") = M (2)* + Xa(y')” + Aa(2)?

10 Produtos Internos

10.1 < u,v >€ R é chamado um produto interno, se:
<u,v>=<yv,u>
<u,v+w>=<u,v>+<uw>
<oau,v>=a<uyv>
<u,u>>0
<uyu>=0 = u=0

10.1.1 O produto escalar em R™ é um produto interno:

<W,V>=UU1 + ...+ UnUn

10.1.2 Forma bilinear: F'(u,v) = gTé v € um produto interno, se A ¢ positivamente definito:

T
uAu

Y
L
<
I<

m
<

10.1.3 Uma forma bilinear é positivamente definito se e somente se, todos os autovalores do A sio positivos.
Neste caso, num base de autovetores ortonormais:

F',v") = \ulvt + ... 4 dunv,
10.1.4 Produto interno entre funcoes:

<fg>= / F(D)g(t)dt

10.1.5 Norma induzida por produto interno, < u,v >:

lull* =< u,u >

10.1.6 Desigualdade Cauchy-Schwarz:

<u,v >< |[lul|]|v|

10.1.7 Desigualdade Triangular:

[lu+ v < [luff +[|v]]
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11 Classificacao de Formas Quadraticas
11.1 R
11.1.1 Elipse, centro C(zo, yo), semi-eixos a, b:
(x —z0) | (y—w0)°
a? + b2 =1
11.1.2 Hipérbola, centro C(zg, yo), semi-eixos a, b, ’abracando’ x = x¢:
(z — 170)2 _ (y - y0)2 -1
a? b2 o
11.1.3 Hipérbola, centro C(xg, yo), semi-eixos a, b, ’abracando’ y = yo:
(x —z0) | (y— o)
N a? + b2 =1
11.1.4 Assintodas da hipérbola:
(z —0) _ j[(y*yo)
a b
11.1.5 Parabola, vertex C(xg, yo), ’abracando’ y = yo:
Yy —yo = a(x — m)?
11.2 R3:
11.2.1 Elipséide, centro C(zg, yo, z0), Semi-eixos a, b, c:
(z —20)®  (y—wo)® | (2—20)°
a? + b2 + c? =1
11.2.2 Hiperboléide 1 folha, centro C(zo, yo, z0), semi-eixos a, b, c:
(z —20)®  (y—wo0)® (2 20)°
a? + b2 B c2 =1
Eixo principal: (z,y, 2)T = (zo + t,yo +t,20)7, t €R.
11.2.3 Hiperboléide 2 folhas, centro C(xg, yo, z0), semi-eixos a, b, c:
(z—20)® (Y—w0)® (2—20)° _ 1
a? - b2 B c? o
Eixo principal: (z,y, 2)T = (xo +t,y0 +t,20)7, t € R.
11.2.4 Cone quadrico, centro (zg, Yo, o), Semi-eixos a, b, c:
(-0 (y—w) (z-2)_,
a? a b2 B c? a
11.2.5 Paraboloide eliptica, centro (z¢, yo, 20), Semi-eixos a, b:
(x—m0)® | (y—wo)?
a? + b2 TETA
11.2.6 Paraboloide hiperbélica, centro (z(, yo, o), Semi-eixos a, b:
2 2
@-wf -w? _,
a? b2
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11.3 Eliminacao dos termos mistos, r = (x,y, 2)

T.

11.3.1 Forma quadratica:

Fy(x,y,2) + Fi(z,y,2) = Az® + By + C2* + 2Dxy 4 2Exz + 2Fyz + ax + By + vz = 6

A D FE
Fy(z,y,2) =1’ Ar, A=|(D B F
E F C
Fi(e,y,2) =b'r, b=(a,37)"
11.3.2 Existe uma base orfonormal de autovetores para A:
11.3.3 Substituicao ortogonal, ¥,1 = ¥T:
[
¥ = vV, NV, V5 s
.
11.3.4 Transformacao de F5:
A0 0
B-V'AV=| 0 X 0
0 0 A3
Fy(z,y,2) = Fy(a',y,2') = M’ + Aoy + As2”
11.3.5 Transformacao de F}:
A0 0
B=V'AV=( 0 X 0
0 0 A3
Fi(z,y,2) = Fi(z',y,2) =b"Vr' = (V'b)"r
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